Segundo cuatrimestre 2007

ALGEBRA LINEAL

Practica 2: Transformaciones lineales

1. a) Encuentre un ejemplo de un espacio vectorial V y una aplicaciéon
f:V — Vtalquesea f(v+w) = f(v) + f(w) para todo par de
vectores v, w € V, pero que no sea lineal.

b) Encuentre un ejemplo de un espacio vectorial V' y una aplicaciéon
g:V — Vitalque f(Av) = Af(v) paratodo A € k, v € V pero que
no sea lineal.

2. Determinar cudles de las siguientes aplicaciones son lineales.

a) f:R> =R, f(x1,x2,x3) = (2x1 — 7x3, 0, 3x2 + 2x3).
b) f:R? >R3>, f(x,x)=(x1—x2,2x2, 14+ x7).

c) f:C — C, f(z) =z, considerando a C como R-espacio vectorial
y como C-espacio vectorial.

a1 a4
d f:R>2 =R, f = a11422 — A12421-
az1 a2

¢) f:R22 - R>3 f<a11 a12> _ <tl(2)2 0 a1z+a21>‘

az1 a2 a1 dax —an

N fRX] =R, f(p) = (p(0),p'(0),p"(0)).
Q) tr: M, (k) — k.

) £ R ke (A) = AL
] i f € C®R) — f" € C°(R) sobre R.
k) ev,:p e k[X] — p(a) €k cona € k.

)
)
)
i) La:B € Myu(k) — AB € M, (k), para cada A € M, (k).
)
)
)

) t:ze C+ z e CsobreRysobreC.
m) Im:z € C — Im(z) € C sobre R y sobre C.

n) I:f e Cr([0,1]) fo x)dx € R.
i) L:Cr([0,1]) — Cr([0,1]) con Lf(x fo

3. Interpretar geométricamente las siguientes transformaciones lineales de
R? en R?:



d) f(x,y) = (3(x +y), 3(x+y)).
e) f(x,y) = (xcost —ysent, xsent + ycost), donde t € R fijo .

4. a) Probar que existe una tnica transformacién lineal f : R> — R? tal
que f(1,1) = (=5,3) y f(—1,1) = (5,2). Para dicha f, determinar
f(5,3)y f(=1,2).

b) ;Existirad una transformacion lineal f : R> — RR? tal que f(1,1) =
(2,6); f(=1,1) = (2 1)y f(2,7) = (53)?

¢) Sean f, ¢ : R® — RR3 transformaciones lineales tales que
f(—=1,0,0) = (1,2,1); f(2,1,0) = (2,1,0); f(1,0,1) = (1,2,1)
g(1,1,1) =(1,1,0);4(2,2,-1) = (3,-1,2);8(3,2,1) = (0,0,1)

Determinar si f = g.

d) Hallar todos los 2 € R para los cuales exista una transformacién
lineal f : R® — IR3 que satisfaga

f(1,-1,1) = (2,a,-1); f(1,-1,2) = (a*,—1,1) y f(1,-1,-2) = (5,—-1,-7)

5.Sean f : U — Vyg:V — W transformaciones lineales. Muestre que

a) ker f C kergo f.
b) ker f =kergo fsiim f Nkerg = {0}.
c) img Dimgo f.
d) img=imgofsiimf=V.
6. a) ¢Existira algtin epimorfismo f : R? — R3?
b) Sean v; = (1,0,1,0), v» = (1,1,1,0) y v3 = (1,1,1,1). ;Exis-

tird alguna transformacién lineal f : R? — R* tal que {vy,vp,v3} C
im f ?
c) ¢Existird algin monomorfismo f : R® — R??

d) Sean S, T C R* subespacios definidos por:
S= {<x11x21x31x4)/x1 + X2 + X3 = 0}

T = {(x1,%2,x3,%1)/2x1 + x4 =0, x — x3 = 0}
¢Existira algtin isomorfismo f : R* — R* tal que f(S) = T?

e) Determinar si existe (y en caso afirmativo hallar) una transforma-
cién lineal f : R®> — R* que verifique im f = Sy ker f = T en los
siguientes casos:

1) S ={(x1,x2,%3,x4) /%1 +x2 —x3+ 224 = 0}, T = ((1,2,1)).
2) S={(x1,%2,x3,%1)/x1+x =0,x3+x4 =0}, T = ((1,-2,1)).
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7. En cada uno de los siguientes casos definir una transformacién lineal

8.

10.

11.

f:R3 — R3 que verifique lo pedido:

a) (1,1,0) € ker f y dimg (im f) = 1.
b) ker fNim f = ((1,1,2)).
¢) f#0ykerf Cimf.
d) f#0yfof=0.
e) f#Idy fof=Id.
f) ker f #{0},im f # {0} y ker f Nim f = {0}.
Sean w;, B; € kparai =0,...,n, con &; distinto de a; si i es distinto de j.

Muestre que existe exactamente un polinomio p € R[X] de grado  tal
que p(a;) = B;i si0 < i < n.Para ello considere la aplicacién

p(ao)
p € R[X], — : e R"L.

p(an)

. Sea f : V — V un endomorfismo de un espacio vectorial V. Muestre que

a) dimker f Nim f = dimim f — dimim f2.

b) ker f C im f sii dimker f = dimim f — dimim f2.

c) im f C ker f sii f2 = 0.

d) im f = ker f sii f2 = 0y dimim f = dimker f.

Sea V un k-espacio vectorial de dimensién n 'y sea B = {vy,...,v,} una
base de V. Se define la aplicacién ap : V — k" de la siguiente mane-
ra: siv = i x;v; entonces ag(v) = (x1,...,x,). Probar que ap es un
isornorﬁsrnlg.l

Observar que, teniendo en cuenta que la aplicacién a3 corresponde a to-
mar coordenadas en la base B, a3 nos permite trabajar con coordenadas
en una base en el siguiente sentido:

a) {wy,...,ws}eslienV <= {ap(w1),..., ap(ws)} esli enk”.
by {ws,...,w} generaV <= {ap(wq),...,ap(w,)} genera k".
c) {wy,...,w,} esunabasede V <— {ap(wi),...,ap(w,)} es una

base de k".

(Qué sucesiones (di)r>1 se pueden obtener a partir de un endomor-
fismo f : V. — V de un espacio vectorial de dimensién n poniendo
di = dim ker f¥?



12. Si f,g: V — V son endomorfismos, probar que:
dimim f o ¢ < min{dimim f,dimim g}.
¢Hay un enunciado similar para las dimensiones de los nticleos?
13. Sean f : U — Vy g: V — W transformaciones lineales.

a) Si g o f es un monomorfismo, f es un monomorfismo.

b) Si g o f es un epimorfismo, g es un epimorfismo.

Motfismos nilpotentes

14. a) Sea V un k-espacio vectorial de dimensién finita, Probar que un
endomorfismo f : V — V es nilpotente sii f” = 0conn = dim V.

b) Sea V un espacio vectorial de dimensién n. Construya, para cada
1 < k < n, endomorfismos fi : V — V de manera que f; = 0 pero

0.

c) Muestre quesi f,g : V — V son endomorfismos nilpotentes y son
tales que f o ¢ = g o f, entonces f + gy f o g son nilpotentes. ;Es
necesaria la hipétesis sobre la conmutatividad?

15. Sea V un espacio vectorial sobre k de dimensiénn > 1,ysea f : V — V
un endomorfismo nilpotente de V de indice de nilpotencia n, de ma-
nera que es f" = 0 pero f"~! # 0. Muestre que existe una base B =
{v1,..., 04} de Vtal que f(v;) = v;41810 <i<mn,y f(v,) =0.

16. Sea f : V. — V un endomorfismo nilpotente de un espacio vectorial
sobre Q.

a) Seat € Qyexptf:V — V el endomorfismo

exptf = Zﬁ

=0 !

Observe que esta definicién tiene sentido porque la suma es finita.
1) exp(t+s)f =exptf-expsf.
2) exptf es un automofismode V'y (exptf) ! = exp(—t)f.

b) Seag =Y~o fI. Muestre que g y 1 — f son automorfismos inversos
de V.



Morfismos idempotentes

17. Sea V un k-espacio vectorial y sea f : V' — V una transformacién lineal.
Se dice que f es un proyector o un endomorfismo idempotente de V si'y

s6losi fof = f.
Probar que f : V — V es un proyector <= f(v) =v Vv €imf.
18. En cada uno de los siguientes casos construir, si es posible, un proyector
f:R3 — R3 que cumpla:
a) ker f = {(x1,x2,x3)/x1 +x2+x3 =0} eim f = ((—2,1,1)).
b) ker f = {(x1,x2,x3)/3x1 —x3 =0} eim f = ((1,1,1)).

19. Sea V un k-espacio vectorial y sea f : V' — V un proyector. Probar que

a) V =ker f @im f.
b) Sidim;V = ny Sy T son subespacios de V talesque V =S & T,

probar que existe un tinico proyector f : V — V talqueker f = Se
imf=T.

Matriz de una transformacion lineal

20. Dada f : V — V, calcular [f]zp en cada uno de los siguientes casos:
a) V=W =1k, f(x1,x,x3) = (2x3 +3x1,2%1 + x2,X3 — x2), B = B’
la base canénica de k°.
b) V=C2%, f(x1,x2) = (2x1 —ixp, x1 + x2)
1) B = B’ la base canénica de C? como C-espacio vectorial.

2) B =B = {(1,0),(0,1),(i0),(0,i)} considerando a C?> como
R-espacio vectorial.

V=k[X]n, f(p)=p,B=B ={x':i=0,...,n}.
V=k[X]n, f(p)=p',B=B ={(x—A):i=0,...,n},conl € k.
V=k[X]s f(p) = [ p(@)dE, B=B ={x':i=0,...,n}.

V =R?>*?2, f(A) = A", B = B labase canénica de R>*2.

21. Sea B = {v1,v,,v3} una base de R® y sea B’ = {w;, wo, w3, w4} una base
de R%. Sea f : R?> — R* la transformaci6n lineal tal que

1 -2 1
-1 1 -1
3 -2 5



a) Hallar f(3v; + 2v; — v3) en términos de sus coordenadas en la base
B
b) Hallar una base de ker f y una base de im f.

¢) Describir f~1(w; — 3wz — wy).
22. Sea f : R® — RR® una transformacién lineal definida por
fx1,x2,x3) = (x1 4+ x2 — x3, 201 — 3x2 + 2x3,3x1 — 2x5 + X3)

a) Determinar bases By B’ de R? tales que

|

b) Si A esla matriz de f en la base candnica, encontrar matrices inver-

o O O

1 0
[flsB = (0 1
0 0

sibles C y D tales que
1 00
CAD=10 1 0
0 00
1 01
23.SeaM = (1 1 1] yB = {v1,02,0;} unabase de k*. Encontrar bases
01 1

B’y B tales que sea C(B,B’) = C(B",B) = M.

24. Sean V y W k-espacios vectoriales y sea Homy(V,W) el conjunto de
transformaciones k-lineales de V en W. Probar que Homy(V, W) es un
k-espacio vectorial con las operaciones habituales y que si B y B’ son
respectivamente bases finitas de V' y W entonces la funcién

T : Homy(V,W) — K"*"
definida por T(f) = [f]gp’ es un isomorfismo lineal.

25. Recordemos quesi A = (a;;) € My(k),latrazade Aestr A =}y i, aj;.
Sea V un espacio vectorial sobre ky f € End(V), y sean By B3’ bases de
V. Mostrar que

trfls, = tr[f]s 5

de manera que tiene sentido definir la traza de f como

tl‘f = tr[f]B,B,

ya que esta definicién no depende de B.



26. Bases adaptadas:

a) Sea V un espacio vectorial sobre k de dimensién  finita, y sea f €
End(V) un endomorfismo de V tal que f"* = 0y f"~! # 0. Muestre
que existe una base B de V tal que

1 sii=j+1
0 en otro caso

([fls8)ij = {

b) Sea V un espacio vectorial sobre k de dimensioén # finita, y sea p €
End(V) un proyector. Muestre que existe una base B de V y un
entero d con 0 < d < n tal que

1 sii=j<d

0 en otro caso

([plsB)ij = {

c) Sean V y W espacio vectorial sobre k de dimensiones n y m fini-
tas respectivamente, y sea f : V — W una transformacioén lineal.
Muestre que existe una base B de V, una base B deW, y un entero
no negativo s tal que

1 sii=j<s
(g5 )ij =
0 en otro caso

27. Sean A, B € M, (k). Muestre que las siguientes afirmaciones son equiva-

lentes:

a) Existe C € GL, (k) tal que A = CBC~ ..

b) Dada una base B de k", existe una transformacién lineal f : k" — k"
y una base B’ tales que [f]p = Ay [f]p = B.

Cuerpos finitos

Sea k un cuerpo finito de g elementos.
28. Determine el namero de bases que posee k".

29. Determine el nimero (1),! de automorfismos que posee k".

30. Determine el nimero <7> de subespacios que posee k" de dimensién /

q
paracada0 </ <n.

31. a) Muestre que

(24),+4(0),

Il
7N

=
~ +

—_
~_
&-



b) Muestre que

32. Determine el nimero de morfismos k" — k™. ;Cuédntos de éstos son
monomorfismos? ;Cuédntos epimorfismos?



