Sequndo cuatrimestre 2007

ALGEBRA LINEAL

Préctica 1: Espacios vectoriales

Sea k un cuerpo.

1. Sean V un espacio vectorial sobre k, A € k, v € V. Probar las siguientes afirmaciones:

(vi) =0=0

2. Probar en cada caso que el conjunto V, con la suma y el producto por escalares definidos en
cada caso, es un espacio vectorial sobre £:

,an,...)/a; € kVi € N}, el conjunto de todas las

@)V =k = {(@)ien = (a1, a2, ...
sucesiones de elementos de k.

a. +:(ai)ien + (bi)ien = (ai + bi)ien
b. .: )\.(ai)ieN = (A-ai)ieN
(ii) Dado X un conjunto,sea V = kX = {f : X — k tal que f es una funcién}.
a. +:(f+9)(x)=f(x)+g(x) VeeX
b. .: (Af)x)=Af(x) VeeX
(iii) Dado X un conjunto, V = P(X), k = Zs.
a. +: B+ C = BAC
b. .:0B=,1.B=1B

3. Sea vy = (70, o) € R? fijo. Se define la funcién f,, : R? — R? como sigue:
fvo(xa y) = (ZL', y) + vp.

Interpretar geométricamente f,, y probar que R? es un R-espacio vectorial con la suma en R?
y el producto por escalares definidos como sigue:

Q) +:(z,y)+ @, y)=@+2 —zo,y+y —w) Vz,yeR

(i) .:r(z,y):=r(zx—20,y—1y)+ (xo,y0) VYa,y,reR



4. Sea X un conjunto no vacfo, V un espacio vectorial sobre k y sea VX = {f : X — V}, el
conjunto de todas las funciones de X en V.

(i) Mostrar que es posible definir sobre V¥ operaciones de suma y de producto por ele-
mentos de k de forma natural, de manera de que V* resulte, con respecto a esas opera-

ciones, un espacio vectorial sobre k.
(ii) Si' Y C X es un subconjunto no vacio, ;puede verse a V¥ como supespacio de VX?

(iii) Si W C V es un subespacio vectorial, ;puede verse a W* como subespacio de V*?

5. Suponga que [ C k es un subcuerpo de k. Muestre que k es, de manera natural, un /-espacio
vectorial.
6. Sea X C Run abierto no vacio. Muestre que los siguientes conjuntos son espacios vectoriales
sobre R.
(i) C*(X)={f:X — R: fesinfinitamente diferenciable};
(ii) R¥;
(iii) C°(X) ={f: X — R: f es continua};
(iv) L={f € C(X): Vo € X, f/(2) = f(a)};
(v) CHX)={f:X — R: f esderivable};
(vi) V(zo) = {f € CY(X) :Vx € X, f(z0) + 3f'(x0) = 0} para 2y € X.
Determine todas las inclusiones entre estos espacios.

7. Caracterizar geométricamente todos los subespacios de R

8. Decidir cuédles de los siguientes subconjuntos son subespacios de V' como k-espacio vecto-

rial:

() S1 ={veR3/v=a(1,0,0) +b(1,1,1); a,b € R}, V=R3 k=R
(i) Sp ={ai/a e R}, V=C, k=R, 6k=C
(ifi) Ss = {f € K[X]/f =06gcf >2},V = k[X]
(iv) Sy ={f €k[X]/f =006grf <5}, V = k[X]
(V) S5 = {M c k>4 /Mt = M}, V = kP4
(vi) S¢ = {M € k*3 /tr(M) = 0}, V = k33
(vii) Sy =C®*[R),V =R® k=R
(viii) Ss = {f € C®(R) / f"(1) = f(2)}, V =R* k=R
(ix) Dados ay b € R fijos, Sg = {f € C®(R) / f" +af' +bf =0}, V =RE k=R
(X) Sio={f €C(R)/ [} f(z)dz =0}, V =R® k=R
(xi) S11 = {(a:)ieny € KY/Is €N, talque a, = 0Vr > s}, V =k
9. Sea A € M), (k) una matriz de n x m con coeficientesen k, y sea S = {z € k™ : Az =0} el
conjunto de soluciones del sistema lineal homogéneo asociado a A.

Muestre que S es un subespacio vectorial de k™.
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10. Sean Sy T" subespacios de un k-espacio vectorial V:

(i) Probar que S N T es un subespacio de V.
(ii) Encontrar Sy T subespacios de V = R? tales que S U T no sea subespacio.

(iii) Probar que S UT es un subespaciode V <= SCT 6T CS.
11. (i) Encontrar un subconjunto no vacio de R? que sea cerrado para la suma y para la resta
pero no para el producto por escalares.

(ii) Encontrar un subconjunto no vacio de R? que sea cerrado para el producto por escalares
pero no para la suma.

12. Mostrar que los siguientes conjuntos no son sub-R-espacios vectoriales de R?.
() {(2,5,2) R s+ y+2 =1},
(i) {(z,y,2) € R : 22+ 9%+ 22 =1}
(iii) {(x,y,2) € R®: 2% +4? — 22 < 0}.
13. Encuentre todos los subespacios vectoriales de los Z,-espacios vectoriales Z2 y Z3 para p €
{2,3}.
14. Dado el subespacio

S = <(17 _17271)7 (3> 1707_1)7 (17 17 _L _1)> g R4'

(i) ¢(2,1,3,5) estaen S?
(ii) ;Es S C {r € R*: w1 — 29 — 23 = 0}?
(iii) ;Es{r € R*: 21 — 29 — 23 =0} C S?
15. Determine dos sistemas de generadores para cada uno de los siquientes espacios vectoriales:

(i) k™ sobre k;
(i) k[X],={f €k[X]: f=0Vdegf < n}sobrek;
(iii) k[X] sobre k;
(iv) C*, conk =R;
) {(z,y,2) ER®:2+y—2=0,2 —y =0}, conk = R;
(vi) {(x,y,2) €k3:2+y—2=0,2 —y =0}, con k arbitrario;
(vii) {f € k[X]s: f(1) =0, f(2) = f(3)}, conk =Q;
(viii) {f € C>®°(R) : f" =0}, con k =R.
16. Sea V un k-espacio vectorial y sean v; , v2, vz € V.

Probar que si v; + 3vy — v3 = 0 = 2v; — vy — v3 entonces (v; , vz, v3) = (v3).
17. Sea X un conjunto no vacio y sea k un cuerpo.

(i) Si X es finito, determine un sistema de generadores para k.



(ii) Sea
kX = {f € k¥ : existe Y C X finito tal que f| X\y es constante},
el conjunto de las funciones sobre X que son constantes fuera de un conjunto finito.

Encuentre un sistema de generadores para k.
¢Puede encontrar un sistema de generadores para k'\?

(iif) Si X es finito, y V' es un k-espacio vectorial, determine un sistema de generadores para
VX

18. Decidir cuéles de las siguientes afirmaciones son verdaderas y cudles falsas:

(i) Sea V un k-espacio vectorial y sean v, w € V. Entonces (v, w) = (v, w + 5v).

(ii) Sean vy, v2, v3, v4, w € R tales que (v1, va, w) = (vs, v4, w). Entonces (v, vo) =
<U3 ’ U4>‘

(iii) Sea V un k-espacio vectorial y sean vy, v2, vz, w € V. Entonces:
(v, v2, v3, w) = (v1, V2, v3) <= w E (v1, va, V3).

19. Probar que {f € C*°(R) / f" + f = 0} = (senx, cosx).

(Sugerencia: probar que si f” + f = 0, entonces W es una funcién constante en el

intervalo (-3, §).)

20. Determinar todos los k£ € R, para los cuales
((—2,1,6),(3,0,—8)) = {(1,k,2k), (—1,—1,k* — 2), (1,1, k)).

21. (i) Sea k(X) el conjunto de todas las funciones racionales en la variable X, es decir, de
todas las expresiones de la forma p/q con p, ¢ € k[X] dos polinomios, y ¢ # 0. Muestre
que k(X) resulta ser un cuerpo con respecto a las operaciones ‘apropiadas’.

(ii) Sea L C k(X) el subconjunto de las funciones racionales en X que son pares, es decir,
de los cocientes p/q conp, ¢ € k[X]cong # 0y

p(=X) _pX)
a(=X) q(X)

Muestre que L es un subcuerpo de k(X).

(iii) Encuentre generadores para k(X ) considerado como espacio vectorial sobre L.

22. Decida si los siguientes conjuntos son linealmente independientes o no. En caso de no serlo,
determine qué elementos pueden eliminarse de manera que el conjunto residual sea lineal-
mente independiente y genere el mismo subespacio que el conjunto original. Finalmente,
complete cada conjunto a una base del espacio ambiente.

(i) {(1,2.3),(1,2,4),(1,2,5)} en R®.

(ii) {(1,0 —1),(1,1,2) (0,1,1)} en C3.

(iii) {(1,1,2),(1 (3,3,3), (e,7,v/2)} en R3.

(iv) {(1,1,1),(1 2),(1,8,8%)}enR? con «, 8 € R.

7

3),
7a7a
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23.

24.

25.
26.

27.

) {(1,1,1,1), (1, , a2, 03), (1, 3,32, 8%)} en R* con o, 3 € R.
(vi) {(1 - ) (2 ~1+i)}enC? parak =R,y k =C.
(vil) {@(X X = 2),(X ~ 1)(X ~3), (X — 2)(X - 3)} enR[X]:.
(viii) f(z) = senz g( ) = cosw en RE, para k = R.
(ix) f(z) =e*, g(x) =z, h(z) = e * en R¥ para k = R.

) {3+ v2,1++2),(7,1+2V2)}enR?, parak =Qyk =R.
x1){<1 1) <(1) 2),(8 é),(é 1>}enM4(C),parak—Ryk—(C.

Determinar todos los A € k de manera que los siguientes conjuntos resulten linealmente
independientes:

@ {(1,2,2),(1,1,1),(0,1,1 = \)} en R®.
(i) {AX2+ X, —X2+ )\ A2X} en R[X],.

(i) {(_11 ;)(g 2&),(“ O>}enM4 0).

Sea V' un espacio vectorial sobre k.
(i) El conjunto {vy,...,v;,...,vj,...,v,} C V es linealmente independiente si y sélo si el
conjunto {v1,...,vj,...,;,...,v,} es linealmente independiente.

(i) SiA € k\{0}, {v1,...,vi,..., v} C V eslinealmente sii el conjunto {vy, ..., Av;,...,v,}
es linealmente independiente.

(iii) Si A € k, {v1,...,vi,...,vj,...,v,} C V es linealmente independiente sii el conjunto
{vi,...,vi+ vy, .. 05,00}

Sean vy, ..., v, € R". Pronar que son Li. sobre R sii son linealmente independientes sobre C.
Sea o € kparal <i <mn,ysea

2 n—1 n
vi=(1,05,05,...,a ") € k".

Determinar cudndo {vy,...,v,} es linealmente independiente en £".

Hallar una base y la dimensién de los siguientes k-espacios vectoriales:

i V={(1,4,-2,1),(1,-3,-1,2), (3,-8,-2,7)), k=R

(i) V = {(z1, 72,23, 74) ER* /21 + 23+ 23 + 74 =0}, k =R

(i) V=C, k=Ryk=C

(iv) V={feR[X]/f=06gr(f) <3y f2)=f(-1)} k=R

V) V={feR[X]/f=006gr(f) <3y fesunmdltiplode (z*> —2)},k =R
(i) V ={(an)nen € KV /a; = a; Vi,j}
(vii) V = {A € Mpuxn(R): A= A} sobre R.



28.

29.

30.

31.

32.
33.

34.

(viii) V = {A € M;x,(C) : A = A'} sobre R.
(ix) V={A€ M,yxn(C) : trA =0} sobre R.
(x) V ={(an)nen, € RNo : ¥n € No, ant1 = 2a,} sobre R.
(xi) V = {(an)nen, € RN : ¥n € Ny, any2 = ani1 + ay,} sobre R.
(xii) V ={p € R[X],, : p(0) = p(1) = 0} sobre R.
(xiii) V = {p € R[X], : p(0) = p'(1) = 0} sobre R.
(i) Probar que el conjunto {(1,0,0), (0,4,0), (1,1,7)} es base de C* como C-espacio vec-

torial pero no como R-espacio vectorial. Calcular la dimensién de C* como R-espacio
vectorial.

(ii) Probar que el conjunto {ey,...,e,} es una base de C" como C-espacio vectorial pero no
como R-espacio vectorial.

(iii) Probar que {ey,...,en,ie1,...,ie,} es una base de C" como R-espacio vectorial. ;Cudl
es la dimensién de C" como R-espacio vectorial?

Completar los siguientes conjuntos linealmente independientes a una base del k-espacio
vectorial V indicado:

(1) {(17 17 17 1) ) (07 27 17 1)}/ V= R4/ k=R.
(i) {X?—2X +1, X3+ 3X},V =Ry[X], k=R

(iii) {(1 i)(? i)(g ?)},V:CQXQ,k:Ryk::(C.

Extraer una base de S como k-espacio vectorial de cada uno de los siguientes sistemas de
generadores:

G S=((1,1,2),(1,3,5), (1,1,4), (5,1,1)) C R®,k =R.
(i) S=(X?+2X+1,X2+3X+1,X+2) C RX|,k=R.

(iii)S:<G }) , ((1] i) , (8 é) , (é é)}g(CQX?,k:Ryk:(C.

Sea v; = (a;1,...,ai;n) € R"si 1l < i < n, y supongamos que a;; < 0sii # j, y que
> j=1aij > 0. Mostrar que {v;}1<i<» €s una base de R".
Sea F' = {fi}ien, C R[X] tal que deg f; = i sii € Ny. Mostrar que F es una base de R[.X].

Determinar si las siguientes afirmaciones son validas:

(1) (u,v) = (u,v') = v =12, conu,v,v €V
(i) S+T=S+T'=T=T,conS,T,T" C V subespacios.
(i) S+T=5S+T7 = dimT =dim7’,con S,T,T" C V subespacios.

Sea V C R el Q-subespacio vectorial generado por {1,v/2,v/3,v/6}.
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(i) Mostrar que existe f € Q[X] tal que f(v2+ v/3) = 0y deg f < 4. Determinar un tal f
explicitamente.

(ii) Determinar dim V.

(iii) Determinar el menor grado de un polinomio no nulo con coeficientes racionales que se
anula en v/2 + /5.

35. Sea A € M, (k) una matriz. Muestre que {I, A, A, ..., A""~1} no es un subconjunto lineal-
mente independiente de M, (k).

36. Sea V = {(an)n>0 € RN :¥n >0, apio = api1 +an}-

(i) Determine una base de V' formada por sucesiones (ay,),>0 de la forma a,, = o™ para
algan o > 0.

(ii) Encuentre una férmula cerrada para la sucesion (F),),>0 € V de Fibonacci, caracteri-
zada por Fy =0y F; = 1.

37. Sea V un espacio vectorial, S,T,U C V subespacios, y supongamos que
SNT=5nNU, S+T=S+U, y TcU.

Muestre que T' = U. ;La conclusién puede alcanzarse si se elimina alguna de las tres hipéte-
sis?

38. Sean S, T, U subespacios de un espacio vectorial V.

(i) Muestreque SNT+SNU C SN (T +U).

(ii) De un ejemplo que muestre que en general no vale la igualdad.

39. En cada uno de los siguientes casos caracterizar los subespacios SNT'y S + T de V. Deter-
minar si la suma es directa:

i) V=R3,S={(z,9,2)/3xr -2y +2=0} v T={(z,y,2)/z+2=0}.
(i) V=R, S={(z,9,2)/3r —2y+2=0,2—y=0} y T=<(1,1,0),(57,3) >.
(iii) V =R3, S =((1,1,3),(1,3,5),(6,12,24)) y T = {(1,1,0), (3,2,1)).
(iv) V=R[X],S={feRX]/f(1)=0}yT=<1,X, X%, X3+2X2- X, X°>.
(v) V=R[X],S={f eR[X]/f(0)=0}y T ={f € RIX]/f'(0) = f"(0) = O}.

40. Determinar todos los A € R para los cuales SNT = ((0,1, 1)), siendo
S={zecR¥o1+x3—23=0} v T=<(1,)2),(-1,2,)) >.

41. Sea V = RE,

(i) Sean S ={f e V: f(z) = f(—x),Ve e R} yT ={f € V : —f(z) = f(—x),Vz € R}.
Probar que S'y T son subespaciosde V y que S®T = V.

(i) SeanU = {f € V : f(0) =0}y W = {f € V : fes constante}. Probar que U y W son
subespaciosde VyqueU @ W =V.



42.

43.

44.

45.

Para cada S dado hallar 7" C V tal que S @ T' = V. En este caso, T se dice un suplemento de
S con respectoa V:

(i) S=((1,2,-1,3), (2,3,-2,1), (0,1,0,7) >, V =R~
(ii) S ={AeR¥/ tr(A) =0},V = R4,
(iii) S = (3,1 + X?),V = Ry[X].
Decidir si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. Justificar:

(i) S, T subespacios de R? , dimgS = dimgT = 2 = Jv # 0 tal quev € SN T.

(ii) S, T, W subespacios de R?, dimgS = dimpT = dimgW =2 = dimg(SNT NW) > 1.
Sea V' un k-espacio vectorial de dimensién n y sea 7' un hiperplano de V' (es decir, un sube-
spacio de dimensién n — 1):

(i) Probar queVo ¢ T', T & (v) = V.

(i) Si S esun subespaciode V tal que S ¢ T, probar que S+ 7T = V. Calcular dimy(SNT).
(iii) Si S'y T son dos hiperplanos distintos, deducir cuél es la dimensién de S N T'.

Dado S = {(x1,22,73,74) € R* : 27 — 29 + 224 = 0,29 + 23 — x4 = 0}, hallar dos vectores

v3,v4 € R* tales que para toda eleccion de una base {vq,v2} de S, {v1,v2,v3,v4} sea una base
de R%.



