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Prefacio

Pueden ser R™ y R™ homeomorfos si n # m? O més generalmente, ;puede un abierto de R™
ser homeomorfo a un abierto de R™ cuando n # m? Estas preguntas tan naturales no son, en
principio, faciles de responder. ; Cé6mo encontrar un homeomorfismo, si es que lo hay? A priori,
que no se nos ocurra ninguno, no quiere decir que no lo haya. La respuesta a estas preguntas
es el teorema de invariancia de dimensién que veremos en la ultima parte de este curso:

Teorema de invariancia de dimensién. Si U C R" y V' C R™ son abiertos no vacios y U y
V' son homeomorfos, entonces n = m.

Otros resultados en esta direccién son el teorema de invariancia de dominio y el teorema de la
curva de Jordan:

Teorema de invariancia de dominio. Si U, V' C R"™ son homeomorfos y U es abierto en R"
entonces V' también es abierto en R™.

Notar que el resultado anterior deja de ser verdadero si reemplazamos R™ por un espacio mas
general. Por ejemplo, en el espacio [0, 1] (con la métrica usual), los subespacios [0,1/2) y [1/2,1)
son homeomorfos (via sumar 1/2) y el primero es abierto en [0, 1] pero el segundo no lo es.

Teorema de la curva de Jordan. Una curva simple y cerrada C en R? lo separa en dos
componentes conexas, una exterior y otra interior. Una curva simple no cerrada no lo separa.

Todos estos resultados involucran espacios métricos, mas aun todos refieren especificamente a
subconjuntos de R". Pero para demostrar estos resultados necesitamos desarrollar mucha teoria
que involucre a espacios no necesariamente métricos. Los topologia estudia ciertas propieda-
des geométricas de los objetos que son invariantes por deformaciones continuas (los problemas
nombrados arriba son ejemplos de estas propiedades). Esta rama de la matemdtica surge esen-
cialmente con el problema de los puentes de Konigsberg de Euler, y se comienza a consolidar
con los trabajos de Poincaré de finales del siglo XIX y principios de siglo XX. La topologia no
estudia solamente problemas como los mencionados arriba. Los espacios topoldgicos aparecen
naturalmente en varias ramas de la matematica como la geometria, el andlisis y el algebra, y
también en problemas de otras dreas como la fisica.

La primera parte del curso esta dedicada al estudio de topologia general: continuidad, conexién
y arco-conexion, axiomas de separacion, compacidad, compactificaciones, espacios de funciones.
En la tltima parte del curso presentamos una introduccién a algunos temas basicos de la topo-
logia algebraica. Estudiamos el grupo fundamental de un espacio, la teoria de revestimientos,
el teorema de van Kampen y aplicaciones, y terminamos con una introduccién a la homologia
y sus aplicaciones mas inmediatas, incluyendo los teoremas nombrados al comienzo de esta
introduccién. También veremos aplicaciones a teoremas de puntos fijos y resultados conocidos,
como el teorema fundamental del algebra. Incluimos una breve introduccién, més bien infor-



mal, al estudio de los CW-complejos y complejos simpliciales, que en general no se estudian
en un primer curso de topologia. Lo hacemos porque estos espacios aparecen en forma natural
en matematica, y analizar espacios con estructuras celulares, nos permite calcular facilmente
e intuitivamente sus grupos fundamentales y su homologia. La relacién entre revestimientos
y el grupo fundamental es abordada aqui utilizando la nocién de fibraciéon. Esto nos permite
clarificar que esa correspondencia se basa principalmente en las propiedades globales que tienen
los revestimientos de levantar homotopias y de levantar caminos en forma tinica, a pesar de que
la nocién original de revestimiento es de naturaleza local. La relacién entre lo local y lo global
en este caso se evidencia en el resultado que prueba que todo revestimiento es una fibraciéon con
levantamiento tnico de caminos.

Estas notas estan basadas en el curso de Topologia que dicté en el segundo cuatrimestre de 2020
en forma virtual. Las referencias utilizadas para la primera parte son los libros | , ,

, , ]. Varias demostraciones que aparecen en estas notas son cldsicas y
pueden encontrarse en la bibliografia citada. Sin embargo, el enfoque que se da acéd a algunos
temas difiere del enfoque clasico que se encuentra en la bibliografia citada, por ejemplo la
exposicién sobre compactificaciones y funciones propias, el estudio de la ley exponencial, la
caracterizacion de espacios Ty y el abordaje a las topologias finales e iniciales. Para la 1ltima
parte, las referencias utilizadas son los libros | , , , ].

Quiero agradecer a Kevin Piterman, que le dio una lectura a una version preliminar de estas
notas y me indicé varias correcciones.
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Capitulo 1

Conjuntos ordenados y axioma
de eleccion

1.1. Conjuntos ordenados

Antes de comenzar con el estudio de los espacios topolégicos veamos algunas nociones bésicas
de conjuntos (totalmente) ordenados y algunas construcciones que nos servirdn después para
entender ejemplos y contra-ejemplos que iran apareciendo a lo largo del curso.

Definicién 1.1.1. Sea X un conjunto. Un orden en X (llamado también orden total) es una
relacion < que cumple:

1. Siz,ye X,z #4y=2 <yoy<xz (el orden es total).

2. x £ x.

3.Six<y, y<z=z<z

A (X, <) se lo llama conjunto ordenado.

Observacién 1.1.2. Sea (X, <) un conjunto ordenado. Dados z,y € X, si ¢ < y entonces

y £ T

Dado (X, <) conjunto ordenado, notaremos x < y six <y o z = y. Si x < y, denotamos (z,y)
al intervalo abierto
(,y) ={z € X |z <z <y},

y con [z,y] al intervalo cerrado
[z,y] ={ze X |z <z<y}

Similarmente tenemos [x,y) v (x,y].

Dado a € X se define la seccién de a como el subconjunto S, = {z € X | x < a}. Més en
general, un subconjunto S C X se dice seccién si cada vez que se tiene s € Sy x € X con
x < s, entonces z € S. Un elemento a € X se dice minimo (o primer elemento) sia < z Vz € X.
Notar que, como el orden es total, a es minimo si y sélo si S, = 0.

Dados a < b, si (a,b) = () decimos que a es predecesor inmediato de b (y que b es sucesor
inmediato de a).
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Ejemplos 1.1.3. 1. N,R,Q,Z con los érdenes usuales son conjuntos ordenados.

2. N tiene minimo, R, Q,7Z no. En N se tiene que n es predecesor inmediato de n + 1. En R
vy Q no hay predecesores inmediatos ni sucesores inmediatos.

Observacién 1.1.4. ;jPuede existir un (X, <) tal que todo x € X tenga sucesor inmediato
pero exista un a € X que no sea minimo y no tenga predecesor inmediato?

La respuesta es si, por ejemplo X = Ny UNy (unién de dos copias de los naturales) donde cada
copia N; de N tiene el orden usual, y tal que n < m’ para todo n € Ny, m’ € Ny. Notar que
todo elemento n € N; tiene sucesor inmediato n + 1 € Ny. Andlogamente, todo m’ € Ny tiene
sucesor inmediato. Pero 1’ € Ny no tiene predecesor inmediato ni es minimo.

Ejercicio 1.1.5. Consideremos a R con el siguiente orden <: a < b si a? < b? (donde < es el
orden usual) o si a? =b? y a < 0, b > 0. Probar que (R, <) es conjunto ordenado.

Definicién 1.1.6. Sea (X, <) conjunto ordenado y sea A C X un subconjunto. Se define el
orden < 4 en A como el heredado o inducido por el orden de X. Concretamente: dados a,b € A,
a<absia<ben X.

De ahora en mads, para simplificar notacién, notaremos simplemente con X a un conjunto
ordenado (el orden < quedara implicito).

Definiciéon 1.1.7. Dados X e Y conjuntos ordenados, se define el orden lexicogréafico en el
producto cartesiano X x Y como (z,y) < (2/,y)siz <z’ oz =12, y <y’

Un morfismo de orden f : X — Y entre conjuntos ordenados es una funciéon entre los con-
juntos subyacentes que cumple que para todo x,2’ € X, si x < a’ entonces f(z) < f(z’). Un
isomorfismo de orden es un morfismo de orden f : X — Y que es ademéas una biyeccion.

Proposicién 1.1.8. Si f : X — Y es isomorfismo de orden, entonces f~! es morfismo de
orden.

Demostracion. Sean a,b € Y tales que a < b. Supongamos que f~'(a) £ f~1(b), entonces como
el orden es total se tiene f~1(a) > f~1(b) y, como f preserva el orden, a = f(f~(a)) > b =
f(f~1(b)). Absurdo. O

Definicién 1.1.9. Decimos que X e Y tienen el mismo tipo de orden si existe un isomorfismo
de orden f: X — Y. Esto define una relacién de equivalencia en la clase de conjuntos ordenados
y llamamos tipo de orden de (X, <) a su clase de equivalencia.

Definicién 1.1.10. El tipo de orden de N se denota w.

La suma de dos tipos de orden se define de la siguiente manera. Si «, 8 son tipos de orden, se
define a+ 8 como el tipo de orden (es decir, la clase) del siguiente conjunto ordenado: tomamos
A un conjunto ordenado con tipo de orden «, B un conjunto ordenado con tipo de orden (3
y consideramos la unién disjunta A]] B con el orden inducido por los de A y B (es decir, si
a,a’ € Aya<ad en A, a<a en A]] B, igualmente para elementos en B) y ademds a < b para
todo a € A, b € B. Se define o + 8 como el tipo de orden de AJ] B con este orden. Dejamos
como ejercicio probar que la suma estd bien definida (no depende de los representantes A y B
elegidos).

Por ejemplo, el tipo de orden del conjunto de la Observacién 1.1.4 es w + w.
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Definicién 1.1.11. Dado n € N, denotamos también con n al tipo de orden del conjunto
ordenado I, = {1,2,...,n} con el orden usual.

Observacion 1.1.12. 1+ w = w, de hecho n + w = w para todo n € N. Notar que w + 1 # w.
Esto muestra que la suma de tipos de orden no es conmutativa.

Recordemos que S C X se dice seccién si cada vez que se tiene s € Sy x € X con z < s,
entonces x € S. S se dice seccién propia si S # X.

Ejercicio 1.1.13. Sea X conjunto ordenado. El tipo de orden de X es w si y sélo si X es
infinito y toda seccién propia de X es finita.

1.2. Conjuntos bien ordenados y ordinales

Definicién 1.2.1. Un conjunto ordenado X se dice bien ordenado si todo subconjunto A C X
no vacio tiene minimo.

Ejemplos 1.2.2. N es bien ordenado, R, Z, Q no.

Proposicion 1.2.3. Si X es un conjunto bien ordenado y f : X — X es morfismo de orden,
entonces no existe a € X tal que f(a) < a.

Demostracidn. Supongamos que existe un tal a. Sea S = {z € X | f(x) < x}. Notar que S es
no vacio porque a € S. Como X es bien ordenado el conjunto S tiene un minimo ag y como
ag € S entonces f(ag) < ag. Pero f es morfismo de orden, entonces f(f(ao)) < f(ag) y por lo
tanto f(ag) € Sy esto contradice la minimalidad de ag. O

Corolario 1.2.4. (Ejercicio para el lector)

1. Si X es bien ordenado y f : X — X es isomorfismo de orden, entonces f = 1x (1x denota
la funcién identidad).

2. Si X e Y son bien ordenados y tienen el mismo tipo de orden entonces existe un tnico
isomorfismo de orden de X a Y.

Ejercicio 1.2.5. Si A y B son conjuntos bien ordenados, entonces se satisface una y solo una
de las siguientes 3 afirmaciones:

(i) Ay B tienen el mismo tipo de orden o
(ii) A tiene el tipo de orden de una seccién propia de B o
(iii) B tiene el tipo de orden de una seccién propia de A.

Definicién 1.2.6. Los tipos de orden de los conjuntos bien ordenados se llaman ordinales.

Ejemplos de ordinales son n (para todo n € N), w, w +n, w + w.

Definicién 1.2.7. Dados a y S ordinales, decimos que a < (8 si « es el tipo de orden de una
seccién propia de un conjunto B que representa el tipo de orden .

Notar que por el Ejercicio 1.2.5 esto define un orden total en todo conjunto de ordinales.
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Observacion 1.2.8. Notar que w es el primer ordinal no finito.

Veamos ahora el principio de induccién transfinita.

Proposicion 1.2.9. Sea X conjunto bien ordenado y sea ag el minimo de X. Si A C X cumple:
(1) ap € A.
(ii) Va € X tal que S, C A se tiene que a € A.

Entonces A = X.

Demostracion. Supongamos que A # X. Consideramos entonces el complemento X \ A que es
no vacfo y por lo tanto tiene minimo b € X \ A. Ahora bien, para todo x € S se tiene que
x ¢ X\ Ayaqueb es el minimo y por lo tanto z € A. Esto implica que S, C A y entonces, por
hipétesis, b € A. Absurdo. O

Como corolario obtenemos que en conjuntos bien ordenados podemos hacer induccién transfi-
nita.

Ejercicio 1.2.10. Si X es bien ordenado y A C X entonces A con el orden heredado es bien
ordenado.

1.3. Axioma de eleccion, teorema del buen orden y el con-
junto S

Si A es un conjunto infinito, podemos ver que existe una funcién f : N — A inyectiva. ;Cémo
vemos esto? Construimos la funcién f inductivamente: como A es no vacio elegimos un a; € A
y definimos f(1) = a;. Inductivamente, si ya tenemos definidos f(1),..., f(n), consideramos el
conjunto A\ {f(1),...,f(n)} que es no vacio ya que A es infinito y elegimos un a, ;1 en ese
conjunto y definimos f(n + 1) = ap41. Por construccién f resulta inyectiva.

Pero analicemos bien la demostracién del parrafo anterior. ;Cémo definimos f(n + 1)? Lo
hicimos eligiendo algin elemento de A\ {f(1),..., f(n)}. No es una férmula matemética muy
formal. En realidad estamos usando el axioma de eleccién.

Axioma de eleccién. Sea A un conjunto no vacio y sea P(A) el conjunto de partes de A.
Entonces existe una funcién

c: P(A)\ {0} — A
tal que ¢(B) € B para todo B € P(A)\ {0}. A la funcién c¢ se la llama funcién selectora.

Usando el axioma de eleccién, podemos re-escribir la demostracion del primer parrafo de esta
seccién de la siguiente manera: Como A es no vacio existe una funcién selectora ¢ : P(A)\{0} —
A. Definimos inductivamente f : N — A como f(1) = ¢(A) y f(n+1) = c(A\{f(1),..., f(n)}).

A lo largo de estas notas utilizaremos el axioma de eleccién repetidas veces implicitamente (sin
la formalidad de la funcién selectora).

El axioma de eleccion es equivalente al siguiente resultado:

Teorema del buen orden (o Teorema de Zermelo). Todo conjunto A no vacio puede bien
ordenarse (es decir, existe un orden < tal que (A, <) es bien ordenado).
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Puede probarse que el axioma de eleccién es equivalente al teorema del buen orden y ambos
son equivalentes al lema de Zorn.

Para finalizar este capitulo veremos un resultado que nos servird mas adelante para construir
varios ejemplos y contraejemplos.

Teorema 1.3.1. Existe un conjunto no numerable y bien ordenado Sq tal que para todo x € Sq,
la seccion S, es numerable.

Demostracion. Sea X un conjunto no numerable y bien ordenado (existe por el teorema del buen
orden). Si X cumple la condicién del teorema (para todo z € X, la seccién S, es numerable),
entonces tomamos Sg = X. Si X no cumple la condicién, entonces el conjunto

A ={z € X | S, es no numerable}

es no vacio, y como X es bien ordenado, A tiene un minimo que llamamos 2. Consideramos
entonces Sq = {z € X | < 2} con el orden heredado y por construccién Sq es no numerable,
bien ordenado y toda seccién es numerable. O

Proposicién 1.3.2. Si A C S, es numerable, entonces A tiene cota superior (es decir, existe
b € Sq tal que a < b para todo a € A).

Demostracion. Sea B = |J S,. Por las propiedades de Sq, S, es numerable para todo a € A
acA
y como A es numerable, entonces B es numerable. Por lo tanto B # S y entonces existe

b € Sq \ B. Veamos que b es cota superior de A. Supongamos que existe a € A tal que a £ b.
Entonces b < a y por lo tanto b € S,. Entonces b € B. Absurdo. O



Conjuntos ordenados y axioma de eleccién




Capitulo 2

Espacios topologicos

2.1. Topologias

Dado un conjunto X notaremos P(X) al conjunto de partes de X. Si A C X notaremos A€ al
complemento de A en X.

Definiciéon 2.1.1. Sea X un conjunto. Una topologia 7 en X es una es una familia de sub-
conjuntos de X (es decir, T C P(X)) que cumple:

1.0, XeT.

2. Si J es un conjunto arbitrario de indices y U; € T Vi € J, entonces |J U; € T.
icJ

3. Si J es un conjunto finito y U; € T Vi € J, entonces (| U; € T.

icJ

A los elementos de T se los llama abiertos. Un espacio topoldgico es un par (X, 7) donde X es
un conjunto y 7 una topologia en X.

En general vamos a denotar a los espacios topolégicos con X (el conjunto subyacente) y la
topologia T quedard implicita (al menos que sea necesario explicitarla).

Ejemplos 2.1.2. 1. Sea X un conjunto arbitrario, 7 = {0, X} es una topologia en X lla-
mada la topologia indiscreta. Con esta topologia, los elementos de X estdn todos “pegados
entre si”.

2. Dado un conjunto X, 7 = P(X) es una topologia, llamada la topologia discreta. Notar
que T es discreta si y solo si los puntos de X son abiertos en X.

3. El “singleton” es el espacio topolégico de un solo punto (con la tnica topologia posible),
lo notamos X = .

4. X = () es espacio topoldgico (con la unica topologia posible).

5. El espacio de Sierpinski, que aparecera varias veces en este curso, es el espacio topoldgico
S cuyo conjunto subyacente es X = {0,1} y la topologfa es T = {0}, X, {0}}. Esto quiere
decir que al elemento 0 lo podemos “separar”del 1 pero al 1 no lo podemos separar del 0.
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7. Sea (X, d) un espacio métrico. Le asignamos la topologia métrica
T={UCX|VzxeU3B.(x) CU}
donde B.(x) es la bola abierta de radio € centrada en el punto x.

8. Dado un conjunto X definimos la topologia cofinita como
T={UCX|U=0o0U° es finito}.

Veamos que T es efectivamente una topologia en X: notar que () € 7 por definicién y
que X € T ya que X¢ = {) es finito. Si J es un conjunto arbitrario y U; € T para todo

i € J entonces U es finito o U; es vacio para cada i y por lo tanto (| J,c; Ui) es vacio o

(Uies Ui)¢ = Ncy U resulta finito. Finalmente si Uy, Uz € T entonces Uy N Us es vacio
o (U1 NUz)¢ = U U TS es finito.

Dado un conjunto X, denotamos con 7 (X) al conjunto de todas las topologias en X.

Definicién 2.1.3. Sea X un conjunto y sean 7,7’ € T(X). Decimos que T’ es mds fina que
T si T €T, es decir todo abierto de T es abierto de 7”. Denotamos T < T".

Notar que (7 (X), <) es un poset (es decir, < es reflexiva, antisimétrica y transitiva).
Definicién 2.1.4. Dado un espacio topolégico X, A C X se dice cerrado si A€ es abierto.

Observacién 2.1.5.

1. 0, X son cerrados.
2. Interseccién arbitraria de cerrados es cerrado.

3. Unién de finitos cerrados es cerrado.

Notar que la topologia de X queda univocamente determinada por la familia F de los cerrados
de X. Es decir, dar una topologia en X es equivalente a dar una familia F que cumplan las
condiciones (1),(2) y (3) de la observacién anterior.

Definicién 2.1.6. Sea X un espacio topoldgico. Dado A C X se define el interior de A como

A= U U.
UCA

U abierto
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Ejercicio 2.1.7. Probar que A° es abierto, A° C A, y que A° = A si y solo si A es abierto.

Definicién 2.1.8. Sea X un espacio topolégico. Dado A C X se define la clausura de A como

A- N F.
ACF

F cerrado

Ejercicio 2.1.9. Probar que A es cerrado, A C A, y que A = A si y solo si A es cerrado.
Observacién 2.1.10. Si AC F C X y F es cerrado en X, entonces A C F.

Definiciéon 2.1.11. Sea X un espacio topoldgico y sea z € X. Un entorno de x en X es un
subconjunto V' C X tal que existe un abierto U con x € U C V.

Un entorno de = en R?

Notar que los entornos no son necesariamente abiertos y que si V' es un entorno de z, entonces
x € V°. Un entorno abierto de = es un abierto que contiene a =x.

Proposicion 2.1.12. Sea X espacio topolégico, A C X y x € X. Son equivalentes:
(i) =z € A.
(ii) Todo entorno de = en X interseca a A.

(iii) Todo entorno abierto de z en X interseca a A.

Demostracion. Para ver (i) = (iii), supongamos que existe un entorno abierto V' de z tal que
VNA=(. Entonces A C V¢ que es cerrado y por lo tanto A C V. Pero como x € A, se tiene
que z € V€. Absurdo.

Veamos ahora que (iii) = (7). Supongamos que = ¢ A, entonces x € (A)° que es un abierto, y
por hipétesis, (4)°N A # (). Absurdo ya que A C A.

La implicacién (i) = (ii¢) es obvia.

Para probar (iii) = (ii) tomamos V entorno de x, entonces x € V° que es abierto y por lo
tanto V° N A es no vacio. En particular V interseca a A. O

2.2. Bases y sub-bases

Definicién 2.2.1. Sea X un conjunto. Una base para una topologia en X es una familia
8 € P(X) que cumple:

1. B cubre a X, es decir X = |J B.
Bep

2. VB1,B; € ByVx € BiN By, 3 B3 € B tal que z € B3 C By N Bo.



10 Espacios topolégicos

Definicién 2.2.2. Sea X un conjunto y sea [ una base para una topologia en X. La topologia
generada por [ es

Te={UCX |VxeU 3B, €fconzxe B, CU}

Veamos que T3 es efectivamente una topologia en X. Es claro que § € Tz y que X € T3 ya
que S cubre a X. Sea {U;}ieg tal que U; € Tg Vi € J. Veamos que |J U; € Tg. Siz e J U;
icJ ieJ
entonces € U; para algin j, entonces existe B, € § tal que x € B, C U; C |J U;. Por
ieJ

ultimo, si U,V € Tg veamos que U NV € T3. Dado z € U NV, existe By €  tal que
x € By CU y existe By € § tal que x € By C V. Por definicién de base, existe Bs € 3 tal que
r€B3 CBiNB, CUNV yporlotanto UNV € Tp.

Notar que si 8 es base entonces 8 C T (es decir los elementos de la base son abiertos de la

topologia generada). Los elementos de § se llaman abiertos bésicos.

Ejemplo 2.2.3. Si X es un espacio métrico, 8 = {B:(z)}e>0 es base y la topologia generada
rxeEX

es la inducida por la métrica. Observar que ' = {Bj /() }nen también es base para la misma
rzeX

topologia.

Proposicién 2.2.4. Sea X un conjunto y 3 base para una topologia en X . Entonces la topologia
generada 7 consiste en todas las uniones posibles de elementos de /.

Demostracion. Denotemos con T’ a todas las uniones posibles de elementos de 8 y veamos que
Ts = T'.Si U € T3 entonces para todo x € U existe un B, € 8 tal que 2 € B, C U. Por lo

tanto U = |J B, y esto implica que U € T’. Reciprocamente, si U € T’ entonces es unién de
zeU
ciertos B; € fy como S C Tz y T es una topologia entonces U € Tg. O

Notar que T3 es la topologfa menos fina que contiene a 3. Es decir, si 7’ es una topologia en
Xy BC T, entonces Tg < T.

Observacién 2.2.5. Sea X un conjunto. Entonces 51 = {X} es base para la topologia indis-
cretay B = {{z}}zex es base para la topologia discreta.

Proposicién 2.2.6. Sea X un conjunto y sean 3, 8’ bases para topologias en X. Sean T y T’
las topologfas generadas por 8y 5. Son equivalentes:

L T<T.

2.VBeByVre B,3B €p tal que x € B’ C B.
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Demostracion. Veamos primero que (1) = (2). Sea B € Sy € B. Como B €T C T’, por
definicién de T’ se tiene que existe B’ € T’ tal que x € B’ C B.

Veamos ahora (2) = (1). Sea U € T, debo ver que U € T". Por definicién de T, para todo z € U
existe B, € f tal que x € B, C U. Por hipdtesis, existe B, € 8’ tal que € B!, C B, C U. Por
lo tanto, por definicién de 77, U € T". O

Ejercicio 2.2.7. Notar primero que la topologia usual de R (es decir, la métrica) admite como
base al conjunto de todos los intervalos abiertos, es decir 8 = {(a,b) | a < b}. Tomemos ahora
al conjunto B; = {[a,b) | @ < b}. Probar que j; es base para una topologia en Ry Tz < Tp, (la
usual es estrictamente menos fina que esta).

Ejemplo 2.2.8. En R" las bases dadas por las bolas abiertas 8 = {B.(x)} y los cubos abiertos
B = {C.(z)} definen la misma topologia (la usual).

B,

Sea X un conjunto y sean 7,7’ € T(X). Notar que la interseccién 7 N7’ C P(X) es también
una topologfa en X. Mds atin 7 N T’ es el infimo de {7,7’} en el poset T(X). Es decir,
TNT <T,T'ysiT" <T,T entonces 7" <TNT".

(Existe el supremo de {7,7"} en el poset T(X)? Y en tal caso, jcémo definirlo? Notar que
en general la unién 7 U 77 no es topologfa. Si 7 U T fuese por lo menos una base para una
topologia, podriamos tomar la topologia generada, pero en general 7 U 7' ni siquiera es base
para una topologfa (puede fallar la condicién de la interseccién). Queremos entonces definir la
topologia generada por una familia 8 C P(X) que no sea necesariamente una base para una
topologia.

Definicién 2.2.9. Sea X un conjunto. Una sub-base para una topologia en X es una familia
B C P(X) que cubre a X, es decir X = |J B.

Bep
Definicién 2.2.10. Dada una sub-base 3, se define la topologia generada 73 como el conjunto
de todas las uniones arbitrarias de las intersecciones finitas de elementos de 5. Es decir, a partir
de 8 nos creamos una base E tomando todas las intersecciones finitas de elementos de 8 y T3
es la generada por esa base B

Notar que si 8 es base, la topologia generada por (§ vista como base o como sub-base es la
misma.
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De esta forma podemos definir el supremo de dos topologias 7,7’ € T(X) como la topologia
generada por la sub-base T U T".

2.3. Topologia del orden

Sea (X, <) un conjunto ordenado de cardinal mayor o igual a 2. Si X no tiene méximo ni
minimo, se define la topologia del orden en X como la topologia generada por la base

B={(a,b)|]a<b € X}.

Si X tiene minimo ag, le agregamos a  los subconjuntos de la forma [ag, ) para todo b € X.
Si X tiene méximo by le agregamos los subconjuntos de la forma (a,by] para todo a € X.

Ejercicio 2.3.1. Verificar que 8 es una base para una topologia

Ejemplos 2.3.2. 1. Latopologia del orden en R (con el orden usual) coincide con la métrica.

2. La topologia del orden en N,Z y en cualquier conjunto ordenado finito es la topologia
discreta (porque todos los elementos resultan abiertos).

3. Consideremos a R? = R x R con el orden lexicografico (inducido por el orden usual en
cada copia de R). Notar que la topologia del orden en este caso resulta estrictamente més
fina que la topologia usual de R2.

~

Abierto en topologia con orden lexicografico
que no es abierto en la topologia usual

2.4. Puntos de acumulacion y redes

Definicién 2.4.1. Sea X espacio topoldgico, A C X y x € X. Decimos que x es un punto
de acumulacién de A si todo entorno V de = en X interseca a A \ {z}. Equivalentemente: si

z € A\ {z}.

Notaremos con A’ a los puntos de acumulacién de A. Notar que x puede pertenecer o no a A
yque A=AUA"

Ejemplo 2.4.2. Consideremos el siguiente espacio X .
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Sea A =1{0,1}. Notar que 0 ¢ A’, 1€ A, 2¢€ A’.

Dada una sucesion (x,)nen en X, decimos que la sucesién converge a un punto z € X si para
todo entorno V' de = en X existe ng € N tal que z,, € V para todo n > ng. Notaremos x,, — .

Observacion 2.4.3. 1. Si (2,)nen s una sucesién en A C X y x,, — 2 entonces x € A.

2. Si X tiene topologia métrica, dado A C X y z € X, se tiene que x € A si y solo si existe
una sucesién en A que converge a z. Notar que la sucesién se puede construir tomando
Tn € AN By (z).

Ejemplo 2.4.4. Sea X = SqU{Q}, es decir le agregamos al conjunto ordenado Sq construido
en el Capitulo 1 un elemento maximo ). Le damos a X la topologia del orden. Notar que los
abiertos bdsicos alrededor de €2 son los conjuntos de la forma (a, 2] para todo a € Sq. Sea
A= 8q C X. Veamos que € A: para esto basta ver que todo abierto basico («, (2] alrededor
de © interseca a A. Esto equivale a pedir que para todo a € S exista v € Sq tal que a < 7.
Ahora bien, como S, U{a} es numerable y Sq no lo es, entonces existe v en el complemento de
S, U{a} y por ser un orden total resulta a < . Asf probamos que € A. Ahora bien, dada
una sucesién (z,) en A, como la sucesién es numerable, por la Proposicién 1.3.2, la sucesién
estd acotada superiormente en Sq por un cierto elemento S y por lo tanto toda la sucesion cae
fuera del entorno (3, Q] de Q.

El ejemplo anterior nos dice dos cosas: por un lado que X = Sq U {2} no es metrizable (ya
que  estd en la clausura de A y no hay sucesién en A que tienda a ). Por otro lado nos dice
que las sucesiones en general no sirven para describir a las clausuras. Para eso se tiene una
generalizacién de las sucesiones que son las redes.

Definicién 2.4.5. Un conjunto dirigido (A, <) es un poset que tiene la siguiente propiedad
adicional: V o, f € A 3 v € A tal que o, 8 < 7.

Observacién 2.4.6. Notar que los conjuntos (totalmente) ordenados son dirigidos, en parti-
cular N con el orden usual es dirigido.

Definicién 2.4.7. Sea X un espacio topoldgico. Una red en X es una funcién ¢ : A — X donde
A es conjunto dirigido. Denotamos ¢(«) = x, para todo o € A, y con (24)aca denotamos a la
red.

Notar que las sucesiones son casos particulares de redes.

Definicién 2.4.8. Sea (z4)aea una red en un espacio X. Decimos que (z4)aen tiende a xz € X
si para todo entorno V' de x existe v € A tal que zg € V'V 8 > 7. Lo notamos z, — .

Notar que los limite de redes (asi como los de sucesiones) no son necesariamente tnicos. Por
ejemplo, si X tiene la topologia indiscreta, toda red en X converge a todo punto de X.

Teorema 2.4.9. Sea X espacio topoldgico, AC X yx € X. Entonces x € A si y solo si existe
una red (To)aca €n A que converge a x.

Demostracion. Dado z € A nos construimos una red en A que converge a x de la siguiente
manera. Tomamos como A al conjunto de todos los entornos de x en X. Le damos a A el
siguiente orden parcial: dados V;,Vo € A, Vi < V5 si V5 C V4. Veamos que A con este orden
parcial resulta dirigido. Dados V1, V5 € A debemos encontrar un V3 € A tal que Vi, Vo < V.
Basta tomar V3 = V3 N V5 que es entorno de z porque Vi y V5 lo son y V3 C Vi, V5. Ahora
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construyamos la red. Como z € A, dado V € A se tiene que ANV # 0 (ya que V es entorno de
x). Elijo zy € AN V. Asi hemos construido (zy)yep. Veamos que zy — z. Dado un entorno
U de x en X, vemos a U como elemento de A y si V> U en A entonces V C U y por lo tanto
zy EANV CANU CU. Asi hemos visto que para todo V' > U, zy € U. Esto prueba que la
red tiende a z.

La otra implicacién es sencilla. O

Veamos ahora la definicién de sub-red.

Definicién 2.4.10. 1. Sea A un poset. Un sub-poset A C A se dice cofinal si para todo
a € A existe f € A tal que a < 5.

2. Sean I' y A conjuntos dirigidos. Una funcién f : I' — A es cofinal si es morfismo de posets
(respeta <) y la imagen f(T') es cofinal en A.

3. Sea ¢ : A — X unared en X ysea f:I' — A cofinal. La composicién po f : T' = X
se llama sub-red. Si (zx)xea denota a la red, denotamos con (zx,),er a la sub-red de

(xA))\eA-

Notar que las sub-redes son redes en si{ mismas y que si (z))xea es una red en X que converge
a z, toda sub-red converge a x.

Observacion 2.4.11. Las sucesiones son redes, las subsucesiones son subredes de la sucesion
pero una sucesién (vista como red) puede admitir sub-redes que no son subsucesiones. Veremos
mas adelante que en un espacio compacto toda red tiene alguna sub-red convergente. Hay
ejemplos de compactos que tienen sucesiones que no tienen subsucesiones convergentes (pero
obviamente si tienen sub-redes convergentes).

2.5. Funciones continuas

Sean X e Y espacios topoldgicos. Una funciéon f : X — Y es continua si para todo U C Y
abierto se tiene que f~1(U) C X es abierto.

Notar que, como f~1(JU,) = Uf UL y fFHUNV) = f~YU) N f71(V), entonces para
chequear continuidad basta ver que f~Y(U) es abierto en X para todo U C Y abierto de una

sub-base de la topologia.

Proposicién 2.5.1. (Ejercicio para el lector) Sea f: X — Y. Son equivalentes:

(i) f continua.

)

(i) VAC X, f(A)C f(A).

(iii) f~1(F) C X es cerrado para todo F' C Y cerrado.
) Vv

(iv) V (z4) red en X tal que 2, — x, se tiene que f(zs) — f(x) en Y.

Es facil comprobar que composicién de funciones continuas es continua.

Definicién 2.5.2. Una funcién f : X — Y se dice abierta (resp. cerrada) si f(A) es abierto
(resp. cerrado) en Y para todo A abierto (resp. cerrado) de X. Un homeomorfismo f: X — Y
es una funcién continua y biyectiva tal que la inversa f~! es continua.
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Notar que f es homeomorfismo si y solo si es continua, biyectiva y abierta si y solo si es continua,
biyectiva y cerrada.

Sea X un conjunto y sean 7,7’ topologias en X. Consideremos la funcién identidad: 1x :
(X,7T) = (X,7"), 1x(z) =z V x € X. Notar que 1x es continua si y solo si 7/ < T, 1x es
abierta si y solo si 7 < 7T’ y finalmente 1x es homeomorfismo si y solo si 7 = T".
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Capitulo 3

Topologias iniciales y finales

3.1. Topologia del subespacio

Dado un espacio topolégico X y un subconjunto A C X. ;Qué topologias podemos darle a A
para que la inclusién i : A — X sea continua? Observar que si U C X, i~ 1(U) = U N A. Para
que 7 sea continua, U N A C A debe ser abierto en A para todo U abierto de X.

Se define la topologia de subespacio en A C X como
Ta={UNA|U C X abierto}.

Equivalentemente: Ty ={V C A |3 U C X abierto con V =U N A}.

Dejamos como ejercicio sencillo probar que T4 es efectivamente una topologia en A. Notar que
con esta topologia la inclusién ¢ : A — X resulta continua. Pero no es la tnica topologia que
hace a la inclusién continua. Por ejemplo, si le damos a A la topologia discreta (todo V' C A es
abierto) entonces la i : A — X también resulta continua.

Lo que sucede es que T4 tiene exactamente los abiertos necesarios para que la inclusién sea
continua. Es decir:

Definiciéon 3.1.1. La topologia T4 es la topologia menos fina en A que hace la inclusién
i: A — X continua.

Veamos que la topologia de subespacio T4 se puede definir, alternativamente, mediante una
propiedad universal. Para eso veamos primero el siguiente resultado.

Proposicion 3.1.2. La topologia 74 cumple la siguiente propiedad:

(*) V Z espacio topoldgicoy V f: Z — A funcién,

f es continua si y solosi io f : Z — X es continua.

Demostracion. Si f : Z — A es continua, como ¢ es continua se tiene que io f : Z — X
lo es. Reciprocamente, dada una funcién f : Z — A tal que io f : Z — X es continua,
debemos ver que f lo es. Sea V C A abierto. Por definicién de T4 existe U abierto de X tal que
V=UNA=i"Y(U). Entonces f~1(V) = f~1(i=1(U)) = (io f)"1(U) que es abierto porque
io f:Z — X es continua. Por lo tanto f es continua. O

Ahora podemos caracterizar la topologia 74 en forma universal.
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Proposicién 3.1.3. T4 es la tinica topologia en A que cumple la propiedad (x) de la proposicién
anterior.

Demostracion. Ya vimos que T4 cumple la propiedad (x). Veamos que es la dnica topologia
que la cumple. Sea T una topologia en A que cumple la propiedad (x). Veamos primero que T
hace la inclusién continua. Consideremos el diagrama:

(A, T) 2 (A, T) > X

iol =i
Como T cumple (x) y la identidad 14 es continua, entonces ¢ = i 0 14 es continua.
Ahora consideremos el diagrama
1 )
(A, T) —> (A, Ta) —= X
i

Como i : (A, T) — X es continua y (A, T4) cumple (*), entonces 14 : (A, T) — (A,Ta) es
continua y por lo tanto Ta<T.

Cambiando los roles de T y T4 y considerando el diagrama:

(A, Ta) 2 (A, T) > X

i
obtenemos que T < T4. Asi hemos probado entonces que 7 = T4. O
Moraleja: La topologia de subespacio T4 se pude definir de estas 3 formas equivalentes:

1. Ta={UNA|U C X abierto}.
2. Ta es la topologia menos fina que hace la inclusién i : A — X continua.

3. Ta es la tnica topologia en A que cumple la propiedad (x).

Antes de avanzar con otras topologia iniciales veamos primero algunas propiedades bésicas de
la topologia de subespacio que nos seran muy ttiles a lo largo del curso.

Observacién 3.1.4. Sea A C X un subespacio (es decir, un subconjunto con la topologia del
subespacio). Sea i : A — X la inclusién.

1. Si g: X = Y es continua, entonces la restriccién g|g4 = goi: A — Y es continua.

2. Sih:Z — X es continua y h(Z) C A, entonces la co-restriccién h|4 : Z — A es continua
(notar que esto se deduce de la propiedad (x)).

Observacion 3.1.5. Sea A C X subespacio. Entonces F' C A es cerrado si y solo si existe G
cerrado en X tal que FF =GN A.

Definicién 3.1.6. A C X se dice subespacio cerrado (resp. abierto) si A tiene la topologia de
subespacio y A es cerrado (resp. abierto) en X.

Ejercicio 3.1.7. A C X es subespacio cerrado (resp. abierto) si y solo si A es subespacio y la
inclusién ¢ : A — X es cerrada (resp. abierta).
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Vamos a estudiar ahora los “lemas de pegado”que nos permiten, bajo ciertas condiciones, pa-
sar de lo local a lo global: podemos construir funciones continuas (o verificar continuidad de
funciones) a partir de construir funciones continuas localmente.

Sea X un conjunto y sea {A;};cs una familia de subconjuntos de X tal que X = J A;. Dar

i€J

una funcién f : X — Y equivale a dar una familia de funciones f; : A; — Y para todo i € J
tal que V4,5 st A;NA; #0, f;
y que se peguen bien.

Aina; = fjla;na;- Es decir, basta definir funciones en cada A;
Para espacios topoldgicos y funciones continuas esto obviamente no es cierto. Si se tiene una

funcién continua f : X — Y y {4;}ics es una familia de subespacios de X tal que X = |J A;,
ieJ

A, son continuas pero no vale la reciproca, es decir, que las f; = f|a,

sean continuas para todo ¢ no implica que la f lo sea. Lo que dicen los lemas de pegado es

que si los subespacios son todos abiertos, o son todos cerrados y J es finito, entonces vale la

reciproca.

es claro que las f; = f

Lema de pegado version “cerrados”. Sea X un espacio topoldgico y sean Fy,..., F,, C X

n
subespacios cerrados que lo cubren (es decir X = (J F;). Sea Y un espacio topoldgico y sean
i=1
g; : F; = Y funciones continuas para todo i que se pegan bien, es decir g;

F;nF; = 9j|F;nF; Para
todo i, j. Entonces la funcién ¢g : X — Y definida por g(z) = g;(x) si « € F; es continua.

Demostracion. Sea A C Y cerrado, debemos ver que g~'(A) es cerrado en X. Notar que
g HA) =g; ' (A)U...Ug; ' (A). Como cada g; es continua, entonces g; (A) es cerrado en F;
para todo 4, y como F; es cerrado en X, g; ' (A) resulta cerrado en X y por lo tanto g~*(A) es
cerrado en X por ser unién finita de cerrados. O

Notar que la siguiente es una formulacion equivalente del lema anterior: Sea X un espacio to-
polégico y sean F1, ..., F, C X subespacios cerrados que lo cubren. Sea Y un espacio topolégico
y sea g : X — Y una funcién. Si g|g, : F; — Y es continua para todo i, entonces la funcién
g: X — Y es continua.

La versién para abiertos es similar, pero en este caso la familia puede ser infinita. Dejamos la
demostracion a cargo del lector:

Lema de pegado versién “abiertos”. Sea X un espacio topoldgico y sea {U; };ec s una familia
de subespacios abiertos que lo cubren. Sea Y un espacio topoldgico y sea g : X — Y una funcién.
Si gly, : Ui = Y es continua para todo 7, entonces la funcién ¢g : X — Y es continua.

Generalicemos ahora lo que hicimos con la topologia de subespacio:
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Definicién 3.1.8. Sea X un espacio topolégico, A un conjunto y g : A — X una funcién de
conjuntos. La topologfa inicial en A (respecto de la funcién g) es la definida por cualquiera de
estas tres propiedades equivalentes:

1. TAa={g'(U) | U C X abierto}.
2. Ta es la topologia menos fina en A que hace a la funcién g : A — X continua.
3. Ta es la tnica topologia en A que cumple la propiedad (x):

(*) V Z espacio topoldgico y V f: Z — A funcién,

f es continua si y solo si go f : Z — X es continua.

Dejamos como ejercicio para el lector probar que las 3 definiciones son equivalentes reempla-
zando lo que hicimos para subespacios con la inclusién 4 por la funcién g.

Cuando A tiene la topologia inicial respecto de una funcién g : A — X decimos que la funcién
g es inicial.

Muchas veces utilizaremos una nocién mas laxa de subespacio que es la siguiente. Dados A y
X espacios topoldgicos. Decimos que una funcién j : A — X es subespacio si es inyectiva e
inicial. Esto equivale a pedir que j : A — j(A) C X sea un homeomorfismo, donde j(A) tiene
la topologia de subespacio de X. En la misma direccién, decimos que j : A — X es subespacio
abierto (resp. cerrado) si j es inyectiva, continua y abierta (resp. cerrada). Notar que en estos
casos se deduce que j es inicial.

3.2. Topologia producto

Sean X e Y espacios topolégicos. Queremos darle al producto cartesiano
XxY={(z,y)|zeX, yeY}

una topologia coherente con la de X y la de Y. Consideremos las proyecciones px : X xY — X,
px(x,y) =xzypy: XxY =Y, py(z,y) =y. Similarmente a lo que hicimos con subespacios, si
queremos que ambas proyecciones sean continuas, entonces para todo abierto U de X, p;<1 (U) =
U x Y debe ser abierto en X x Y, y para todo abierto V de Y, X x V debe ser abierto
también. Igual que antes, puede haber varias topologias en el producto cartesiano que hagan a
ambas proyecciones continuas (por ejemplo la topologia discreta), pero como buscamos reflejar
exactamente las topologias de X e Y queremos la topologia menos fina que haga a ambas
proyecciones continuas.

Ahorabien, {U x Y | U C X abierto}U{X x V | V CY abierto} en general no es una topologia
en X xY, ya que por ejemplo (U X Y)N(X x V) =U xV no estd en esa unién. Pero esa unién
forma una sub-base para una topologia y podemos definir:

Definicién 3.2.1. La topologia producto en X X Y es la generada por la sub-base
B={UxY |U C X abierto} U{X xV |V CY abierto}.
Equivalentemente, es la generada por la base:

B={UxV|UCX, VCY abiertos}.
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Notar que otra forma equivalente de definir la topologia producto es como la topologia menos
fina que hace que las funciones px : X XY = X y py : X XY — Y sean continuas.

Claramente, podemos hacer los mismo cuando tenemos una familia Xi,...,X,, de espacios
n

topoldgicos. La topologia producto en X = [[ X; = {(z1,..., %) | ; € X;} es la menos fina
i=1

que hace las n proyecciones p; : X — X, continuas. Equivalentemente, la generada por la
sub-base 8 = {X7 x...x U x...x X, | U C X, abierto, j =1,...,n}. Equivalentemente, la
generada por la base = {U; x ... x U, | U; C X; abiertos}.

Queda como ejercicio para el lector la demostracién del siguiente resultado.

n
Proposicién 3.2.2. La topologia producto en J] X; es la Gnica que cumple:
i=1

(x) V Z espacio topoldgicoy V f: Z — H X; funcién,
i=1

f es continua si y solo si pj o f : Z — X es continua para todo j.

n
La topologia producto en X = [] X; es entonces la topologia inicial respecto de las proyecciones
i=1
pjj=1,...,n
. Qué pasa si queremos considerar un producto infinito de espacios [[ X;? Esencialmente es lo
ieJ
mismo: es la tnica que cumple la propiedad () respecto de todas las proyecciones p; : X —
X, j € J. En términos de sub-base es la generada por 8 = {p; *(U) | U C X; abierto , i € J}.
Pero en términos de la base hay que tener un poco de cuidado, dado que la base se consigue
a partir de la sub-base mediante intersecciones finitas. Entonces, en términos de base, es la
generada por la base

B = {H U, | U; C X; abierto V i y U; = X; salvo para finitos i}.
ieJ
Dado X un espacio topolégico y S un conjunto, consideramos el producto [] X = X*°. Los

ses
elementos del producto pueden ser visto como uplas (z;)ses con x5 € X Vs, o equivalentemente

como funciones f : S — X (donde f(s) = x,). Con la topologia producto en X los abiertos
de la sub-base se corresponden con subconjuntos By, v, = {f:S — X | f(s0) € Us,} (para
so € Sy Us, C X abierto).

Ejemplo 3.2.3. Sea X = {0,1} con la topologia discreta y sea S = N. Entonces X" son
las sucesiones de 0 y 1 con la topologia producto. Notemos que X no es un espacio discreto
(aunque X sf lo es). Los puntos de X no son abiertos ya que todo abierto tiene incluido a uno
de la base y los de la base son de la forma Uy x Us X ... x U, x X x X x X ... (a partir de un
momento son todas copias de X).

Sea A: X — X xX, A(z) = (z, ), la diagonal. Notar que A es continua ya que A~H(U x V) =

UNV.En general la diagonal A : X — X5 es continua si X* tiene la topologia producto. Un

abierto de la base de X* es de la forma [] U, donde U, = X salvo para finitos s1, ..., s, y por

seS
lo tanto A=Y( ] Us) = Us, N...NUs, que resulta abierto de X.
ses

Otra topologia a tener en cuenta en el producto cartesiano [] X;, en el caso de que J sea
ieJ

infinito, es la llamada topologia caja.
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Definicién 3.2.4. La topologfa caja en [] X; es la generada por la base
icJ
B = {H U; | U; C X, abiertos V i}.
i€

Notar que la topologia caja es en general mas fina que la topologia producto. Es decir, las

proyecciones p; : [[ X; — X, son continuas, pero no es inicial respecto de las proyecciones
ieJ
(tiene mas abiertos que los necesarios).

Notar también que con la topologia caja, si los X; son discretos para todo i € J, entonces [] X;
icJ

es discreto.

Observacién 3.2.5. Con la topologia caja la diagonal A : X — X puede no ser continua.

Por ejemplo si X = Ry S = N, consideremos U = [] (~1/n,1/n) € X*°. Con la topologia
neN
caja U es abierto (con la producto no serfa un abierto) y A=1(U) = {0} que no es un abierto

de R.

3.3. Topologias iniciales

Damos ahora la definicién general de topologia inicial. Sea {X}scs una familia de espacios
topoldgicos. Sea A un conjunto y gs : A — X, funciones para todo s. La topologia inicial en
A respecto de la familia {gs : A = X }scs es la topologfa menos fina que hace a todas las g
continuas.

En términos de sub-base, se tiene 3 = {g;}(U) | U C X, abierto, s € S}.

En términos de propiedad universal: es la tinica que cumple

(*) V Z espacio topolégico y V f : Z — A funcién,

f es continua si y solo si gs o f : Z — X es continua Vs

Si A tiene la topologfa inicial respecto de la familia {gs : A — X }ses, a esa familia de funciones
se las llama familia inicial.

Dejamos la demostracién del siguiente resultado como ejercicio para el lector.

Proposicién 3.3.1. Sea f: X — Y continua y sean g5 : ¥ — Y, continuas para todo s € S.
Si{gso f:X — Yi}ses es una familia inicial, entonces f : X — Y es inicial.

3.4. Topologias finales y cocientes

Ahora tenemos una funcién f : X — A donde X es un espacio topoldgico y A un conjunto al
que queremos darle una topologia que herede de X mediante la funcién f.

Definicién 3.4.1. La topologia final en A (respecto de la funcién f) es la mds fina que hace a
la funcién f continua.

Es decir le damos a A la mayor cantidad de abiertos posibles tal que la f sea continua. Notar
que la topologia indiscreta en A hace siempre a la f continua, pero queremos darle la mayor
cantidad de abiertos y que siga siendo continua. Concretamente, la topologia final es T4 =
{UC A| f~Y(U) es abierto en X }. Observar que T4 es efectivamente una topologfa en A.
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Dejamos la demostracién del siguiente resultado como ejercicio (es similar a los andlogos para
topologias iniciales):

Proposiciéon 3.4.2. La topologia final en A respecto de f : X — A es la unica topologia que
cumple:

(¥) V Z espacio topoldgicoy V h : A — Z funcién,

h es continua si y solo si ho f: X — Z es continua.

f h

X—A—>7

hof

Ejemplo 3.4.3. Consideremos a R con la topologia usual y la funcién i : R — R?, i(x) = (,0).
. Qué relacién tiene la topologia usual de R? con la topologia final dada por la i? Notar que
la topologia usual de R? hace a la i : R — R? continua, por lo tanto la topologia final es més
fina que la usual (eventualmente podria ser igual). Veamos que la topologia final respecto de
la i es estrictamente mds fina que la usual (es decir que hay abiertos con la final que no son
abiertos con la topologfa usual). Por ejemplo, estos son abiertos con la topologia final que no
son abiertos con la usual:

N

En realidad cualquier subconjunto de R? que al intersecarlo con el eje X sea abierto nos dara
un abierto en la topologia final.

En general, dada { X, }scs una familia de espacios topolégicos, A un conjuntoy g, : X — A fun-
ciones para todo s, la topologfa final en A respecto de la familia {gs : X5 — A}scs es la topologia
més fina que hace a todas las g5 continuas. Concretamente, 7y = {U C A | g;1(U) es abierto en X, Vs}.

En términos de propiedad universal: es la tnica que cumple

(*) V Z espacio topolégico y V h: A — Z funcidn,

h es continua si y solo si ho gy : Xy — Z es continua Vs.

Un ejemplo importante de topologia final es la unién disjunta (o coproducto): dada una familia

{Xs}ses de espacios topoldgicos, tomamos X = [] X, (la unién disjunta) y le damos la
seS
topologia final respecto de las inclusiones is : Xy — X. Concretamente: U C X es abierto si y

solo si U N X, es abierto en X para todo s.
Podemos reformular los lemas de pegado que vimos en la seccién de subespacios, en términos
de topologias finales:
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Lemas de pegado version cerrados. Sea X espacio topoldgico y sean F, ..., F, subespacios
cerrados que cubren a X . Entonces X tiene la topologia final respecto de la familia de inclusiones
{’L.jZFj—>X}j:1 """" ne

Lemas de pegado versién abiertos. Sea X espacio topoldgico y sean {Us }secs una familia de
subespacios abiertos que cubren a X. Entonces X tiene la topologia final respecto de la familia
de inclusiones {is : Us = X }ses.

Ahora nos concentraremos en la topologia final méds importante que es la topologia cociente.
La idea es obtener un espacio topoldgico a partir de uno dado, identificando puntos del espacio
original. Veamos algunas ideas y ejemplos antes de formalizar la definicion.

Ejemplos 3.4.4. 1. El toro T es el espacio que se obtiene a partir de un cuadrado [0, 1] x
[0, 1] identificando (o pegando) lados opuestos. Es decir, identificamos los puntos de la
forma (0,y) con los de la forma (1,y) (para y € [0,1]) y los puntos de la forma (z,0) con
los puntos (z,1) (para x € [0, 1]).

b
a
[ -'- <=
| — ) T
:I' pegamos aristaa pegamos aristab

Identificamos la arista a con la a y la b con la b
en la direccién indicada por las flechas

2. Consideremos el disco D™ = {z € R™ | ||z|| < 1} con la topologia usual de subespacio de
R" y la esfera S"~! = 9D" = {x € R" | ||z|| = 1} (el borde del disco). Si tomamos el disco
e identificamos todos los puntos del borde en uno solo obtenemos la esfera S™.

D? s*

La esfera S? se obtiene del disco D?
identificando todos los puntos del borde 9D?

3. La banda de Mobius se obtiene a partir de un cuadrado [0, 1] x [0,1] identificando cada
punto de la forma (0,y) con el (1,1 —y).
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a i Ya

Para construir la banda de Mobius identificamos la arista a con la a en el sentido que
marcan las flechas.

Definicién 3.4.5. Una funcién continua ¢ : X — Y se dice cociente (o que Y tiene la topologia
cociente respecto de ¢) si g es sobreyectiva y final.

Vamos a dar una definicién equivalente a ser cociente en términos de abiertos o cerrados “sa-
turados”. Para eso observemos primero que dada una funcién cualquiera f : X — Y y dado
A C X, setiene que A C f~1(f(A)). Un subconjunto A C X se dice saturado si A = f=1(f(A)).
Notar que si V C Y, entonces f~1(V) C X es saturado.

Proposicion 3.4.6. Sea ¢ : X — Y continua y sobreyectiva. Entonces ¢ es cociente si y solo
si ¢(U) C Y es abierto para todo abierto saturado U C X. El resultado sigue valiendo si
cambiamos abiertos por cerrados.

Demostracion. Supongamos primero que ¢ cociente y sea U C X un abierto saturado. Debo
ver que q(U) es abierto en Y. Como q es final (por hipdtesis), debemos ver que ¢~ 1(g(U)) es
abierto en X, pero ¢~ (q(U)) = U (que es abierto) porque U es saturado.

Para la otra implicacién, debemos ver que g es final y para esto basta ver que si V' C Y cumple
que ¢~ 1(V) es abierto en X entonces V es abierto. Como ¢ es sobreyectiva, V = q(¢~1(V))
y ¢ 1(V) es abierto saturado por lo observado previamente. Entonces, por la hipétesis, V =
q(g~1(V)) es abierto en Y. O

Corolario 3.4.7. Si ¢ : X — Y es continua, sobreyectiva y abierta (o cerrada) entonces ¢ es
cociente.

Veamos ahora un ejemplo de una funcién cociente que no es abierta ni cerrada.

Ejemplo 3.4.8. Sea A = {(z,y) € R* |2 >00y =0} y sea X el eje X de R? (ambos con
la topologfa de subespacio de R?). Sea ¢ : A — X, ¢(z,y) = (x,0). Notar que ¢ es continua
porque la proyeccién es continua y A tiene la topologia de subespacio de R2. Es claro que ¢ es
sobreyectiva. Veamos que ¢ es final (y as{ probaremos que ¢ es cociente): dado F' C X tal que
g 1(F) C A es cerrado, debo ver que F cerrado. Pero F = ¢ }(F)NX y ¢~ 1(F) es cerrado en A
por hipétesis y como A es cerrado en R?, ¢~ *(F) es cerrado en R? y por lo tanto F' = ¢~} (F)NX
es cerrado en X (porque tiene la topologia de subespacio). Esto prueba que ¢ es cociente. Las
siguientes figuras prueban que ¢ no es abierta ni cerrada.

q(v)

Un abierto V' C A cuya imagen ¢(V') es un intervalo semi-abierto de R y por lo tanto no es
abierto.
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q(F)

Un cerrado F = Graf(1/x) C A cuya imagen ¢(F') no es cerrado.

Ejemplos 3.4.9. 1. Sea {X;}ses una familia de espacios topolégicos y sea X = [[ X, con
ses
la topologia producto. Entonces para todo s € S, la proyeccién ps : X — X es cociente,

ya que es continua, sobreyectiva y abierta.

2. La funcién q : R — S! definida por ¢(t) = €2™ es cociente por ser continua, abierta y
sobreyectiva.

3. Sea S el espacio de Sierpinski.

CDRY

Sea ¢ : R — & definida por g(z) =0si z < 0y g(z) = 1si > 0. Notar que ¢ es final y
sobreyectiva y por lo tanto es cociente.

Veamos ahora una construccién muy importante para entender mejor los cocientes. Sea X un
espacio topoldgico y sea ~ una relacién de equivalencia en X (=reflexiva, simétrica y transitiva).
Considero el conjunto de clases de equivalencia:

X/ ~={T |z € X}

donde T =7 si y solo si ¢ ~ y (T es la clase de x). Tomemos la funcién ¢ : X — X/ ~ definida
por g(z) = Z. Notar que ¢ es sobreyectiva. Le damos al conjunto de clases de equivalencia X/ ~
la topologia final respecto de ¢ y por lo tanto ¢ : X — X/ ~ resulta cociente.

Por ejemplo, podemos ver al toro T' como un cociente del cuadrado X = [0, 1] x [0, 1] por una
relacién de equivalencia: definimos en el cuadrado la relacién ~ como (z,y) ~ (z,y) V(z,y),
(0,9) ~ (Ly) vy, (2,0) ~ (z,1) Va. Asi T = X/ ~.

Dado un espacio X y un subconjunto A C X, denotamos X/A al espacio cociente X/ ~
donde la relacién ~ identifica a todos los puntos de A en uno solo. Es decir: x ~ z Vx € X y
x ~yVr,y € A. Como ya vimos antes, D"/(9D™) = S".

Definicién 3.4.10. Dada una funcién f : X — Y y dado y € Y, al conjunto f~1(y) C X se lo
llama la fibra de y.

Proposicién 3.4.11. Sea ¢ : X — Y cociente y sea f : X — Z continua tal que f es constante
en las fibras de ¢ (es decir, si ¢(x) = g(2’) entonces f(x) = f(2')). Entonces existe una tinica
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f: Y — Z continua tal que fo q=1f.

x—1.z7
_ =
qJ/ o
T
Y

Demostracion. Definimos J’T(y) = f(z) para algiin x € ¢~ !(y). Notar que f esté bien definida
porque q es sobreyectiva y f es constante en las fibras de ¢q. Por construcciéon f es la tnica que
hace conmutar el diagrama y es continua porque ¢ es final y f es continua. O

Corolario 3.4.12. Sea f : X — Z continuay A C X tal que f|4 es constante. Entonces existe
una unica f : X/A — Z continua tal que f(T) = f(z).

El siguiente resultado prueba que todo cociente es en realidad un cociente por una relacion de
equivalencia.

Teorema 3.4.13. Sea f: X — Y cociente. Definimos en X la siguiente relacion de equivalen-
cia: x ~ ' st f(x) = f(z'). Entonces Y es homeomorfo a X/ ~.

Demostracion. Considero el cociente ¢ : X — X/ ~, g(x) = T. Se tiene el diagrama conmuta-

tivo:
f

X ——Y

qi s
A

X/ ~
Como f es constante en las fibras de ¢, existe una tnica ]7: X/ ~— Y que hace conmutar el
diagrama. Es decir f(Z) = f(x). Ahora tomamos

x4 X / ~

f

Yy

l

Si f(x) = f(2') entonces x ~ ' y asi q(z) = g(a’). Es decir, ¢ es constante en las fibras de f y

por lo tanto existe una tnica ¢: Y — X/ ~, q(y) = q(z) si f(z) = v.

Ahora bien, f§(y) = f(z) donde f(z) =y y f(Z) = f(z) = y. Similarmente, §f(z) = §(f(z)) =
q(x) = Z. Esto prueba que son inversas una de otra. O
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Capitulo 4

Conexion, arco-conexion y
componentes

4.1. Conexion y arco-conexion

Definicién 4.1.1. Sea X un espacio topoldgico. Una desconexion en X consiste de un par de
abiertos no vacfos U,V C X tales que UNV =0y UUV = X. Un espacio X se dice conexo si
no tiene desconexiones.

Proposicion 4.1.2. X es conexo si y solo si los tnicos subconjuntos de X que son abiertos y
cerrados son ) y X.

Demostracion. Sea A C X abierto y cerrado en X, entonces A y A¢ son abiertos y AUA® = X
AN A°=0. Como X es conexo A o A° debe ser vacio. Reciprocamente, si U y V son abiertos
con interseccién vacia y que cubren X, entonces U = V¢ y por lo tanto U es abierto y cerrado
y entonces U o V = U° debe ser vacio, con lo cual X es conexo. O

Ejemplos 4.1.3. 1. Si X tiene la topologia indiscreta entonces es conexo.
2. El espacio de Sierpinski S es conexo.

3. Si X tiene la topologia discreta y mas de un punto entonces no es conexo. Més aun, es
totalmente disconexo. Un espacio X se dice totalmente disconexo si V a # b en X existe
una desconexién U,V tal quea € U, be V.

4. Existen espacios totalmente disconexos que no son discretos. Por ejemplo Q con la topo-
logfa de subespacio de R (dados a < b € Q, tomar ¢ irracional con a < ¢ < b, los abiertos
U= (-00,c)NQy V = (¢,+00) NQ forman una desconexion).

Proposicién 4.1.4. Sea X espacio topolégico y sea {U,V} una desconexién en X. Si Y C X
es subespacio conexo entonces Y CU oY C V.

Demostracién. Consideremos U’ = UNY, V/ =V NY. Notar que ambos son abiertos de ¥
que tienen interseccién vacia y que lo cubren. Como Y es conexo U’ = @) o V' = (). Esto implica
que Y CU=VoY CVe=U. O

Dejamos a cargo del lector la demostracion de los siguientes resultados basicos de conexién.
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Ejercicios 4.1.5. 1. Sea X espacio topolégico y A C X un subespacio conexo. Si B es un
subespacio de X tal que A C B C A, entonces B es conexo. En particular, si A es conexo,
su clausura también lo es.

2. 81 f: X =Y es continua y X es conexo entonces f(X) C Y es subespacio conexo. En
particular si X e Y son homeomorfos, X es conexo si y solo si Y lo es.

3. Sif: X —Y escontinua, X es conexo e Y totalmente disconexo entonces f es constante.

Recordamos de cursos anteriores de andlisis el siguiente resultado:

Teorema 4.1.6. R es conexo. Ademdas los intervalos y semi-rectas en R también son conezos.

Dejamos el teorema del valor medio como ejercicio para el lector:

Proposicion 4.1.7. Sea X un espacio conexo e Y un conjunto ordenado con la topologia del
orden. Sea f : X — Y continua. Sean a,b € X, y € Y, tales que f(a) < y < f(b). Entonces
existe ¢ € X tal que f(c) =y.

De ahora en més notaremos al intervalo real [0, 1] (con la topologia usual) como I.

Definiciéon 4.1.8. Un espacio X se dice arco-conexo si Vz,y € X, 3w : I — X continua tal
que w(0) =2 y w(l) =y. A w se lo llama un camino de z a y.

Proposicion 4.1.9. Si X es arco-conexo entonces es conexo.

Demostracion. Supongamos que existe una desconexién {U, V'}. Elegimos z € U, y € V. Como
X es arco-conexo tomamos un camino w : I — X de x a y. Pero como I es conexo, entonces la
imagen del camino w(I) C X también lo es. Por lo tanto todo el camino cae en U o en V, que
es un absurdo yaque x € U, y € V. O

Ejemplos 4.1.10. 1. Recordemos que un subconjunto A C R"™ se dice convexo si Vx,y € A
el segmento {tx + (1 —¢)y |0 <t <1} cae en A.

No convexos : %

Por definicién, es facil ver que los convexos de R™ son arco-conexos.
2. Paran > 2, R\ { finitos puntos } es arco-conexo y no convexo.
3. El “peine” es el siguiente espacio topolégico:
X ={(z,0)]0<2<1}U{(0,y) [0<y <1}U{(1/n,y) [n €N, 0 <y <1}

con la topologia de subespacio de R2. El peine es arco-conexo.
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Q(O,Y)

v
e
/ C Peine

(1/nyy) (x,0)

4. El “peine reducido” es el siguiente espacio
X={(,0)]0<2<1}U{(1l/n,y) [neN, 0<y<1}U{(0,1)}

con la topologia de subespacio de R2. El peine reducido es conexo pero no es arco-conexo
(queda como ejercicio para el lector).

0.1)

<\7

C/ln,y) C Peine reducido

(x,0)

5.Si f: X = Y es continua y X es arco-conexo entonces f(X) C Y es subespacio arco-
conexo. FEn particular para n > 1, la esfera S™ es arco-conexa ya que es la imagen de la

funcién continua ¢ : R"*1\ {0} — S", q(z) = 37 v R"*1\ {0} es arco-conexo.

4.2. Composicion de caminos y 7

Definicion 4.2.1. Dado un camino w : I — X, se define el camino inverso @ : I — X como
w(t) =w(l—1t)

Notar que w es continua si y solo si @ lo es. Ademas si w es un camino de x a Y, @ es un camino
de y a x.

Dado un z € X, se define el camino constante en z, ¢, : I — X, ¢, (t) = z Vt.

Definicién 4.2.2. Si w,w’ : I — X son caminos tales que w(1) = w’(0) (uno empieza donde
termina el anterior), se define la composicién de caminos como w * w’ : I — X

() w(2t) 0<t<1/2
VT wer— 12<t<
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w

Notar que w * w’ estd bien definido porque w(2-1/2) = w(1l) =w’'(0) =w’'(2-1/2 —1). Adem4s
w*w' es continua por el lema de pegado (versién cerrados).

Definicién 4.2.3. Dado un espacio X. Definimos la relacién ~ en X como: x ~ y si existe un
camino continuo de x a y. Observar que ~ es una relacién de equivalencia. Para ver reflexividad
usamos los caminos constantes c,. Para simetria usamos los inversos de los caminos @w. Para ver
transitividad usamos la composiciéon de caminos.

Podemos definir asi el conjunto
mo(X) = {[z] | v € X}

donde [x] denota la clase de x por la relacién de equivalencia definida arriba. Es decir [z] = [y]
si & ~ g, es decir si existe un camino de x a y. Los elementos de 7y(X) se llaman componentes
arco-conexas de X.

Notar que X es arco-conexo si y solo si mo(X) tiene un solo elemento.

Ty es un “invariante topolégico”. Esto significa lo siguiente: toda funcién continua f: X — Y
induce una funcién de conjuntos f. : mo(X) — mo(Y), definida por f.([z]) = [f(x)] (dejamos
como ejercicio comprobar que estd bien definida, es decir no depende del representante elegido).
Y la f. cumple las siguientes condiciones:

1. Sise tienen f: X - Y y g:Y — Z continuas, entonces (go f). = gx« 0 fs.

2. Silx: X — X es la funcién identidad, entonces (1x)« = L (x) : mo(X) — mo(X).
De lo anterior se deduce que si f : X — Y es homeomorfismo, entonces f, : mo(X) — mo(Y) es
una biyeccién de conjuntos con inversa f; ! = (f71)..

Ejemplo 4.2.4. Sin > 2, R™ y R no son homeomorfos, porque si existiera un homeomorfismo
f:R — R", se tendrfa un homeomorfismo f|g\ (0} : R\ {0} — R™\ {f(0)}. Pero R\ {0} no es
arco-conexo y R™ \ {f(0)} si lo es.

Para definir las componentes conexas de un espacio, veamos primero un resultado cuya demos-
tracién dejamos como ejercicio.

Proposicién 4.2.5. Sean A y B subespacios conexos de un espacio X, tal que AN B # (.
Entonces AU B es conexo.

Definicién 4.2.6. Dado un espacio X, definimos la siguiente relacion: x ~ y si existe A C X
conexo tal que z,y € A.

Notar que, por la proposicion anterior, esto define una relacién de equivalencia en X. Las clases
de equivalencia de X por esta relaciéon ~ se llaman componentes conexas de X.

Observacién 4.2.7. Sean {C;};cs las componentes conexas de X. Entonces se tiene:
1. X = ][ C; (la unién disjunta de las componentes).
ieJ
2. (C; C X es subespacio conexo para todo i.

3. Para todo A C X conexo, existe un tnico C; tal que A C C;.
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4.3. Conexion y arco-conexion local

Definicién 4.3.1. Un espacio X se dice localmente conexo (respectivamente localmente arco-
conexo) si Vo € X y para todo V entorno de z, existe un abierto conexo (resp. arco-conexo) U
talquex e U C V.

Equivalentemente: X se dice localmente conexo (resp. localmente arco-conexo) si admite una
base de abiertos conexos (resp. arco-conexos).

Notar que conexién no implica conexién local y conexién local no implica conexién. Veamos
algunos ejemplos:

Ejemplos 4.3.2. 1. X = (0,1) U (2,3) C R con la topologia de subespacio no es conexo
pero si localmente conexo, de hecho es localmente arco-conexo.

2. El peine reducido es conexo, no es arco-conexo ni es localmente arco-conexo.

3. Q no es conexo ni localmente conexo.

Dejamos la siguiente proposicién como ejercicio:

Proposicion 4.3.3. Si X es conexo y localmente arco-conexo entonces es arco-conexo.
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Capitulo 5

Primeros axiomas de separacion

Sabemos que en los espacios métricos podemos “separar” puntos por medio de abiertos disjuntos.
Concretamente, si X es un espacio métrico, dados x # y € X, existen abiertos disjuntos
U,V C X tales que z € U, y € V. Mas atn, podemos separar cerrados disjuntos por medio de
abiertos disjuntos. Esto no sucede en general en cualquier espacio topolégico. Por ejemplo, los
espacios con topologfa indiscreta no tienen abiertos propios (el tnico abierto no vacio es todo
el espacio) y por lo tanto no se pueden separar los puntos entre si. En el espacio de Sierpinski
S el tnico abierto que contiene al 1 es todo el espacio. Los axiomas de separaciéon miden qué
tanto se pueden separar los puntos entre si (o los puntos de los cerrados, o los cerrados entre
si).

5.1. T,

Un espacio X se dice Tj si para todo x # y en X existe un abierto U C X tal quex € U, y ¢ U
oy €U, x ¢ U. Es decir, existe un abierto que contiene a solo uno de los dos puntos.

<) D

Ejemplos 5.1.1. 1. Espacios métricos son Tj.

2. Si X tiene topologia indiscreta y mas de un punto no es Tj.
3. Si X tiene la topologia discreta es Tj.
4. El espacio de Sierpinski S es Tp. Notar que puedo separar al 0 del 1 con el abierto U = {0}.

Proposicion 5.1.2. Productos de espacios Ty son Tj. Subespacios de espacios Ty son Tj.

Demostracion. Sea {X;}ics una familia de espacios Ty y sea X = [[ X;. Dados (x;)ics #
i€

(yi)ics € X, existe algtn j tal que z; # y; y como X; es Tj existe un abierto U C X, que tiene

a solo uno de los dos. Entonces el abierto U = pjfl(U) C X separa a (2;)ics de (yi)ics (aca p;

denota la proyeccién en la coordenada j).
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Para la segunda parte de la proposicién, tomamos un subespacio A de un espacio X Tp. Sean
x#y € A Como X es T existe un abierto U de X que los separa (es decir, contiene a solo
uno de los dos). Tomamos U’ = U N A que es un abierto de A que los separa. O

Ahora vamos a caracterizar a todos los espacios Ty utilizando el espacio de Sierpinski S. Para
esto, dado un espacio X y un subespacio A C X consideramos la funcién caracteristica x4 :

X — &S, definida por
(2) 1 z€A
€Tr) =
xa 0 z¢ A

Proposiciéon 5.1.3. Dado un espacio X y un subespacio A C X, x4 es continua si y solo si A
es cerrado en X.

Demostracion. Es sencilla, notar que el unico cerrado propio de S (es decir distinto de S y del
vacio) es {1}. O

Proposicion 5.1.4. Dado un espacio X, la familia de funciones
U={h:X — S|hes continua}

es inicial (es decir X tiene la topologfa inicial respecto de esa familia).

Demostracion. Probemos la propiedad (x) de la topologia inicial: sea Z espacio topoldgico y
f:Z — X una funcién. Debemos ver que f es continua si y solo si ho f: Z — S es continua
para toda h € U. Es claro que si f es continua entonces ho f : Z — § es continua para toda
h € U porque las funciones en U son continuas. Reciprocamente, si ho f : Z — S es continua
para toda h € U, veamos que f es continua. Tomamos A C X cerrado, queremos ver que f~1(A)
es cerrado. Como x4 : X — S es continua entonces x4 € U, entonces por hipétesis x4 o f es
continua y por lo tanto (x4 o f)71({1}) es cerrado, pero (x4 o f)~1({1}) = f~1(A) O

Proposicién 5.1.5. Dado un espacio X, definimos la funcién ¢ : X — [][ S como i(z) =
held
(h(z))neu (es decir en la coordenada h-ésima la funcién vale h(z)). Entonces 7 es inicial.

Demostracion. Sea py, : [[ S — S la proyeccién en coordenada h. Notar que la funcién i :
X — ]I S es continuahsgrque proi =h:X — S es continua para toda h € U. Ahora
bien, c}cl)lerrlllo la familia {pp : [[ § = S |h € U} es inicial (por topologia producto) y la familia
{h: X =S| hes continua}heebsl inicial por la proposicién anterior, el resultado se sigue de la

Proposicién 3.3.1. O

Ahora ya podemos caracterizar a los espacios Ty:

Teorema 5.1.6. Un espacio X es Ty si y solo si X es subespacio de un producto de varias
copias del espacio de Sierpinski S.

Demostracion. Si X es subespacio de un producto de copias de S, entonces X es Ty por Pro-
posicién 5.1.2.
Reciprocamente, dado un espacio X que es Ty, considero la funcién i : X — [] S de la proposi-

hel
cién anterior. Por la proposiciéon anterior sabemos que 4 es inicial. Para ver que X es subespacio

de J] & basta ver que i es inyectiva (recordemos que inicial e inyectiva es subespacio). Para
heu
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probar la inyectividad de ¢ usamos que X es Tp. Dados x # y en X, debemos ver que i(x) # i(y).
Es decir, debemos ver que para alguna h € U se tiene que (i(x))p, # (i(y))n. Equivalentemente,
debemos ver que existe una funcién continua h : X — S tal que h(x) # h(y). Pero como X
es Tp existe un cerrado A que contiene a solo uno de los dos puntos y por lo tanto la funcion
continua X 4 en uno de los dos vale 0 y en el otro vale 1. O

Notar en particular que como todo espacio métrico es Ty, entonces todo espacio métrico es
subespacio de un producto de copias de S.

5.2. Ty

Un espacio X se dice T; si para todo = # y € X existen abiertos U,V C X talesquexz € U, y ¢
U yeV, z¢V.

Es claro, por definicién, que si un espacio es T entonces es Ty. Pero hay espacios Ty que no son
T1, por ejemplo el espacio de Sierpinski.

Proposicion 5.2.1. Un espacio X es T; si y solo si los puntos son cerrados en X.

Demostracidn. Supongamos que X es T} y sea € X. Debemos ver que {x} es cerrado en X.

Dado y # z, existe U, abierto tal que y € Uy, « ¢ U,. Tomemos U = |J U,. Este es un abierto
y#£T
de X y su complemento es {x}, que por lo tanto es cerrado.

Para ver la otra implicacién, tomemos x # y. Como {z} es cerrado entonces el complemento
V = {2} es un abierto que contiene a y y no a x. Hacemos ahora lo mismo intercambiando los
roles de los puntos y asi probamos que X es Tj. O

La demostracién del siguiente resultado es andloga a la hecha para espacios Tp.

Proposicion 5.2.2. Productos de espacios T7 son T;. Subespacios de espacios T} son T7.

Observar que si X es un espacio finito (es decir con finitos puntos) y es T} entonces es discreto
(ya que todo conjunto es unién finita de puntos y por lo tanto todo conjunto es cerrado).

5.3. 15 o Hausdorff

Un espacio X se dice Ty (o Hausdorff) si para todo = # y, existen abiertos disjuntos U,V de X
talesque x € U, y € V.

Notar que Th = T} = Tj.

Los espacios métricos son Hausdorff (ejercicio sencillo) y los discretos también. Veamos un
ejemplo de un espacio que es T; y no es T5.

Ejemplo 5.3.1. Sea X un conjunto infinito con la topologia cofinita (es decir U C X es abierto
si U es vacio o su complemento U¢ es finito). Para ver que X es 77 podemos chequear que los
puntos son cerrados. Si € X su complemento {x}¢ es abierto ya que ({z}¢)¢ = {z}, que es
finito. Entonces {z} es cerrado.

Para ver que X no es T, basta ver que si U, V son abiertos no vacios de X entonces U NV # ().
Y esto vale porque si UNV = ) entonces V' C U€ pero U€ es finito por definicién de la topologia
y V es infinito también por definicién de la topologia y porque X es infinito.
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Proposicion 5.3.2. Sea X un espacio topoldgico. Son equivalentes:

1. X es Hausdorff.

2. A(X) C X x X es un conjunto cerrado (donde A : X — X x X es la diagonal, A(x) =
(z,2)).

3. Toda red convergente en X tiene limite tnico.

Demostracion. (1) = (2): Notar primero que dados U,V C X, UNV =P siysolosi U x VN
A(X) = 0.

Para ver que A(X) C X x X es cerrado, veamos que su cumplemento es abierto. Si (z,y) €
(A(X))¢ entonces © # y y por hipétesis existen abiertos disjuntos U,V tales que z € U, y €
V. Asi U xV C X x X es abierto, contiene al punto (x,y) y por lo dicho anteriormente
UxVNAX)=0,esdecir UxV C (A(X))°.

(2) = (1): Dados x # y € X, se tiene que (z,y) € (A(X))¢, que es abierto por hipétesis y por
lo tanto existe un abierto de la base U x V tal que (z,y) € U x V C (A(X))°. Estos abiertos
resultan entonces disjuntos y separan a los puntos dados.

(1) = (3): Sea (Z4)aca una red en X y supongamos que T, — &y Zo — Y, con y # x. Por
hipotesis existen abiertos disjuntos U,V tales que = € U, y € V. Como z, — =z, existe oy
tal que z, € U, Ya > «ay. Y como z, — ¥y, existe as tal que z, € V, Va > as. Tomamos
ag > a1, s (acd se usa que A es dirigido). Entonces para todo a > a3 se tiene que z, € UNV),
pero esto es absurdo porque U NV = (). Por lo tanto = = v.

(3) = (1): Esta es la implicacién més interesante del teorema. Sean x # y € X, debemos ver
que podemos separarlos con abiertos disjuntos. Sea

A={UNV | U,V abiertos tales que x € U, y € V'}.

Debo ver que ) € A (esto implicarfa que existen abiertos disjuntos U y V que separan a z y
a y). Le damos a A el siguiente orden parcial: A; < Ay si Ay C A;. Veamos que (A, <) es
dirigido: dados Ay = U1 NVi y Ay = Us NV, en A tomamos Az = (U; NU2) N (V3 NV3). Notar
que Az e A y Az > Ay, As.

Supongamos que ) ¢ A, entonces para todo A =UNV € A, 3 x4 € A. Considero entonces
la red (z4)aeca. Por construccién x4 — 'y 4 — y, y por hipdtesis = y que es un absurdo.
Entonces ) € A y esto dice que X es Hausdorff. O

El siguiente resultado es andlogo a lo que ya se hizo para espacios Ty y 1.
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Proposicion 5.3.3. Productos de espacios Hausdorff son Hausdorff. Subespacios de Hausdorff
son Hausdorff.

El siguiente resultado es muy 1til, la demostracién es sencilla y queda a cargo del lector.

Proposicién 5.3.4. Sean f,g: X — Y continuas y supongamos que Y es T,. Entonces:

1. El conjunto E = {z € X | f(z) = g(z)} es cerrado en X.

2. Si A C X es denso en X (es decir A= X)y f|a = g|a, entonces f = g.
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Capitulo 6

Funciones propias y espacios
compactos

6.1. Productos fibrados y funciones propias

Supongamos que tenemos un diagrama de espacios topoldgicos y funciones continuas:

X
f

y 2.7

Queremos encontrar un espacio W y funciones continuas f : W — Y, g: W — X tal que el
siguiente diagrama conmuta

W—E>X

|- )
y 2.7

vy queremos ademas que W esté “lo mas cerca posible del diagrama original”, es decir, queremos
que cumpla la siguiente propiedad universal: para todo W’ espacio topoldgico, f' : W' —
Y, ¢ : W — X tales que f¢g’ = gf’, exista una tnica funcién continua q : W’ — W tal que

gg=9., fa=1"

A ese espacio W se lo llamara el pullback o producto fibrado del diagrama original y es tinico
(salvo homeomorfismo) justamente porque cumple una propiedad universal.
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Veamos la existencia de W: dado el diagrama

X
I
g
Y —7
definimos W = {(z,y) e X xY | f(x) =g(y)} € X XY con la topologia de subespacio del
producto X x Y. Definimos las funciones g: W — Xy f: W = Y como g(z,y) =z y f(z,y) =
y. Observar que resultan continuas por ser las proyecciones restringidas a un subespacio, y que
ademds hacen conmutar el diagrama fg(z,y) = f(z) = g(y) = gf(z,y). La notaciéon f y g es
simplemente, como una regla de notacién, porque son las funciones que estdn opuestas en el
diagrama a las funciones dadas f y g.
w 7, X
i = f
g
Y ——=7
A este espacio W que construimos (que se lo llama el producto fibrado) lo denotamos W =
X x z Y.
Veamos que el W construido cumple la propiedad universal requerida: dado W/, ' : W' —
Y, ¢ : W — X tales que fg’ = gf’, definimos ¢ : W/ — W como ¢(w’) = (¢'(w'), f'(w")).
Notar que g(w') € W para todo w’ € W' y que es continua. Ademads ¢ es la tnica funcién (por
construccién) que hace conmutar todo el diagrama:

Y ——=7

Asi hemos probado la existencia de W que cumple la propiedad universal requerida. Como
dijimos antes, la unicidad de W se deduce del hecho de que cumple la propiedad universal: si
W (junto con funciones f,g) es otro que la cumple, se tiene un diagrama:

|
g
Y —=7
La existencia de q : W — W es porque W cumple la propiedad universal y la existencia de

q: W — W es porque W la cumple. Ademds q¢ = 1w y qq = 133 ya que las identidades en
ambos casos son las tnicas funciones que hacen conmutar los diagramas.

Notaremos

w—2sXx
Fl| pPuLL |f

y 2.7
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“al”pullback (es tnico salvo homeomorfismos) del diagrama original.
A veces usaremos la propiedad universal del pullback y a veces la construccién explicita de W
que hicimos.

Veamos algunos ejemplos de productos fibrados.

Ejemplos 6.1.1. 1.
XxYy 2o x

PY\L PULL \L

Y *

donde X — x es la tnica funcién al singleton y px, py son las proyecciones.

2. Dadoy € Yy f: X — Y continua, y notamos ¢, : * — Y a la funcién constante y, se

tiene un pullback

Fiy) =X
l PULL lf

f — Y

donde f~1(y) tiene la topologia de subespacio de X e i es la inclusién.

3. Maés en general, si A C Y es un subespacio, se tiene un pullback

) =X

| o |

A—1 >y
donde j es la inclusién de A.
4. Dada f: Y — X se tiene un pullback:
y Lo x
lyl PULL J/lx
y Lox

Dejamos ahora un ejercicio que serd ttil mas adelante:

Ejercicio 6.1.2. Dado el siguiente diagrama conmutativo de espacios topolédgicos y funciones

continuas

A——B——C
l (1) (2) i
D——F—F

1. Probar que si los cuadrados (1) y (2) son pullbacks entonces el diagrama completo

A——=C

l (1)+(2) l

D——F

es pullback.
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2. Si el diagrama completo (1)4(2) es pullback y el cuadrado (2) también, entonces el cua-
drado (1) es pullback.

Antes de seguir avanzando, vamos a hacer algunas observaciones para entender la forma de
trabajar con pullbacks.

Observacion 6.1.3. El hecho de que los pullbacks de un diagrama dado sean todos homeo-
morfos nos permite trabajar, cuando lo necesitemos, con un representante en particular, por
ejemplo con el W = X xz Y que construimos antes.

Observacion 6.1.4. Si tenemos dos pullbacks de un mismo diagrama:

— ’

;9

w—2-Xx w2 s X
fl PULL |f f/i PULL |f
Y*g>Z Y$~Z

El homeomorfismo ¢ : W/ — W cumple fo = f' y go = ¢'. Entonces, como f y f’ difieren
solo en un homeomorfismo (fo = f), f y f’ tienen las mismas propiedades topolégicas (por
ejemplo, una es abierta si y solo si la otra lo es, una es cociente si y solo si la otra lo es, etc).
Lo mismo con § y ¢'. Esto serd de absoluta importancia, ya que dado un pullback

Y. x

9.7

w
fl PULL | f
Y

vamos a querer obtener informacién sobre f y g y no nos va a importar cudl es el representante
que tomemos como pullback, porque las funciones tendran las mismas propiedades indepen-
dientemente del representante elegido.

Definicién 6.1.5. Una clase C de funciones continuas se dice que es estable por cambio de
base si cada vez que se tiene un pullback

w—2-Xx
fl PULL | f
y 2.7

si f € C entonces f € C. Equivalentemente: si g € C entonces g € C (notar que tenemos el
mismo pullback si cambiamos de lugar la X con la Y).

Ejemplos 6.1.6. 1. Los homeomorfismos son estables por cambio de base. Concretamente,
si se tiene

w—2sXx
Fl| puLL |f

y 2.7
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y f es homeomorfismo, entonces f también. Para ver esto, consideramos el diagrama:

Y
- f'g

H!cp‘
N >
— s X

g
—_—

El candidato a 771 es . Sabemos que fo = ly, para ver que ¢f = ly consideramos el
diagrama:

Y

Por unicidad (en la propiedad universal), se tiene que ¢ f = 1y .

2. Las funciones abiertas (y continuas) son estables por cambio de base. Es decir, si f abierta
entonces ? es abierta.

3. Las funciones cerradas no son estables por cambio de base. Consideremos por ejemplo el
pullback

R2_ 2. Rr
Pll PULL l
R—s %

La funcién R — * es cerrada pero la proyeccién p; : R? — R no es cerrada, ya que, por
ejemplo A = Graf(1/x) (grafico de la funcién 1/x para z > 0) es cerrado en R? y la
proyeccién p1(A) = (0,4+00) no es un cerrado de R.

El hecho de que las funciones cerradas no sean estables por cambio de base nos induce a
considerar una subfamilia de funciones cerradas que si lo sean, esas son las funciones propias:

Definiciéon 6.1.7. Una funcién continua f : X — Z se dice propia si es “universalmente
cerrada”, es decir: si cada vez que se tiene un pullback

w2 x

fi PULL J{f

y 4.7

la funcion f es cerrada.

Notar que si f es propia, en particular es cerrada ya que podemos considerar el pullback

XX x

fl PULL lf

72,z
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lo cual implica que f es cerrada.

Proposicion 6.1.8. La clase C de funciones propias es una “clase buena”, es decir cumple las
siguientes tres propiedades:

1. Los homeomorfismos son funciones propias.
2. La clase C es estable por cambio de base.

3. La composicién de funciones propias es propia.

Demostracion. Notar que (1) se deduce inmediatamente del hecho de que los homeomorfismos
son estables por cambio de base y que ademas son funciones cerradas.

Para probar (2) veamos que si tenemos un pullback

— =X

.7

w9
fl PULL | f
Y

y f es propia entonces f también es propia. Para eso consideramos un pullback

T——W
fl PULL |7
S Y

|

y debemos ver que f es cerrada. Pero tenemos el diagrama

T—W-—>X
fl PULL |fPULL J{f
S

——Y —7

Por el Ejercicio 6.1.2 el diagrama total es un pullback y como f es propia entonces f resulta
cerrada.

Para probar (3), tomamos dos funciones propias f : X — Y, g : Y — Z y queremos ver que
gf : X — Z es propia. Consideramos un pullback:

Wl

b

gf| PULL |gf

-

N

T_h o

y debemos ver que ¢f es cerrada. Tomamos el pullback de

NT%

-
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llamémoslo S, y por propiedad del pullback existe una tinica funcién continua ¢ : W — S que
hace conmutar el diagrama siguiente:

gf

Wi> 4q>T
)

S
o | @ |
fYQ

X—sY —»7

=

Como el diagrama total (1)+(2) es pullback y (2) es pullback, entonces por el Ejercicio 6.1.2 se
tiene que el cuadrado (1) es pullback, y como f es propia entonces ¢ resulta cerrada. Por otro
lado, como g es propia entonces g es cerrada y asi gf = gy es cerrada (por ser composicién de
cerradas). 0

Observacién 6.1.9. Sabemos que las funciones cerradas no son estables por cambio de base,
pero las inclusiones cerradas (subespacios cerrados) si son estables por cambio de base, ya que
sii: A — X es subespacio cerrado y tomamos un pullback:

97 (A) —=4

ii PULL lz

y — % o x

se tiene que g~1(A) — Y es subespacio cerrado. En particular, las inclusiones cerradas son
propias. Esto lo usaremos méas adelante.

Dado un espacio X, jla funcién X — % es propia? A veces si, por ejemplo si X = %, y a veces
no lo es, por ejemplo si X = R, porque ya vimos que si tomamos el pullback

R2_ o p

Pll PULL l

R—— %

la proyeccién p; : R? — R no es cerrada. Los espacios topolégicos X tales que la fucién X — *
es propia se llaman compactos y son los que estudiaremos en la préxima seccién.

6.2. Espacios compactos

Definicién 6.2.1. Un espacio X se dice compacto si la funcién X — * es propia.

Por lo visto hasta ahora, R no es compacto y el singleton si lo es. Pero, jqué significa que la
funcién X — * sea propia? Por definicién, esto es equivalente a que para todo espacio topolégico
Y, la proyeccion py : X XY — Y sea cerrada, ya que todos los pullbacks posibles que involucran
a la funcién X — x son de la forma:

Xxy X .ox
PULL

PYy
Y — > %
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Por lo tanto, por definicién, un espacio X es compacto si y solo si para todo espacio Y, la
proyeccion py : X x Y — Y es cerrada.

Veamos primero algunas propiedades béasicas de los espacios compactos que podemos deducir
de la definiciéon. Luego veremos un resultado que provee varias definiciones equivalentes de
compacidad y que nos serd muy util para trabajar con estos espacios.

Proposicion 6.2.2. Si X e Y son compactos entonces el producto X xY también es compacto.

Demostracion. Como X — * es propia (porque X es compacto) entonces py : X XY — Y es
propia por el item (2) de la Proposicién 6.1.8. Ademas la funcién Y — * es propia porque Y es
compacto. Entonces la composicién X x Y — Y — * es propia por el item (3) de la Proposicién
6.1.8 y esto prueba que X x Y es compacto. O

Proposiciéon 6.2.3. Si X es compacto y A C X es subespacio cerrado, entonces A es compacto.

Demostracion. Como la inclusién i : A — X es propia (por ser subespacio cerrado) y la funcién
X — x es propia porque X es compacto, entonces la composicion A — X — * es propia por
item (3) de la Proposicién 6.1.8. Esto dice que A es compacto. O

Antes de enunciar el teorema que describe a los espacios compactos de varias formas equivalen-
tes, veamos una definicion.

Dado un espacio X y una familia de subconjuntos F = {Fs}scs. Decimos que la familia F tiene
la propiedad de interseccién finita (PIF) si para todo subconjunto finito S’ C S se tiene que

N F, #0.

ses’
Nuestro objetivo es probar el siguiente teorema:

Teorema 6.2.4. Sea X un espacio topoldgico. Son equivalentes:
(1) X es compacto (es decir, la funcion X — x es propia).
(2) Todo cubrimientos por abiertos {Us}ses de X admite un subcubrimiento finito.

(3) Para toda familia de cerrados F = {Fs}ses con la PIF se tiene que (| Fs # 0.
sesS

(4) Toda red en X tiene alguna sub-red convergente.

Antes de probar el teorema interpretemos el item (4) en términos de puntos de acumulacién de
redes.

Definicién 6.2.5. Sea (x4 )qeca una red en X. Un punto z € X se dice punto de acumulacién
de (4 )aca si para todo entorno U de z y para todo a € A, existe un o > « tal que zo € U.

Lema 6.2.6. € X es punto de acumulacion de (z4)aea Si y solo si existe una sub-red que
converge a .

Demostracion. Si hay una sub-red de (z4)aca que converge a z, es claro que z es punto de
acumulacion. Veamos la otra implicacion, que es la implicacién interesante. Supongamos que x
es de acumulacién, queremos encontrar una sub-red que converja a x. Consideremos el siguiente
conjunto

I'={(a,U) | @€ Ay U es entorno de x con z, € U}.
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Le damos a T' el siguiente orden parcial: (aq,U;) < (ao,Us) si oy < ag y Us € Uy. Veamos
que (I', <) es dirigido. Sean (a1,U;), (ag,Us) € T'. Tomamos ag > a1, y como x es punto
de acumulacién por hipétesis, existe ay > ag tal que z,, € U N Us. Entonces (ay, Uy NU3) >
(a1, U1), (g, Us). Esto prueba que I es dirigido.

Sea ¢ : ' = A, ¢(a,U) = a. Notar que ¢ es cofinal porque x es punto de acumulacién de la
red. Entonces (7(q,1r)) es una sub-red. Veamos que x(4,i7) — . Dado un entorno U de x, existe
zq € U (por ser de acumulacién) y por lo tanto («,U) € T'. Si tomamos (o/,U’) > (a,U) € T
entonces T (o.y) = Tor € U' CU. O

La implicacién (2) = (1) del teorema es lo que se llama el “lema del tubo” (en realidad esta es
una de las formulaciones posibles del lema).

Lema del tubo. Sea X espacio topolégico tal que todo cubrimiento por abiertos de X admite
subcubrimiento finito. Entoces X es compacto (es decir VY, py : X XY — Y es cerrada).

Demostracion. Sea Y espacio topolégico. Denotemos con p : X x Y — Y a la proyeccion.
Debemos ver que p es cerrada. Sea F' C X X Y un cerrado, veamos que p(F') es cerrado en Y.

c

Para esto, veremos que el complemento p(F)¢ es abierto. Tomemos yo € p(F)¢ y veamos que

podemos conseguir un abierto W tal que yg € W C p(F)°.
Como yp € p(F)° entonces X x {y,} C F*°.

Xxy,

p(F) Yo

Como F¢ C X x Y es abierto, para todo x € X existen abietos U, C X y V,, CY (abietos de
la base) tales que (z,yo) € U, x V, C F*©.

Xxy,

Se tiene asf un cubrimiento por abiertos {Uy, }sex de X y por hipétesis existe un subcubrimiento
finito {Uy, ..., U,}. Denotemos Vi, ..., V, alos abiertos V, correspondientes a esos U;. Entonces
n
X x{ytC YUU; xV; CFe.
i=1

K2
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n
Tomamos W = [ V; que es claremente un abierto de Y y se tiene que yg € W.
i=1

1=

p(F)

Veamos que W C p(F)¢. Esto es equivalente a ver que X x W C F¢. Tomemos un punto

n
(x,y) € X x W y veamos que estd en F°. Como = € U; para algin j y el puntoy € W = (| V;,
i=1

entonces en particular y € V; y se tiene que (z,y) € U; x V; C F°. O
Probemos ahora finalmente el Teorema 6.2.4.

Demostracion de Teorema 6.2.4. (2) < (3) sale tomando complementos (Fs = U¢).
(2) = (1) es el lema del tubo.

(1) = (4): Nuestra hipétesis es que X es compacto y queremos ver que toda red tiene sub-red
convergente. Por el Lema 6.2.6, dada una red (z,)aea en X, debemos ver que existe ¢ € X
un punto de acumulacién de la red. Consideramos el conjunto A* = A U {oo} y le damos la
siguiente topologia: para todo o € A, {a} es un abierto de A* (es decir, pensamos a A como
espacio discreto) y los entornos de oo son {A% }aea donde

Sa={BeA|f=a}U oo}

Notar que A* = A (la clausura de A). Como X es compacto, la proyeccion p : A* x X — A*
es cerrada. Sea F' = {(a,z4)}aenr € A* x X. Entonces p(F') es cerrado en A* y contiene a A,
entonces p(F) = A*. Como co € A*, entonces existe x € X tal que (0o, z) € F. Veamos que
este = es un punto de acumulacién de la red: como (00, z) € F = {(a, Z4) }aeca todo entorno de
(00, ) interseca a {(@, Za)}aea. Dado V entorno de z € X y dado o € A, considero AL x V
entorno de (co0,z), y como todo entorno interseca a {(a, Za)}aea, existe (o/, /) € AL, X V.
Es decir, existe o’ > « tal que z € V. Esto dice que z es punto de acumulacién de la red.

(4) = (3): Sea F = {F}ses una familia de cerrados en X con la PIF. Debemos ver que [ Fy #

ses
(0, sabiendo que toda red tiene algin punto de acumulacién. Sea I' = {J | J C S es finito } con

el orden parcial J; < Jy si J;1 C Jo. Veamos que I' es dirigido: dados Ji,J2 € T, tomamos
Js = J1 U Js. Es claro que J3 € I' y que J3 > Jp, Jo. Esto prueba que es dirigido. Para cada

J € T elegimos z; € [ Fs (que sabemos por hipétesis que es no vacio). Asi nos construimos
seJ
una red (zj)jer en X y por hipdtesis tiene un punto de acumulacién z € X. Veamos que

x € [ Fs. Para esto debemos ver que z € Fy para todo s € S, pero como los F son cerrados,
sES
basta ver que para todo s y para todo entorno U de z, U N Fy # (. Dados s € S y U entorno

de z, como {s} € ' y z es de acumulacién de la red, entonces existe J € I" con J > {s} (es
decir s € J) tal que x5 € U. Pero x; € (,,c; Fs y por lo tanto z; € UN F; (ya que s € J).
Esto prueba que U N F, # 0. O
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Veamos mas propiedades de los compactos.

Observacion 6.2.7. Todo espacio con finitos abiertos es compacto. En particular los espacios
finitos (es decir, de cardinal finito) y los espacios con topologia indiscreta son compactos.

Observacién 6.2.8. Si A C X es un subespacio compacto de un espacio X, A no es necesa-
riamente cerrado en X. Por ejemplo si X = S el espacio de Sierpinski, A = {0} es compacto
(por ser finito) pero A no es cerrado en X.

Proposicion 6.2.9. Si X es T y A C X es subespacio compacto, entonces A es cerrado en X.

Demostracion. Sea x € A, debemos ver que # € A. Como = € A, existe una red (z4)aca en A
tal que x, — x. Como A es compacto, existe una sub-red z,_ que converge a un punto y € A.
Pero como la red z, — z, entonces la sub-red z,, — z. Como X es Hausdorff, los limites de
redes (y sub-redes) son tunicos y por lo tanto x =y € A. O

Ejercicio 6.2.10. Si f : X — Y es continua y K C X es compacto, entonces f(K) C Y es
subespacio compacto.

Corolario 6.2.11. Si f: X — Y es continua y biyectiva y si X es compacto e Y es Hausdorff
entonces f es homeomorfismo.

Demostracion. Basta ver que f es cerrada, pero si F' C X es cerrado, como X es compacto
entonces F' es compacto y por el ejercicio anterior, f(F') es un compacto en Y. Como Y es
Hausdorff, f(F) es cerrado en Y, y esto prueba que f es cerrada. O

Proposicién 6.2.12. Si X es Hausdorff, podemos separar compactos de puntos con abiertos.
Es decir: si K C X es compactoy ¢ € X, = ¢ K, entonces existen abiertos disjuntos U,V C X
tales que K C U, x € V.

Demostracion. Para cada y € K, como y # x y X es Ty, existen abiertos disjuntos Uy, V, tales
quey €Uy, x 6 Vy. Como K es compacto y los ablertos {Uy}yek lo cubren, existen Uy, ..., U,

tal que K C U U;. Tomamos U = U UyV= ﬂ Vi (los V; correspondientes a esos U;). O

i=1 i=1 i=1
Dejamos como ejercicio para el lector, la demostracion del siguiente corolario.

Corolario 6.2.13. Sea X un espacio Hausdorff y sean A, B C X subespacios compactos
disjuntos. Entonces existen abiertos disjuntos U,V C X talesque ACU y BCV.

Terminamos esta seccién con un resultado que caracteriza las funciones propias en términos de
pre-imagenes de compactos. La demostraciéon queda como ejercicio para el lector.

Proposicion 6.2.14. Sea f: X — Y una funcién continua. Son equivalentes:
1. f es propia.
2. fescerraday f~1({y}) es compacto para todo y € Y.
3. f escerraday f~!(K) es compacto para todo K CY compacto.

4. Para todo Z espacio topoldgico, 1z X f: Z x X — Z x Y es cerrada.
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6.3. Espacios localmente compactos y compactificacién de
Alexandroff

Definicién 6.3.1. Un espacio X se dice localmente compacto si todo z € X tiene un entorno
compacto.

Notar que esta definicién no es coherente con la de “localmente conexo” por ejemplo (donde
pediamos que tenga una base de entornos conexos). Pero es la definicién estdndar. Notar que,
por definicién, si X es compacto entonces es localmente compacto.

Cuando X es Hausdorff, la nociéon de localmente compacto es la correcta:

Proposicién 6.3.2. Sea X un espacio 7. Entonces X es localmente compacto si y solo si X
tiene una base de abiertos cuyas clausuras son compactas. Mas concretamente, para todo x € X
y para todo U entorno de x, existe un abierto V tal que x € V.CV C U y V es compacto.

Demostracion. Sea x € X y sea U entorno de z. Notar que podemos suponer que U es abierto
(si no, lo cambiamos por su interior). Como X es localmente compacto, existe F, entorno
compacto de z. Si F, C U, tomamos V = F? (el interior) y listo, yaquex € VCV C F, CU
y V resulta compacto por ser cerrado dentro de un compacto.

Si F, ¢ U, sea A = F, NU°. Notar que A es no vacio y = ¢ A. Notar también que A es
compacto ya que es cerrado (porque F, es un compacto dentro de un Hausdorff y U¢ cerrado) y
estd contenido en F),, que es compacto. Entonces, como X es Hausdorff, existen abiertos disjuntos
W, W' tales que z € W, A C W’. Tomamos V = W N F¢. Notar que V es abierto y que x € V.
Ademiés V es compacto ya que V C F,, entonces V C F, y V es cerrado dentro de un compacto.
Por otro lado como V. C W C (W)€, entonces V C (W')¢ C A¢ = (F,NU®)¢ = FSUU, y como
V C F,, entonces V N FE¢ =0y por lo tanto V CU. O

Estudiaremos ahora la compactificacién en un punto (o compactificacién Alexandroff) de un
espacio. Pero antes de dar la definicién formal, veamos algunos ejemplos.

Ejemplos 6.3.3. 1. Sea X = N con la topologia discreta. Una base para la topologia en
N es 8 = {{n}}nen. Consideramos N* = N U {oo} con base 8* = U S donde S =
{N>, U{oo} | n € N} son los entornos abiertos de co.

Notar que N C N* es subespacio y N* es compacto porque todo abierto que contenga a
oo va a tener toda la cola N>, incluida (para algin m).

2. Sea X = R con la topologia usual. Consideramos R* = R U {co}. Si 8 es base de en-
tornos abiertos de R, definimos una base de entornos abiertos de R* como 8* = S U B
donde B = {[a,b]°| a,b € R, a < b} son los entornos abiertos de oco. Notar que R* es
homeomorfo a S' via la proyeccién estereografica p : S' — R*

olo norte

p(x) 0
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Entonces R* es compacto y R C R* subespacio.

Definicién 6.3.4. Sea X un espacio topolégico. La compactificacién Alexandroff (o compac-
tificacién en un punto) de X es el espacio topolégico X* = X U{oo} con la topologia generada
por la base de entornos abiertos 5* = U B~ donde § base de entornos abiertos de X y

Boo ={U CX*|o0oe Uy X\U es compacto y cerrado en X}

son los entornos abiertos béasicos de oco.

Proposicién 6.3.5. Sea X un espacio topoldgico y X™* su compactificacién Alexandroff. En-
tonces:

1. X C X* es subespacio.
2. X* es compacto.
3. X* = X si y solo si X no es compacto.

4. Si X es Hausdorff y localmente compacto entonces X* es Hausdorff.

Demostracion. Probaremos solamente el {tem (4). Como X es Ty, para ver que X* es Ty solo
debemos ver que podemos separar al punto co de cualquier x € X. Sea « € X. Como X es
localmente compacto, existe un entorno compacto x € F, C X. Como X es Hausdorff, F, es
también cerrado y por lo tanto V = X* \ F, es un entorno abierto de co. Los abiertos V' y Fy
separan a oo de x. O

6.4. Axiomas de separacién (segunda parte)

Ya habiamos visto los axiomas de separacién Ty, Ty v 1. Aclaramos primero que la nomencla-
tura de los axiomas de separacion varia segun los autores. Seguiremos esencialmente la nomen-
clatura de [ , .

Definicién 6.4.1. Un espacio X se dice regular o T3 si:

1. X es Ty (es decir, los puntos son cerrados).

2. X separa puntos de cerrados mediante abiertos disjuntos: VF C X cerrado y Vx € X tal
que x ¢ F, 3U,V C X abiertos disjuntos tales que F C U, z € V.

Observar que la condicién (2) no implica la (1). Por ejemplo, X = {0, 1,2} donde los abiertos
propios son solamente {0}, {1,2} cumple la segunda condicién pero no la primera.

Observar también que T5 = T» (ya que los puntos son cerrados).

Lema 6.4.2. Sea X un espacio 7. Entonces X es T3 si y solo si para todo z € X y para todo
entorno U de z, existe un abierto V tal que x € V C V CU. En particular, si X es localmente
compacto y T, entonces es T5.

Demostracion. Supongamos que X es 13 y tomemos x € X y U un entorno de x. Podemos
suponer que U es abierto porque si no lo achicamos a U°. Sea F' = U¢. Como F es cerrado y
x ¢ F, entonce existen abiertos disjuntos V, W tales que z € V, F C W. Veamos que V C U:
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como F = U¢, debemos ver que VN F = (). Si y € F entonces y € W y por lo tanto y ¢ V (ya
que si y € V entonces VN W # ). Esto implica que V N F = .

Para ver la otra implicacién, tomamos F cerrado en X y x ¢ F. Debemos ver que los podemos
separar con abiertos disjuntos. Pero como = ¢ F, entonces x € U = F°¢ que es abierto, y por
hipétesis, existe V abierto tal que # € V C V C U. Entonces V y (V)¢ separan a x de F.

O

Proposicion 6.4.3. Subespacios de T3 son T3. Productos de T3 son T3.

Demostracion. Veamoslo primero para subespacios. Sea Y C X un subespacio de un espacio
regular X. Notar que Y es T porque X lo es. Sea A CY cerradoyseay €Y, y ¢ A. Como A
es cerrado en Y entonces A = FFNY para algtin F cerrado de X y como y € Y, y ¢ A entonces
y ¢ F. Como X es regular, podemos separar a y de F' mediante abiertos disjuntos U,V de X.
Entonces UNY y VNY son abiertos disjuntos de Y que separan a y de A.

Ahora veamos que el producto de regulares es regular. Sea {X;}scs una familia de espacios

regulares. Veamos que X = [] X es T5. Es claro que X es Tj. Por el lema anterior, dado
ses

x € X y U entorno abierto de z, debemos encontrar un abierto V tal que x € V C V C U.
Podemos suponer que U es un abierto de la base (porque si no, lo achicamos a un abierto de

la base que contenga a x). Entonces U = [] Us donde U; es un abierto de X para todo sy
ses
Us = X, salvo para finitos. Como cada X es regular, existe para todo s un abierto Wy tal que

zs € Wy C W, C U,. Tomamos V, = W, si Uy # X, vV, = Uy, = X, cuando U, = X,. Asf

V = ][ Vs es un abierto que cumple lo pedido. O
ses

Definicién 6.4.4. Un espacio X se dice normal o 75 si:
1. X esT;.

2. X separa cerrados disjuntos mediante abiertos disjuntos: VA, B C X cerrados disjuntos,
existen U,V C X abiertos disjuntos tales que A C U, BC V.

Observar que T5 = T3 (porque los puntos son cerrados). No nos hemos olvidado de Ty (ese
axioma de separacién lo vemos después).

Ejemplos 6.4.5. 1. Si X es compacto y T» entonces es normal, ya que los cerrados en X
resultan compactos y en un Hausdorff podemos separar compactos disjuntos mediante
abiertos disjuntos.

2. Los espacios métricos son normales.

Dejamos la demostracion del siguiente lema como ejercicio. Es similar a lo demostrado para
espacios regulares.

Lema 6.4.6. Sea X un espacio T;. Entonces X es normal si y solo si para todo A C X cerrado
y para todo abierto U tal que A C U, existe un abierto V talque ACV CV CU.

El siguiente resultado nos provee de una gran familia de espacios normales.

Teorema 6.4.7. Sea (X, <) un conjunto bien ordenado con la topologia del orden. Entonces
X es normal.
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Demostracion. Primero observemos algunas cosas:

(1): Siz € X, entonces {z} es cerrado yaque {z}*={y € X |y < z}U{y € X | y > x} (ambos
abiertos en la topologfa del orden). Entonces X es T;.

(2): Si x € X no es maximo entonces tiene un sucesor inmediato '’ € X (ya que X es bien
ordenado y por lo tanto el conjunto {y € X |y >z} # @ tiene minimo). Por lo tanto, los
conjuntos de la forma (a,b] son abiertos en X ya que (a,b] = (a,b’) (donde b’ es el sucesor
inmediato de b). En el caso que b sea maximo, el intervalo (a, b] también es abierto por definicién
de la topologia del orden.

(3): Si ag es minimo de X entonces {ap} es abierto ya que {ag} = [ao, aj) donde af es el sucesor
inmediato de ag.

Observar que no todo elemento tiene necesariamente predecesor inmediato (si no, X serfa
discreto).

Ahora si, sean A, B C X cerrados disjuntos, debemos ver que los podemos separar con abiertos
disjuntos.

Caso 1: Supongamos que ag ¢ A, ap ¢ B (donde ag es el minimo de X). Dado a € A, como
a ¢ By B es cerrado entonces existe un abierto de la base (a™,a™) tal que a € (a7,a%) y
(a=,a™) N B = 0. En caso que a sea maximo de X tomamos (a~,a] que es abierto de la base.
En todo caso, por lo visto en (2), (a™, a] es abierto que contiene a a 'y (a~,a] N B = {).

Entonces A C U = |J (a7, a]. De la misma manera procedemos con los elementos de B y
a€A

obtenemos B C V = |J (b7,b]. Veamos que U NV = (J: supongamos que existe z € U NV
beB

entonces existen a € A, b € B tal que x € (a”,a] N (b~,b]. Supongamos a < b (el caso b < a
es andlogo). Como z € (b, b] entonces b~ < x y como = € (a~,a] entonces z < a, entonces
b~ <z <a<by porlotanto a € (b~,b] que es absurdo porque estos intervalos no intersecan
a A. Por lo tanto U y V son disjuntos y separan a A y B.

Caso 2: Supongamos que ag € A 0 ag € B. Si ap € A tomamos A’ = A\ {ap}. Como A es
cerrado y {ap} es abierto en X entonces A’ sigue siendo cerrado de X y A’N B = (). Por el caso
1, existen abiertos disjuntos U’,V tales que A’ CU’, B C V. Entonces U = U’ U{ap} y V son
abiertos disjuntos que separan a Ay B.

O

Nos concentramos ahora en un ejemplo que tiene consecuencias importantes. Consideremos
el conjunto Sq (definido y estudiado al final del Capitulo 1) con la topologia del orden. Y
tomamos S& = Sq U {Q} también con la topologia del orden. Ambos son Ts por ser bien
ordenados. Ademéds S5, es compacto y S = Sq ya que los entornos bésicos de 2 en S§, son
(o, Q] (para todo « € Sq) e intersecan a Sg. Notar que S, es la compactificacién en un punto
de SQ.

Por lo tanto S§ x S¢ es compacto y T (por ser produto de dos espacios compactos y Hausdorff).
En particular Sg x S§ es T5.

Veremos ahora que Sq % S5 no es Ts. Esto mostrard entonces que subespacios de T5 y productos
de T5 no son necesariamente T5.

Proposicién 6.4.8. Sqo x S§ no es Ts.
Demostracion. Veamos que existen dos cerrados disjuntos que no podemos separar con abiertos

disjuntos. Sea A C S§ x 5§ la diagonal, A = {(z,z) | z € S&}. Como S§, es Hausdorff, A C
S x S es cerrado y por lo tanto A = AN Sq x S es un cerrado de Sq x S§. Sea B =
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Sa x {Q} C Sq x Sg. Como B = (Sq x Sq)°y Sq x Sq es abierto en Sq x Sg,, entonces B es
cerrado. Es claro que A y B son disjuntos.

Supongamos que existen abiertos disjuntos U,V C Sq x S¢, tales que A C U, B C V. Dado
x € Sq veamos que existe b(x) € Sq tal que x < b(x) < Qy (z,b(z)) ¢ U. Supongamos que no,
entonces para todo 3 > x, (z,3) € U. Esto implica que (z,Q) € U pero (z,Q2) € BCV yV
es abierto y U NV = (), lo cual serfa una contradiccién ya que (z,Q) € U. Entonces probamos
que para todo x € Sq existe b(x) con z < b(z) < Q tal que (x,b(x)) ¢ U. Elijamos para cada
x, un b(x) con esa propiedad.

X So

Nos construimos la siguiente sucesion en Sq: elegimos algin z; € Sq. Luego inductivamente
tomamos z, = b(x,_1). La sucesién es creciente ya que = < b(z) Vz y como es un conjunto
numerable en Sq tiene cota superior. Sea a = sup{z,, | n € N}. Como la sucesién es creciente
T — a, pero como T, = b(xn_1), b(z,) — ay asi (z,,b(z,)) = (a,a) € Sq x Sq. Pero
(a,a) € ACU y U es abierto y no tiene ningin punto de la forma (z,b(x)). Absurdo. O

Definicién 6.4.9. Un espacio X se dice completamente regular o Ty si:

1. X esTy.

2. X separa puntos de cerrados mediante funciones continuas: para todo F' C X cerrado y
todo x € X, x ¢ F, existe h : X — I continua tal que h(z) =0y h(F) = {1}.

Observar que la definicién no dice que h=1(0) = {z} y h=1(1) = F.

Observacién 6.4.10. Ty = T3, ya que si tenemos F' cerrado y « ¢ F, por hipétesis los
podemos separar con una funcién continua h : X — I con h(z) = 0y h(F) = {1}. Tomando
U=h"1([0,1/2)) y V. = h=1((1/2,1]) obtenemos dos abiertos disjuntos que los separan.

Veremos después, como corolario inmediato del Lema de Urysohn, que T5 = T4. Para probar
Urysohn usaremos el Lema 6.4.6 y los nimero diddicos.

Sea D = {5 | n es impar,m € N, 5= < 1} C I. Notar que D es denso en I (y numerable).

Teorema 6.4.11 (Lema de Urysohn). Sea X espacio topoldgico normal. Dados A,B C X
cerrados disjuntos, existe una funcion continua f : X — I tal que f(A) = {0} y f(B) = {1}.

Demostracion. Como AN B = (), entonces A C B¢, que es abierto. Por Lema 6.4.6 existe un
abierto Uy, tal que
AC Uy CUyys C B
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Ahora consideramos A C Uy y Uy/2 € B¢. Por Lema 6.4.6 existen abiertos Uy /4 y Us/y tales
que
ACUyyy CUyyy CUyp CUp C U3 CU3. C B

Ahora continuamos inductivamente (en m, y para cada m € N recursivamente en n) y obtenemos
para cada diddico d = 5% € D un abierto Uy tal que A C Uy y de tal forma que si d < d' € D,
ACU;CU; CUy CUy C BC.

Definimos f : X — I de la siguiente manera:

f) inf{d | x € Us} siz €Uy paraalginde D
) =
1 siz ¢ Uy Vd

Notar que si ¢ € A entonces z € Uy Vd y por lo tanto f(z) = 0 (por densidad). Por otro lado,
si x € B entonces = ¢ Uy Vd ya que Uy C B, y por lo tanto f(z) = 1.

Solo resta probarse que f es continua. Para esto solo basta ver que f~!(U) es abierto en X
para todo abierto de la sub-base de I, es decir, abiertos de la forma U = [0, a) y abiertos de la
forma U = (b, 1].

Ahora bien, f~1([0,a)) = |J U4 y por lo tanto es abierto. Para ver que f~1((b,1]) es abierto,
d<a

probemos que f~1((b, 1]¢) es cerrado, es decir, que f~1([0,b]) es cerrado.

Veamos que f~1([0,b]) = () Uy. Probemos la doble contencién. Sea f(z) € [0,b]. Supongamos
d>b

que x ¢ U, para algin r > b. Entonces z ¢ Uy Vd < r. Esto implica que f(z) > r > b. Absurdo.
Para probar la otra contencién: si # € U, entonces z € Uy para todo d > r y asi f(z) < r. Por

lo tanto, si € () Uy, entonces f(z) < d Vd > by por densidad f(z) < b.
d>b

O

El Lema de Urysohn nos dice entonces que si X separa cerrados disjuntos con abiertos disjuntos
entonces separa cerrados disjuntos mediante funciones continuas a I. En particular, como los
puntos son cerrados, separa puntos de cerrados por medio de funciones continuas. Entonces
T5 = Ty.

Dejamos como ejercicio para el lector la demostracién del siguiente resultado.

Proposicion 6.4.12. Subespacios de espacios Ty son Ty. Productos de espacios T4 son Tj.

Vamos a caracterizar ahora a los espacios Ty similarmente a lo que hicimos con los espacios Tj.
Esto serd de mucha utilidad al estudiar la compactificacién de Stone-Cech.

Teorema 6.4.13. Un espacio X es Ty si y solo si X es subespacio de un producto de copias
de I.

Demostracion. Si X es subespacio de un producto de copias de I es claro que es T porque I
lo es y por la proposicién anterior.

Para ver la implicacion interesante, dado X un espacio T}, consideramos
H={h:X — I|hes continua}

y la funcién i : X — [] I dada por i(z) = (h(z))nen. Es claro que i es continua ya que al
hEH
componerla con cada proyeccién py : [[ I — I se tiene ppi = h que es continua. Para ver que
heH



58 Funciones propias y espacios compactos

es inicial, por la Proposicién 3.3.1, como la i es continua y la familia {p, : [[ I = I|h € H}
heH

es inicial, basta ver que la familia {h: X — I | h € H} es inicial. Para ver esto, basta ver que
si U C X es abierto, entonces existen h; € H y U; C I abiertos (para ciertos j € J) tales

que U = | h;l(Uj). Ahora bien, para cada x € U, como U*€ es cerrado y « ¢ U°€, existe una
jed

funcién continua h, : X — I tal que h,(z) = 0 y h,(U¢) = {1}. Entonces = € h;1([0,1/2))

que es un abierto contenido en U y por lo tanto, U = |J h,*([0,1/2)). Esto prueba que i es
zeU

inicial.

Para ver que i es inyectiva, dados = # y € X, como los puntos son cerrados, consideramos el

cerrado {y} y entonces existe h : X — I continua tal que h(z) =0y h(y) = 1. Por lo tanto en

esa coordenada h € H, (i(x))n # (i(y))n y por lo tanto i(x) # i(y). O

6.5. Teorema de Tychonoff y compactificacion de Stone-
Cech

El teorema de Tychonoff afirma que el producto de una familia arbitraria de compactos es
compacto. Nosotros ya probamos que el producto de dos (y por lo tanto finitos) compactos es
compacto. Para probar que, en realidad, el producto de una cantidad arbitraria de compactos
también lo es, se necesitan otras herramientas. El truco sera utilizar familias maximales con la
PIF y el Lema de Zorn.

Sabemos que un espacio X es compacto si y solo si para toda familia F de cerrados con la PIF,

la interseccién de toda la familia es no vacia (Teorema 6.2.4). Para pasar a familias maximales,

nos conviene reformular un poco esa afirmacién: notemos que un espacio X es compacto si y

solo si para toda familia F = {F;};c; de subconjuntos con la PIF, se tiene que () F; # 0 (ya
icJ

que la familia de sus clausuras serfa una familia de cerrados con la PIF).

La idea es la siguiente: dado X = [ X, donde los X, son compactos, para ver que X es
seS
compacto, tomamos una familia F con la PIF y queremos ver que la intersecciéon de todas

sus clausuras es no vacia. Ahora bien, para cada s € S tenemos la familia de las proyecciones

{ps(F;) }ies y como X, compacto, [ ps(F;) # 0 y podemos elegir un xs en esa interseccién. Asi
ieJ
nos construimos un elemento (x5)ses € X y quisiéramos que ese elemento esté en la interseccién

de las clausuras de la familia F. Pero si elegimos “mal” los zs puede pasar que (zs)scs no esté
en esa interseccion.

Para no tener este problema, se cambia la familia original F por una maximal con la PIF y que
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contenga a F (acd es donde se usa el Lema de Zorn).

Lema 6.5.1. Sea X un espacio topoldgico y F una familia de subconjuntos de X con la PIF.
Entonces existe D una familia de subconjuntos de X tal que:

1. FCD.
2. D tiene la PIF.

3. D es maximal con respecto a estas propiedades.

Demostracion. Sea A = {Familias G de subconjuntos de X | F C G y G tiene la PIF }. Notar
que A es un poset con el orden dado por la inclusién y que no es vacio ya que F € A. Veamos
que cumple las condiciones del Lema de Zorn. Dada una cadena(=subconjunto totalmente

ordenado) B C A, tomamos C = |J G. Es claro que C es cota superior de B. Veamos que
geB
C € A. Para esto tenemos que ver que C contiene a F, cosa que es clara por definicién de C, y

que tiene la PIF. Dados C1,...,C, € C, tenemos que ver que su interseccion es no vacia. Pero

cada C; pertenece a alguna familia G; € B, y como B es una cadena, existe una familia G;, € B

que contiene a todas las familias G; (con i = 1,...,n). Entonces todos los C; estdn en la familia
n

Gi, v como G;, tiene la PIF, () C; # 0. Por el Lema de Zorn, A tiene elementos maximales,

=1
tomamos D € A maximal. Por definicién de A, D cumple lo pedido. O

Lema 6.5.2. Sea X un espacio y D una familia de subconjuntos de X con la PIF y que es
maximal con esa propiedad. Entonces:

1. Si Dy,...,D,, € D, entonces (| D; € D.
i=1

2. Si AC X cumple que AND # () VD € D, entonces A € D.

n
Demostracion. Para probar (1), tomamos Dy, ..., D, € Dy denotamos B = () D,. Veamos

i=1
que B € D. Sea & = DU{B}. Notar que & sigue teniendo la PIF (por la hipétesis) y que D C €.
Por maximalidad, D = £ y entonces B € D.

Para probar (2), sea A C X tal que AND # () VD € D. Considero &€ = D U {A}. Dados

Diy,....D, €D, AN(D1N...0D,)#0yaque B= () D; €D porelitem (1)y ANB #0
i=1

por hipétesis. Entonces £ tiene la PIF, y por maximalidad D = £ y entonces A € D. O

Ahora ya estamos en condiciones de probar el teorema.

Teorema 6.5.3 (Teorema de Tychonoff). Sea {X;}ses una familia de espacios compactos.

Entonces X = [] X, es compacto.
s€S

Demostracion. Sea F una familia de subconjuntos de X con la PIF, debemos ver que ﬂFefF #+
(). Por el Lema 6.5.1, existe D familia maximal con la PIF que contiene a F. Vamos a probar

que Npep D # 0 y esto claramente implicard que (\per F # 0 ya que N pep D € Nper F-
Para cada s € S, considero la proyeccién de la familia {ps(D)}pep, que es una familia con la

PIF en X, y, como X, es compacto, [ ps(D) # 0. Elegimos x5 € (] ps(D). Asi construimos
DeD DeD

un elemento x = (z,)ses € X. Veamos que x € (\pep D. Para esto, vemos que todo entorno
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abierto U de zx interseca a D para todo D € D. Como todo abierto de la topologia contiene a
uno de la base, basta verificarlo para entornos abiertos U de = de la base.

Primero lo vemos para abiertos de la sub-base: sea U = p; }(Uy) (para algtin s € S) abierto de

la sub-base alrededor del punto z. Notar que Us Nps(D) # 0 ya que x5 € ps(D) y Uy es abierto
alrededor de z,, y como Uy = X, para todo s’ # s, se tiene que U N D # (). Esto vale para
todo D € D y por el Lema 6.5.2, se tiene que U € D.

Ahora si, supongamos que tenemos un abierto U de la base con z € U. Como U es abierto de
T

la base, entonces U = (| U; para ciertos abiertos U; de la sub-base y como U; € D para todo

i=1
1=1,...,r por lo visto en el parrafo anterior, se tiene que U € D por el Lema 6.5.2. Como D
tiene la PIF y U € D, entonces UN D # § VD € D. O

Estudiamos ahora la compactificaciéon de Stone-Cech, pero primero veamos qué entendemos en
estas notas por compactificacion.

Dado un espacio X, una compactificacién de X en el “sentido tradicional” es un par (Y1)
donde Y es un espacio compacto e i : X — Y es subespacio denso (es decir, i es subespacio y
la imagen i(X) C Y es densa). Por ejemplo, si X es compacto (X, 1x) es una compactificacion,
y si X no es compacto la compactificacién de Alexandroff (X*,i) es compactificacién. Dos
compactificaciones se dicen equivalentes si existe un homeomorfismo entre ambas que deje fijo
al espacio original X.

Nosotros en estas notas vamos a relajar la condicién de que i : X — Y sea subespacio. Vamos a
pedir solamente que i sea continua para obtener compactificaciones de espacios méas generales, y
luego ver que, si pedimos mas condiciones al espacio obtenemos compactificaciones en el sentido
tradicional.

Un problema general es el siguiente: dado un espacio X, encontrar un espacio Y con ciertas
propiedades (por ejemplo, que Y sea compacto, Hausdorff, etc) y una funcién contivai : X =Y
tal que para todo espacio Z que tenga ciertas propiedades (que pueden ser las mismas que las de
Y o0 no) y para toda funcién continua f : X — Z, exista una tnica funcién continua f: Y — Z
que haga conmutar el diagrama

X —l>_Y
fJ, T

AT
A

y ademads, en el caso de que X tenga ciertas propiedades extras, la i : X — Y resulte subespacio

\\

(y a veces subespacio denso).

Para la compactificacién de Stone-Cech se le pide a Y y a Z que sean compactos y Hausdorff.
Es decir: dado X espacio topoldgico, queremos encontrar un espacio Y compacto y Hausdorff
y una funcién continua ¢ : X — Y que cumpla:

(¥) VZ espacio compacto y Ty y Vf : X — Z continua,3! f:Y — Z tal que fi = f

En este caso particular, para que i : X — Y sea subespacio, como Y es compacto y T5 (y por
lo tanto T5), X debe ser Ty, ya que T5 implica T, y subespacios de Ty son T;. Pero podemos
obtener “compactificaciones” de Stone-Cech para cualquier X (v en el caso que X sea Ty serd
una compactificacion tradicional, en el sentido de que X serd subespacio denso).

Vamos a construir la compactificacién de Stone-Cech y ver en dos pasos que cumple la propiedad
(%) enunciada arriba.
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Dado un espacio X construiremos un espacio SX compacto y 75 y una funcién continua ¢ :
X — BX que extienda en forma unica las funciones continuas f : X — I. Es decir, que cumpla:

(%) Vf : X — I continua , 3! f: X — I continua tal que fi = f

Para hacer esto, consideramos [] I donde H = {h:X — I | h es continua } y la funcién
heH
i: X — ][] I dada pori(z) = (h(z))ren (que utilizamos cuando hicimos la caracterizacién de
heH
espacios Ty). Ya hemos visto que esta funcién i es continua. Notar que como I es T5, entonces

I] I es T», y como I es compacto, por el Teorema de Tychonoff, [] I es compacto.
hEH hEH

Ahora bien, dada una f : X — I continua, f € H y por lo tanto se tiene la proyeccién en la

coordenada f, ps: [[ I — Iy por lo tanto
heH

X— 1
_ heH

f /f

I

conmuta. El problema es que py : [[ I — I quizés no es la tnica funcién continua que hacer
heH
conmutar el diagrama, entonces [[ I no es el X buscado. Lo que debemos hacer es “achicarlo”
heH
un poco para conseguir unicidad. Definimos

BX =i(X)C [ 1

heH

(la clausura de i(X) en [] I con la topologia del subespacio). Notar que la co-restriccién
heH
1 : X — X sigue siendo continua porque le damos la topologia del subespacio y que 58X es

compacto y T, por ser subespacio cerrado de un compacto y 7.

Veremos que X cumple la propiedad (x*) (extiende funciones a I en forma tnica) y luego
deduciremos que también cumple la propiedad (x) (extiende funciones a cualquier compacto y
Hausdorff en forma tnica).

Definicién 6.5.4. A X se lo llama la compactificacién de Stone-Cech de X. Notar que si X es
Ty, la funcién i : X — X resulta subespacio (por el Teorema 6.4.13) y denso (por construccién
de 8X).

Para probar que 8X cumple la propiedad (#x): dada f : X — I continua, consideremos el
siguiente diagrama

Como ya dijimos, psi = f pero ps : [[ I — I no es la tnica en general que hace conmutar el
heH
diagrama, pero claramente py|;x) : i(X) — I si es la tinica tal que pyi = f (porque justamente

vale ps(i(x)) = f(z). El problema es que i(X) no tiene por qué ser compacto y es por eso que
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tomamos X = i(X) y como i(X) C BX es denso y el espacio I es Hausdorff, por Proposicién
5.3.4, prlgx : BX — I sigue siendo la tinica que cumple p¢lgxi = f. Llamando f a pf|sx,
hemos probado que X cumple la propiedad ().

Ahora probamos que cumple la propiedad (%) deseada.

Teorema 6.5.5. Sea X un espacio topolégico y sea i : X — BX la compactifiacion de Stone-
Cech. Dado K espacio compacto y Hausdorff y f : X — K continua, existe una tnica funcién
continua f : BX — K que extiende o f:

X —'sBX
fl -

AT
K

Demostracion. Sabemos que el teorema vale cuando K = I y queremos probarlo para cualquier
compacto y T. Sea K un compacto y Hausdorff, entonces K es T5 y en particular es Ty y por

lo tanto es un subespacio de un producto de copias de I, ix : K — [] I.
heH’

Sea f : X — K continua. Dada h € H' = {h: K — I | h continua}, considero el diagrama
siguiente:

X —'-8X

Y

KOS -2 1
H/

Como X cumple la propiedad (xx), considerando la funcién hf : X — I, se tiene que existe
una tnica funcién continua hf : X — I que hace conmutar el diagrama anterior. Como esto lo
hacemos para todas las h € H', por propiedad del producto obtenemos una tinica f : BX — [] I
’H/
X —‘-8Xx

f = el
i A
KT
HI
Pero nosotros queremos que f : X — K. Como ix : K — [11 es subespacio, solo nos resta

Hl
ver que en realidad f(8X) C ix(K). Pero como fi =i f, se tiene

f(BX) =f(i(X)) Cix(K) = ix(K)

La tltima igualdad se debe a que ix(K) es compacto y subespacio de un Hausdorff, y por lo
tanto es cerrado. O

Ejercicio 6.5.6. Probar que 5X es el tnico espacio compacto y Hausdorff, salvo homeomor-
fismos, que cumple la propiedad (x).



Capitulo 7

Espacios de funciones y topologia
compacto-abierta

7.1. Convergencia puntual y ley exponencial

Empecemos fijando notacién. Dados dos espacios X e Y, notaremos con YX al conjunto de
funciones de X a Y y con Hom(X,Y) al conjunto de funciones continuas de X a Y.

Nuestro objetivo es darle al conjunto Hom(X,Y") una topologfa “conveniente”.

Definamos primero la topologia de convergencia puntual. Notar primero que, visto como con-

junto, YX = [ Y. Definimos la topologia de convergencia puntual de la siguiente manera: nos
zeX

olvidamos de la topologia de X (lo vemos solo como un conjunto) y le damos a YX = [] YV
z€X

la topologia producto y a Hom(X,Y) C Y la topologfa de subespacio del producto. Esa es la
llamada topologia de convergencia puntual en Hom(X,Y'). Notar que con esta topologia, una
sub-base seria

B={S(z,U) |z e X, UCY abierto},
donde S(z,U) es el conjunto de funciones continuas de X a Y tales que f(z) € U (es decir,
p;1(U) NHom(X,Y)).
Notar que los abiertos de la sub-base S(z,U) son muy pocos y muy grandes. Un abierto de
la base equivaldria a dar finitos puntos x1,...,z, € X y abiertos Uy,...,U, C Y tales que
f(z;) € U; para todoi=1,...,n.

Esta topologfa tiene abiertos muy grandes (no separan bien las funciones continuas) y ademés
no refleja la topologia de X (solo vemos a X como un conjunto).

Por otro lado, se tiene el siguiente problema basico, que es la ley exponencial:

Ley exponencial para conjuntos. Dados A, B, C conjuntos. Denotemos ahora con Hom(A, B)
al conjunto de funciones (de conjuntos) de A a B. Notar que se tiene una biyeccién de conjuntos:

©
Hom(A x B,C) Hom(A, Hom(B, C))
»

donde ¢(f)(a)(b) = f(a,b) y ¥(g)(a,b) = g(a)(b).

Esto es lo que se llama la ley exponencial para conjuntos.
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Nuestro objetivo es tener una ley exponencial para espacios topoldgicos. Concretamente: dados
X,Y, Z espacios topolégicos, buscamos una topologia conveniente para el conjunto Hom(X,Y")
(de funciones continuas) para tener una biyeccién de conjuntos:

@

(LE) Hom(Z x X,Y) ____ Hom(Z,C(X,Y))

P
donde C(X,Y) es el conjunto Hom(X,Y) de funciones continuas, provisto de una topologia
conveniente. Las funciones de conjuntos ¢, son las definidas anteriormente: ¢(f)(z)(z) =
f(z,2), ¥(g)(z,2) = g(2)(2).
Notar que si f : Z x X — Y es continua, entonces ¢(f)(z) : X — Y es continua para todo
z € Z (es decir ¢(f)(2) € Hom(X,Y)) ya que para cada z € Z fijo, ¢(f)(z) : X = Y es la
composicién fi, donde i, : X — Z x X es i,(z) = (z,z) que es continua.
Para tener la ley exponencial (LE) lo que necesitamos es que las funciones de conjuntos ¢ y
¥ estén bien definidas. Para eso necesitamos que la topologia que le damos a C(X,Y’) cumpla
estas dos propiedades:

(1) Sif:Zx X — Y es continua, entonces ¢(f) : Z — C(X,Y) es continua (asi la ¢ queda
bien definida).

(2) Sig: Z — C(X,Y) es continua, entonces 1(g) : Z x X — Y es continua (y asf la ¢ queda
bien definida).

Entonces si la topologia que le damos a C(X,Y") cumple (1) y (2) se tendra la ley exponencial
(LE). Notar que, por definicién de las funciones, automaticamente resultaran una biyeccidn.

Vamos a conseguir una topologia adecuada para que se cumplan (1) y (2) pero no para todos
los espacios, sino para cuando el espacio X sea localmente compacto y T>. La topologia que
definiremos se llama topologia compacto-abierta y la veremos en la préxima seccién. Pero antes,
vamos a ver que podemos dar una condicién més fuerte que (2) y que es que la funcién evaluar
sea continua:

Observacién 7.1.1. Sea C(X,Y) el conjunto Hom(X,Y) con una cierta topologia. Se define
la evaluacién Ev : C(X,Y) x X =Y, Ev(f,z) = f(x). Notar que si Ev es continua entonces
C(X,Y) cumple la propiedad (2) anterior: dada g : Z — C(X,Y) continua, Fv(g X 1x) = ¥(g),
y por lo tanto si Ev continua, 1 (g) es continua.

Entonces, buscaremos una topologia en C(X,Y’) que cumpla:
(1) Si f:Zx X —Y es continua, entonces ¢(f) : Z — C(X,Y) sea continua.

(2) Ev:C(X,Y)x X — Y sea continua.

En particular esto implicard que se cumplan (1) y (2) y se tendra la (LE). Como dijimos antes,
esa topologia sera la compacto-abierta y estas condiciones valdran para el caso en que el espacio
X sea localmente compacto y T5.

7.2. Topologia compacto-abierta

Sean X e Y espacios topolégicos. Dados K C X compacto y U C Y abierto, definimos
S(K,U)={f:X =Y continuas | f(K) CU}.
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La topologia compacto-abierta en el conjunto Hom(X,Y") (de funciones continuas de X a Y)
es la generada por la sub-base = {S(K,U) | K C X compacto, U C Y abierto}.

Notar que si @ € X, S(x,U) es un elemento de § ya que K = {z} es compacto, y por lo tanto
la topologia compacto-abierta es una topologia mas fina que la de convergencia puntual.

Denotamos de ahora en mas con C(X,Y) al Hom(X,Y) con la topologia compacto-abierta.

Proposicién 7.2.1. C(X,Y) cumple la propiedad (1) anterior para todo X,Y.

Demostracion. Debemos ver que si f : Z x X — Y es continua, entonces ¢(f) lo es. Para esto
basta ver que ¢(f)~1(S(K,U)) es abierto en Z para todo K compacto de X y U abierto de Y.
Equivalentemente, veamos que su complemento es cerrado.

Como f es continua, entonces f~1(U) es abierto de Z x X y por lo tanto f~3(U) N (Z x K)
es abierto en Z x K. Su complemento (f~1(U) N (Z x K))¢ es entonces cerrado en Z x K y
por compacidad, la proyeccién en Z, pz((f~1(U) N (Z x K))¢) es un cerrado de Z. Pero este
conjunto es exactamente (¢(f)~1(S(K,U)))e. O

Proposicién 7.2.2. Si X es localmente compacto y T5, entonces C(X,Y’) cumple (2'), es decir
la evaluacién Ev: C(X,Y) x X — Y es continua.

Demostracion. Sea U un abierto de Y y sea (f,x) € C(X,Y) x X tal que Ev(f,x) € U. Veamos
que existe un abierto A C C(X,Y) x X que contiene al punto (f,z) y tal que Ev(A) C U. Como
f(x) = Ev(f,x) € U, entonces © € f~1(U) que es un abierto de X al que denotamos W. Como
X es localmente compacto y Hausdorff, por la Proposicién 6.3.2 existe un abierto V' de X tal
quex € VCV CW yV es compacto.

Tomamos A = S(V,U) x V. Notar que A es un abierto de C(X,Y) x X, que (f,z) € Ay que
Ev(A)CU. O

Corolario 7.2.3. Si X es localmente compacto y Hausdorff, C(X,Y’) cumple la ley exponencial
(LE).

Finalmente observemos que si C'(X,Y") es otra topologfa en Hom(X,Y) que hace a la evaluacién
Ev : C'(X,Y) x X — Y continua, entonces C'(X,Y) es mds fina que la compacto abierta
C(X,Y),yaquesi Ev:C'(X,Y)xX — Y es continua, por Proposicién 7.2.1 o(Ev) : C'(X,Y) —
C(X,Y) es continua. Pero o(Ev)(h)(x) = Fv(h,z) = h(x) Va. Es decir ¢(Ev)(h) = h Vh y
por lo tanto ¢(Ev) = 1 (la identidad). Como la identidad C'(X,Y) — C(X,Y) es continua,
C'(X,Y) es més fina que C(X,Y).
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Capitulo 8

Espacios de adjuncion e
introduccion a los CW-complejos

8.1. Espacios de adjuncién

Queremos construir espacios pegando dos o més espacios. Cuando estudiamos cocientes vimos
cémo construir nuevos espacios a partir de pegar (o identificar) puntos de un espacio dado.
Ahora hacemos algo similar pero identificando o pegando puntos de distintos espacios. Veamos
algunos ejemplos antes de formalizar esto.

Ejemplos 8.1.1. 1. Tomamos el cilindro (hueco) S' x I y le pegamos un disco D? identifi-
cando los puntos del borde del disco OD? = S! con el borde de abajo del cilindro hueco
St x {0}.
| S— e

El espacio que nos queda, que es como una lata vacia sin la tapa de arriba (pero con la
tapa de abajo) es homeomorfo al disco D?. Si uno quiere definir el homeomorfismo de
este espacio construido al disco D?, lo va a poder hacer definiendo funciones en los dos
espacios que pegamos ¢ : S! x I — D? y o, : D? — D? tales que se peguen bien (es decir,
que coincidan en las partes que identificamos para armar el espacio).

2. De nuevo tomamos S' x I pero lo vemos “doblado” y le pegamos otra copia igual identi-
ficando los bordes de un cilindro con el otro y obtenemos el toro.

3. También podemos obtener espacios pegandos espacios recursivamente. Por ejemplo, po-
demos construir la esfera n-dimensional S = {x € R"*! | ||z|| = 1} a partir de “celdas”
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dimensioén por dimensién, de la siguiente manera. En el Paso 0 empezamos con dos puntos
aislados (es decir S?), a esos puntos los llamamos O-celdas y los denotamos €° y ei. En el
Paso 1 vemos a S° = {e? , egr} como ecuador de S! y construimos S! pegando al ecuador
dos copias de D! identificando los bordes de cada D! con los puntos de S° (los D! serdn los
hemisferios de la esfera S' construida). Recursivamente, en el Paso m obtengo S™ a partir
de su ecuador S™~! pegando dos copias de D™ identificando sus bordes con el ecuador.

+ e B ezi)

. Pero qué significa pegar espacios? Los espacios se pegan mediante funciones continuas. Que-
remos pegar un espacio X con un espacio B identificando un subespacio cerrado A C X con su
imagen por una funcién continua f: A — B.

Definiciéon 8.1.2. Sean X y B espacios topoldgicos, sea A un subespacio cerrado de X y
f + A — DB una funcién continua. El espacio de adjuncién B Uy X se define a partir de la
unién disjunta B[] X identificando los puntos a € A con los puntos f(a) € B. Concretamente
BUy X = B][X/ ~ donde ~ es la relacién de equivalencia generada por la relacién a ~
f(a) Va € A. A la funcién f: A — B se la llama funcién de adjuncién.

Notar que si f no es inyectiva y se tienen a,a’ € A tales que f(a) = f(a') entonces a ~ a’. Por
eso decimos la relacién generada por a ~ f(a) (la hacemos transitiva).

Sea i : A — X la inclusién. Definimos i : B — B Uy X como i(b) = [b] (la clase de b en el
cociente), es decir i es la composicién de la inclusién de B en B[ X con la funcién cociente
B[ X — B Uy X. Similarmente definimos f : X — B Uy X como f(z) = [z]. Notar que si
a € A, se tiene f(a) = [a] = [f(a)]. Se tiene entonces un diagrama conmutativo:

A—7t .

|- |

x—Lpux

Las notaciones 7, f se deben a que, en el diagrama, son las funciones que estan enfrente de las
1, f dadas.

Observacién 8.1.3. Notar que como B ][ X tiene la topologfa final respecto de las inclusiones
de By X y la funcién cociente B[[ X — B Us X es en particular final, entonces B Uy X
tiene la topologfa final respecto de las funciones i : B — BU; X y f: X — B Uy X. Es decir:

U C BU; X es abierto si y solo si f_l(U) CBy fﬁl(U) son abiertos en B y X respectivamente.

Notar que si z,2’ € X \ A, entonces [z] = [2/] siy solo si x = 2’ (la relacién ~ solo puede
identificar puntos de A). Si b1’ € B, entonces [b] = [V/] si y solo si b = b'. Es decir, como
conjunto (no como espacio topolégico), B Uy X es la unién disjunta de B y X \ A (los puntos
de A quedan pegados con su imagen f(a) € B).
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Ejemplo 8.1.4. Sabemos que otra forma de obtener S™ es como cociente del disco identificando
todos los puntos del borde S* = D™ /9D™. Pero esto es lo mismo que tomar X = D", A = JD",
B = x (singleton) y la funcién f : A — B constante (la tnica funcién al punto). Y asf
S* = Uy D™

Como deciamos anteriormente, para definir una funcién continua g que salga del espacio de
adjuncién BUy X a otro espacio, basta definir funciones continuas en los espacios que pegamos
B, X, de tal manera que las funciones se peguen bien (es decir al restringirlas a A coincidan).
Eso es lo que dice la siguiente proposicién, cuya demostracion queda a cargo del lector.

Proposicién 8.1.5. El espacio de adjuncién B Uy X cumple la siguiente propiedad universal:
para todo Z espacio topoldgico y para todo par de funciones continuas g : B — Z, gx :
X — Z tales que gpf = gxi, existe una unica funcién continua g : BUy X — Z tal que
gi = gB, 9f = gx. Esto se esquematiza en el siguiente diagrama:

Por ejemplo, como indicamos en el ftem (1) de Ejemplos 8.1.1, para definir el homeomorfismo
del espacio de adjuncién a D?, basta definir funciones ; : S! x I — D? y ¢y : D? — D? que se
peguen bien.

Ejemplos 8.1.6. 1. Si A = () entonces BUy X = B[] X (no se identifica nada).

2.81A=Xy f: A= X — B es cualquier funcién continua, entonces B Uy X = B (todo
X queda fundido en su imagen en B).

3.51A=By f=1p: A — B, entonces BUy X = X.

4. Sean F,G C 'Y subespacios cerrados de un espacio Y. Sea A=FNG, X=F, B=Gy
la funcién f: A= FNG — B = G la inclusion. Entonces el espacio de adjuncién en este
caso es F'U G con la topologia de subespacio de Y. ;Por qué?

5. Si B = * entonces el espacio de adjuncién es el cociente X/A.

Unién en un punto. Si A = {zo}, 2o € Xy f: A— Bes f(zg) = by € B, entonces BUy X
se llama la unién en un punto de X y B,y es el resultado de pagar a X con B identificando el
punto xg con el punto bg.

JEYE
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Este espacio se denota B V X y también se lo llama la unién wedge de B y X. Por ejemplo, si
X = B =S!, el espacio S' VS! se denomina “figura 8” (o simplemente “el 8”).

Adjuncién de n-celdas. Vamos a generalizar lo que hicimos en el item (3) de los Ejemplos
8.1.1.Sea X =D"y A=0D" = S""!. Sea f: JD" — B una funcién continua.

B

| e |

D" —'BU; X =BUen

En este caso, al espacio de adjuncién BU;ID" se lo denota BUe™ y decimos que BUe™ se obtiene
de B adjunténdole una n-celda. La n-celda e™ es la imagen de D™ por f (e" = f(D") C BUe™)
y la funcién f se llama funcién caracteristica de la celda.

Veamos algunos ejemplos de adjuncién de celdas y de como armar espacios adjuntando celdas
de distintas dimensiones.

Para n = 0, con la convencién de que S™! = ), como DY = x adjuntar una 0-celda a un espacio
B es hacer la unién disjunta de B con un punto *.

Para n = 1, pegar una l-celda es pegar un intervalo D! a B identificando los extremos del
intervalo con dos puntos o un punto de B, segtin si la f : S = {—1,1} — B es inyectiva o no.

e!
!
B B

Notar que la celda e™ = f(D™) no es necesariamente homeomorfa a D".

Veamos algunos ejemplos de adjuntar 2-celdas.

1. Adjuntamos una 2-celda a un cilindro B = S' x I mediante la funcién identidad 1 : St —
St.
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2. Si f:S! — B es constante.

3. B=Sty f:S! = Sles f(z) = 22 (pensando a S' C C). En ese caso B U e? es el plano
proyectivo RP2.

4. Veamos cémo armar el toro a partir de un punto (0-celda) €°, adjuntando primero dos
1-celdas y luego una 2-celda:

o e, eb /\
Nl

Adjuntamos 2 Adjuntamos 1

1-celdas w/ T

Yo
vy©
Iy

b A Ab

=¥

Veamos ahora cémo construir S™ de dos formas distintas. La primera es como hicimos en el
item (3) de Ejemplos 8.1.1, que tiene dos m-celdas por cada 0 < m < n. Otra forma distinta

de armar S™ es con una 0O-celda e’ y adjuntando luego una n-celda e™:

St ok —¢0

e

D" ——S" =%xUe"
Asi obtenemos una estructura para S™ con una 0-celda y una n-celda

Para terminar esta seccién, veamos algunas propiedades bésicas de los espacios de adjuncién.
La siguiente proposicion es facil de probar, dejamos la demostracién a cargo del lector.

Proposiciéon 8.1.7. Sean X, B espacios topoldgicos, A C X subespacio cerradoy f: A — B
continua. Sea B Uy X el espacio de adjuncién y sean i : B — B Uy X, f:X > B Ur X las
funciones i(b) = [b], f(x) = [z]. Entonces se tiene:

i: B — BUjs X es subespacio cerrado.

2. ﬂX\A : X\ A — BU; X es subespacio abierto.

Hay ejemplos de espacios B y X Hausdorff tales que BU¢ X no es Hausdorff. Dejamos al lector
pensar algunos ejemplos. Pero bajo ciertas condiciones extras en A y X, se cumple que BUy X
es Hausdorff (si B y X lo son). El lector puede consultar el libro | | para més detalles.
Estas condiciones extras en A y X son cumplidas por A = S*~! C X = D" y por lo tanto se
tiene el siguiente resultado:
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Corolario 8.1.8. Si B es Tb, el espacio BUe™ que se obtiene adjuntandole una n-celda también
lo es.

8.2. CW-complejos

Recordemos que adjuntar una n-celda a un espacio B es tomar el espacio de adjuncién

s-1_ . p

| w |

]D”4f>BUe"

La funcién f es la funcién de adjuncién de la celda, la f es la caracteristica de la celda, la celda
e” es la imagen del disco via la funcién f. El borde de la celda es é¢" = f(S"™1) C e y el

o
interior de la celda es e™ = e™ \ é".

[e] o
Notar que, por la Proposicién 8.1.7, f| . : D™ — €™ es un homeomorfismo. Es decir, los
n
interiores de las celdas son homeomorfos a discos abiertos.

Podemos también adjuntar muchas n-celdas al mismo tiempo (el mismo n para todas las celdas):
sea A un conjunto arbitrario (eventualmente vacio), consideramos el espacio de adjuncién

1 Uafa

I s* B

a€cA

Z\L ADJ

I D" ——= B U, e?
acA
Decimos en este caso que el espacio B U, el se obtiene de B adjuntdndole n-celdas (indexadas
por el conjunto A).

Si A =0, BU, e = B. Notar que los interiores de las n-celdas adjuntadas no se intersecan (las
n-celdas adjuntadas solo se intersecan en el borde).

Por lo dicho al final de la seccién anterior, si B es Ts, al adjuntar n-celdas sigue siendo T5.

Definiciéon 8.2.1. Sea X un espacio topoldgico. Una estructura de CW-complejo para X
consiste un un filtracién por subespacios:
X0cxtcXx?*cCc..CcXrCcX"C...CX

tal que:



8.2 CW-complejos 73

1. X? es un subespacio discreto (y sus elementos se llaman 0O-celdas).

2. Para todo n, X™ se obtiene de X"~ ! adjunténdole n-celdas (indexadas en cierto conjunto
Jn)-

3. X = U X™ con la topologia final (es decir U C X es abierto si y solo si UNX™ es abierto
n>0
en X" para todo n > 0).

Los subespacios X™ se llaman los n-esqueletos de X.

Definicién 8.2.2. Un CW-complejo es un espacio topolégico X que admite una estructura de
CW-complejo.

En general, si un espacio admite una estructura de CW-complejo entonces admite infinitas
estructuras de CW-complejos. Cuando hablemos de un CW-complejo X estaremos pensando
en un espacio con una estructura de CW-complejo fijada.

Sea X un CW-complejo (con estructura fijada). Decimos que dimX =n si X = X"y X #
X"~1 Notar que, como X es discreto (y en particular es Ty) y adjuntar celdas preserva la
condicién de Hausdorff, se ve inmediatamente que los CW-complejos de dimensién finita son
Ts. En realidad, aunque la dimension de X sea infinita, se puede probar que también es T5.

Dejamos la demostracién de los siguientes dos ejercicios (no triviales) a cargo del lector.

Proposicion 8.2.3. Sea X un CW-complejo. Entonces X tiene la topologia final respecto de
sus celdas (cerradas) {e? | n >0, a € J,}.

Proposicién 8.2.4. Un CW-complejo es finito (es decir tiene finitas celdas) si y solo si es
compacto.

Dado un CW-complejo finito X (con estructura fija), se define la caracteristica de Euler de X
como

X(X) = (-1)ay,

n>0

donde «,, es la cantidad de n-celdas de X.

Ejemplos 8.2.5. 1. Algunas estructuras para S'

a0

Notar que con todas las estructuras x(S!) = 0

2. Algunas estructuras para D?:

i O
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Notar que con todas las estructuras y(D?) = 1

En realidad vale que x(X) no depende de la estructura elegida, es un invariante topoldgico y
depede solo de la homologia de X.

El Ejemplo 4 de la pagina 76 muestra como armar el toro con una 0-celda, dos 1-celdas y una
2-celda, con lo cual x(T') = 0.

8.3. Breve introduccion a los complejos simpliciales

Sea n > 0. Un n-simplex (geométrico) o en R™ (para algin m > n) es la cdpsula convexa de
n + 1 puntos de R™ afinmente independientes, que se llaman vértices de o.

-
O-simplex  1-simplex 2-simplex 3-simplex
n
Notar que los vértices vy, ...,v, de o lo determinan, ya que o = {>_ t;v; | t; >0, D t; =1},
i=0

pero también quedan determinados por o. Entonces muchas veces identificamos a o con el
conjunto de sus vértices o = {vg, ..., v, }.

El n-simplex estdndar en R"*! es

A" ={(to,...,tn) ER"™ Y t; =1, t; > 0}

1
A° Vin, A
—.—
v
0
Vg

Notar que los vértices de A™ son los elementos de la base canénica de R" 1. Los A™ apareceran
cuando veamos homologia singular.

Si o es un n-simplex, decimos que dim o = n. Dados dos simplices o, 7, decimos que o es cara
de 7, y escribimos o < 7 si ¢ es la capsula convexa de un subconjunto de vértices de 7.
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Definicién 8.3.1. Un complejo simplicial (finito) es la unién de finitos simplicies K = {J, g, 0 C
R™, tal que para todo par de simplices 0,7 € Sk, o N7 =0 0 0cN7 <0, 7. La topologfa de K
es la final con respecto a la familia de simplices que lo conforman, o equivalentemente (como
son finitos cerrados de R™) es la de subespacio de R™.

Un espacio topolégico X se dice poliedro (compacto) si existe un complejo simplicial (finito)
K tal que X es homeomorfo a K. A K (con la estructura simplicial inherente) se lo llama una
triangulacion de X.

Ejemplo 8.3.2. La figura que estd a la izquierda no es una triangulacién de un espacio (es
decir, no es un complejo simplicial) porque o N 7 no es cara ni de ¢ ni de 7. La figura de la
derecha es una triangulacion del mismo espacio subyacente.

Ejemplos 8.3.3. 1. Triangulaciones de D?2.

2. Busquemos una triangulaciéon de la banda de Mobius, que es el espacio que se obtiene de
I x I identificando los puntos de la forma (0,t) con los de la forma (1,1 — ).

a A Ya

La siguiente NO es una triangulaciéon de la banda de Mobius, ya que los triangulos en
realidad no son tridngulos (notar que no tienen 3 vértices distintos).

w v
a i Ya
v w

La siguiente TAMPOCO es una triangulacién de la banda de M&bius, aunque todos son
tridngulos (es decir, es una triangulacién de algin espacio) porque identifica més puntos
que los que hay que identificar (hay dos tridngulos que son el mismo).
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Y
W v
a A Y a
v w




Capitulo 9

Homotopia y grupo fundamental

9.1. Homotopias

Recordemos que I = [0, 1] con la topologia usual.

Definicién 9.1.1. Sean f,g : X — Y funciones continuas. Una homotopia de f a g es una
funcién continua H : X x I — Y tal que H(z,0) = f(z), H(z,1) = g(x) para todo z € X.
Denotamos H : f ~ g.

Xx1
I H
f Xx0
X

Es decir, la homotopia H deforma continuamente la funcién f (que es lo que vale H en el
instante de tiempo ¢ = 0) en la funcién g (que es lo que vale H en el instante de tiempo ¢ = 1).

Decimos que f es homotépica a g (y denotamos f =~ g) si existe alguna H : X x I —» Y
homotopia de f a g.

Observacion 9.1.2. Dada H : X x I — Y, H : f ~ g, se tiene para todo instante de tiempo
t € I una funcién continua H; : X — Y definida por H;(x) = H(x,t), que es la deformacién de
la funcién inicial f = Hy en el instante de tiempo ¢. Al llegar al instante ¢t = 1, se tiene H; = g.
Esto nos da una familia {H;}:er de funciones continuas. Pero la homotopia H : f ~ g es
continua en z y en t (no solo es tener la familia de las H; continuas, sino que la deformacién
también es continua en la variable t).

Sean ip,41 : X = X X I, ig(x) = (x,0), i1(z) = (x,1) las inclusiones de X en las tapas del
cilindro X x I. Notar que una homotopia H : f ~ g es una funcién continua H : X x I - Y
tal que Hig = f, Hiy = g.

Definicién 9.1.3. Dada H : f ~ g, definimos H : g ~ f como H(z,t) = H(z,1 — t). Notar
que H(z,0) = H(z,1) = g(z) y H(z,1) = H(z,0) = f(x). Es decir H : g ~ f.

Lo esquematizamos asi:
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g f
XX1 Xx1

I H — I H
f X X0 g X X0

S
B

Definiciéon 9.1.4. Dadas f,g,h : X — Y continuas y homotopias H : f ~ g, G : g ~ h,
definimos la composicion vertical de homotopias H x G : X x I — Y como

H (z,2t) 0<t<1/2

HxG(x,t) =
(1) {G(:c,2t—1) 1/2<t<1

Notar que H * G estd bien definida (H(x,1) = G(z,0)) y es continua por el lema de pegado
para cerrados. Ademds H * G(x,0) = H(x,0) = f(x) y H*G(z,1) = G(z,1) = h(x) y por lo
tanto H « G : f ~ h.

Esquematizamos asi

h
— Xx1
G
I g Xx1/2
H
f XX0
X

Lo que hace la homotopia H * G es aplicar primero la deformaciéon H al doble de velocidad y
luego la G también al doble de velocidad.

Proposicién 9.1.5. ~ es una relacién de equivalencia en el conjunto Hom(X,Y") de funciones
continuas de X a Y.

Demostracion. Para ver que f ~ f, tomamos H(z,t) = f(x) Vt. Esto prueba que es reflexiva.
Si H: f ~ g, entonces H : g ~ f. Esto prueba que es simétrica.
SiH:f~g, G:g~h,entonces H*G : f ~ h. Esto prueba transitividad.

O

Ejemplo 9.1.6. Sea Y C R™ un subespacio convexo (recordemos que esto significa que para
todo par de puntos a,b € Y, el segmento que los une {ta + (1 —¢)b | ¢ € I'} estd contenido en Y').
Dado X un espacio topolégicoy f, g : X — Y continuas, se tiene una homotopia H : X xI — Y
definida por H(x,t) = tf(x)+ (1 —t)g(x). Notar que H estd bien definida y es continua porque
Y es subespacio convexoy H : g ~ f.

Proposicion 9.1.7. ~ se lleva bien con la composicién de funciones. Es decir: dadas fo, f1 :
X =Y, go,01 : Y — Z continuas tal que fo ~ f1, go =~ g1, entonces gofo >~ g1 f1-

Demostracion. Como =~ es relacién de equivalencia, por transitividad basta ver que si fo >~ f1
entonces gfy >~ gf1 y que si gg >~ g1 entonces gof ~ g1 f.
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Si fo ~ f1 entonces existe H : X x I — Y tal que Hy = fy, H1 = f1. Dada g : Y — Z considero
G:XxI—Z G=gH. Esclaro que G : gfy ~ gf1.

Supongamos ahora que tenemos go >~ g1 : Y = Zyuna f: X - Y. SiH:Y X[ — Z es
una homotopia H : gg ~ g1, entonces G : X x I — Z definida por G(x,t) = H(f(x),t) es una
homotopfa entre gof y g1f. Notar que G es continua ya que G = H(f x 1j). O

Definiciéon 9.1.8. Una equivalencia homotodpica es una funcién continua f : X — Y tal que
existe una funcién continua g : ¥ — X con gf ~ 1x y fg >~ 1y. Dados dos espacios X,Y,
decimos que son homotépicamente equivalentes o que tienen el mismo tipo homotoépico si existe
alguna f: X — Y equivalencia homotépica. Denotamos en este caso X ~ Y.

La equivalencias homotépicas son deformaciones de un espacio en otro. Dos espacios son ho-
motopicamente equivalentes si se pueden deformar continuamente uno en el otro.

Ejemplos 9.1.9. 1. Si f: X = Y es un homeomorfismo, entonces en particular es una
equivalencia homotodpica. En particular dos espacios homeomorfos son homotépicamente
equivalentes.

2. La inclusién i : S® — R™™1\ {0} es una equivalencia homotépica. Una inversa homotdpica
es por ejemplo la funcién r : R**1\ {0} — S™ definida por r(z) = ey Notar que ri = lgn

(en particular, 7i ~ 1g+) y que ir(z) = ﬁ =~ lgn+1\q0}- Para ver que ﬁ >~ Ignt1\{0}

podemos tomar H : R"™1\ {0} x I — R"™1\ {0}, H(x,y) =tz + (1 — t) e due estd
bien definida y es continua ya que z # 0.

Definiciéon 9.1.10. Una funcién f : X — Y se dice null homotépica si es homotdpica a la
funcién constante ¢, para algin y € Y (¢, denota la funcién constante y). Un espacio X se dice
contractil si es homotopicamente equivalente al singleton .

Ejemplos 9.1.11. 1. Si Y C R™ es un subespacio convexo entonces es contractil.

2. El Peine (ver Ejemplos 4.1.10) es contréctil.

Dejamos la demostracion del siguiente resultado a cargo del lector.

Proposicion 9.1.12. Sea X un espacio topoldgico. Son equivalentes:

1. X es contractil.

2. 1x : X — X es null homotépica.

3. 1x ~ ¢, para todo x € X (¢, es la funcién constante x).

4. Para todo espacio Z y para toda funcion continua f : Z — X, f ~ ¢, para todo x € X.

5. Para todo espacio Z y para toda funcién continua g : X — Z existe algtiin z € Z tal que
g c,.

Veamos ahora el concepto de homotopia relativa que serd de gran utilidad para entender los
retractos por deformacién fuerte y también para definir luego homotopias de caminos y lazos y
el grupo fundamental.

Definicién 9.1.13. Sea A C X un subespacio y f,g: X — Y continuas tales que f|4 = g|a.
Decimos que f es homotdpica a g relativo a A (y notamos f ~ g rel A) si existe una homotopia
H : f ~ g tal que para todo instante de tiempo t € I, Hi|la = f|la = g|la (es decir, H(a,t) =
fla) = g(a) Va € A).
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Lo que hace la homotopia relativa es deformar la f en la g dejando fijo a A en todo instante de
tiempo.

Notar que ~ rel A es una relacién de equivalencia.

Un caso particular de homotopia relativa es cuando A es un punto: Sea X un espacioy xg € X.
Dadas f,g: X — Y tales que f(xo) = g(xo) denotamos f ~ g rel z¢ a f ~ g rel {zo}.

Teorema 9.1.14. Sea f :S™ — X continua y sea py € S™. Son equivalentes:
(i) [ es null homotdpica.

(i) f se extiende continuamente al disco D" (es decir existe f : D" — X continua tal

que fls» = f).

(i1i) f ~c rel pg (donde c es alguna funcidén constante).

Demostracion. (i) = (it) Como f es null homotdpica, existe g € X tal que f ~ ¢;,. Sea
H:S"x1— X, H: f~cg,. Definimos f: D" — X como

L 2l < 1/2
f(z)_{Hw 2-92ll) 1/2<z<1

211"

Notar que festé bien definida y es continua (por el lema de pegado para cerrados) y f

o =1
(i) = (iéi) Dada f D" - X tal que flgn = f, definimos H : S" x I — X como H(y,t) =

f(tPy+ (1 —t)y). Notar que H : f ~ c rel pg donde la constante es f(pp).

Po

py+(1-t)y

(#4i) = (4) es trivial por definicién. O

Recordemos que un subespacio A C X es un retracto si existe r : X — A continua tal que
r|la = 1a (equivalentemente, ri = 14 donde i : A — X es la inclusién).

Observacién 9.1.15. Del teorema anterior deducimos que S® C D™t es un retracto si y solo
si la identidad 1g» : S® — S™ se extiende continuamente al disco D™ *! si y solo si 1g» es null
homotopica, es decir, si y solo si S™ es contractil. Veremos maés adelante que S™ no es contractil
y por lo tanto S* ¢ D™*! no es un retracto.

Definicién 9.1.16. 1. A C X se dice retracto por deformacion si existe r : X — A retrac-
cién (es decir i = 14, donde 7 : A — X es la inclusién) tal que ir ~ 1x. Notar que en
particular A ~ X.

2. A C X se dice retracto por deformacién fuerte (abreviaremos rdf) si existe r : X — A
retraccion tal que ir ~ 1x rel A.

Observacién 9.1.17. Dado zy € X, es ficil ver que {z¢} C X es siempre un retracto (tomar
T = ¢y, ). Notar que {9} C X es retracto por deformacion si y solo si X es contrictil.
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Ejemplos 9.1.18. 1. S* C R""1\ {0} es rdf.
2. Si C C R"™ es un convexo, entonces para todo z € C, {z} C C es rdf.

3. El peine P es contréctil y por lo tanto {(0,1)} C P es retracto por deformacién, pero
{(0,1)} C P no es rdf (Ejercicio).

9.2. Grupoide fundamental y grupo fundamental

Recordemos primero que, dado un espacio X y dados z,y € X, un camino de x a y es una
funcién continua w : I — X tal que w(0) = x, w(1) = y. Lo denotamos = <% y. Si tenemos un

. w . w . . e .
camino £ — y y un camino y — z, se tiene la composicién o producto de caminos w * w’ que
es un camino de x a z, donde

w(2t 0<t<1/2
wrw(t) = (2t) st<1/

w(2t—-1) 1/2<t<1
Recordemos también que dado w camino de = a y se tiene el camino inverso w de y a = definido
por W(t) = w(l —t).
Dado z € X denotamos con ¢, : I — X al camino constante ¢, (t) = = Vt € I.
Notemos primero que en general w * @ # ¢, (w*w') *w” #w* (W * W) y w* ¢y £ w.
Definicién 9.2.1. Dados dos caminos w,w’ de x a y, decimos que w y w’ son homotdpicos como
caminos si w ~ w’ rel {0,1}. Es decir, existe H : I x I — X tal que: H(s,0) = w(s), H(s,1) =
w'(s), H(0,t) = Vt, H(1,t) =y Vt.

Lo esquematizamos asi:

'

Denotamos w ~ w’ cuando son homotdpicos como caminos.
P

Observacion 9.2.2. ~ es una relacién de equivalencia en el conjunto de caminos de z a y.
2

Proposiciéon 9.2.3. se lleva bien con la composicién de caminos. Es decir, si w,w’ son

~
p

!
0%

caminos de x a y y 7,7 son caminos de y a 2z y w ~ ', v~ 7/, entonces w *y ~ w' xv'.
P P )
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Demostracion. Sean H : w ~ ', G : v ~ ~'. Consideramos la composicién horizontal de

P P
homotopias de caminos H + G : [ x I — X definida por:

H(2s,t) 0<s<1/2

H+G(s,t) =
(5,2) {G(2s—1,t) 1/2<s<1

Esquematizamos asi:

w’ gl
T H ¥ G =z
w v

Notar que H + G esta bien definida y es continua (por lema de pegado para cerrados) y cumple
H+G(s,0) =wx*xy, H+G(s,1)=w' %+, H+G(0,t) =z, H+ G(1,t) = z. O

Ahora ya estamos en condiciones de definir el grupoide fundamental y el grupo fundamental, pe-
ro primero entendamos bien cudl es la estructura algebraica detras de esto. Es decir, estudiemos
en general a los grupoides y sus propiedades bésicas.

Definicién 9.2.4. Un grupoide G consiste de:

(1) Un conjunto Obj(G) de objetos.
(2) Para todo a,b € Obj(G) un conjuntos de morfismos o flechas de a a b denotado G(a, b).

(3) Una regla de composicién o producto para todo a,b, ¢ € Obj(G):
x:G(a,b) x G(b,c) = G(a,c)
que cumple

(i) Asociatividad: w * (W' * w") = (w* ') * w".

(ii) Identidades: Va € Obj(G) existe e, € G(a,a) tal que w*e, = w para todo w € G(b, a)
(para todo b), y e, * w = w para todo w € G(a,b) (para todo b).

(iii) Inversos: Vw € G(a,b), 3w € G(b,a) tal que wxW =€,y W* w = €.

Vamos a introducir algo de notacién. Dado un grupoide G y dado a € Obj(G), denotamos G, al
conjunto G(a,a) (flechas de a a a). Notar que (G,, *) es un grupo (con la composicién heredada
de G) donde e, es el neutro y @ es el inverso de w. De hecho, todo grupo G se puede ver como
un grupoide G con un unico objeto 0, donde Gy = G con la composicién dada por el producto
de G.

Un grupoide G se dice conexo si para todo par de objetos a,b € Obj(G) existe alguna flecha
entre ellos, es decir G(a,b) # 0. G se dice simplemente conexo si para todo a,b € Obj(G), G(a,b)
tiene exactamente un elemento.

Estudiemos ahora la conjugacion en grupoides, que serd necesaria luego para entender por qué
el grupo fundamental de un espacio arco-conexo no depende (salvo isomorfismos) del punto
base elegido.
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Sea G un grupoide, sean a,b € Obj(G) y sea w € G(a,b). Se tiene un isomorfismo de grupos
(llamado “conjugacién por w”): & : G, — Gy, definido por &(a) = T * a *w. Notar que ™' =&
En particular, si G es conexo, todos los grupos G, son isomorfos para todo a € Obj(G).

= w.

Miés generalmente, si o € G(a,a’) y 8 € G(b,V’) se tiene una biyeccién de conjuntos ¢ : G(a,b) —
G(d',V') dada por p(w) =@ *xw * .
Dejamos la demostracién del siguiente resultado como ejercicio.

Proposicién 9.2.5. Sea G un grupoide y sean a,b € Obj(G) tales que G(a,b) # 0. Entonces
G, es un grupo abeliano si y solo si Vo, 8 € G(a,b), & = 5.

Definicién 9.2.6. Sean G, H grupoides. Un morfismo de grupoides F' : G — H le asigna a cada
a € Obj(G) un objeto F(a) € Obj(H) y a cada w € G(a,b) una F(w) € H(F(a), F(b)) tal que
F(ea) = ep(a) para todo a € Obj(G) y F(w*w') = F(w) * F(w').

Observar que si G y H son grupos vistos como grupoides con un solo objeto G, H, entonces un
morfismo de grupos de G a H es lo mismo que un morfismo de grupoides de G a H.

Ahora definimos el grupoide fundamental de un espacio.

Definicién 9.2.7. Sea X un espacio topoldgico. Se define el grupoide fundamental de X como
el grupoide 71 (X) cuyos objetos son Obj(m1 (X)) = X (los objetos son los puntos de X) y para
cada x,y € X las flechas de x a Y son:

m (X, z,y) = {[w] | w camino de z a y}

donde [w] denota la clase del camino w por la relacién de equivalencia ~; es decir [w] = [W/]
si w ~ w’. La composicién o producto en el grupoide 71 (X) estd dada pzz)r la composicién de
camirfos:

xom (X, x,y) x m(X,y,2) = m (X, z, 2)
[w] % [w'] := [w*w']. Notar que la composicién estd bien definida en las clases por la Proposicién
9.2.3.

Para verificar que efectivamente 71(X) es un grupoide tenemos que chequear que:

1. Existen identidades: para todo z € X existe e, € m(X,z,z) tal que [w] x e, = [w] y
ey * [w] = [w].

2. Asociatividad: ([w] * [w']) * [w"] = [w] * (Jw'] * [W"]).

3. Tnversos: V[w] 3 [w] tal que [w] * [w] = €4, [w] * [w] = e,.

Estas tres propiedades se deducirdn inmediatamente del siguiente teorema, tomando e, = [c;]

donde ¢, es el camino constante x, y [w] = [@].

/ 1"

Teorema 9.2.8. Sea X un espacio topoldgico. Dados x <>y, y == z, z == u caminos en X.
Entonces:

(i) co*w > w, wcy ~w (donde ¢, es el camino constante x).
P P
(11) (w*w')*w” ~wx (W xw").
P

(1ii) wW* W~ Ccp, W W X Cy.
P P
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Demostracion. (i) Veamos que w * ¢, ~ w. Para eso definimos H : I x I — X como
P

H(s,t) = {:(tisl) (27

t+1
2

= A
IN

IN ®

S

IN
_

El siguiente es el equema de la homotopia definida, notar que para cada instante de tiempo ¢

t+1

recorremos w reparametrizado para que termine en la recta s = “5= y luego seguimos con el

camino constante y hasta s = 1:

Notar que H : w * ¢y ~ w.
P

(i¢) Definimos H : I x I — X como

w(zT) 0<s<
H(s,t) = w’(4(5—%)) %gsg%
W((FH)(s—52) HE<s<1

En esta caso la homotopia en el instante ¢ recorre w,w’ y w” a velocidades que varian propor-
cionalmente. El esquema de la homotopia es el siguiente:

(#91) Veamos que w * W =~ ¢;. En esta caso, la homotopfa H : I x I — X recorre proporcional-
p

mente con el tiempo, al camino constante x, luego recorre w y @ truncados (se van cancelando
proporcionalmente al tiempo ) y termina nuevamente con el camino constante x. Concreta-
mente:

T 0<s<t/2
2s —t 1/2<s5<1/2

His.t) = w(2s —1) /2<s<1/

w2—-2s—1t) 1/2<s<1-1t/2

x 1-t/2<s<1

El esquema de la homotopia es:
x
x x
x — T
w | w
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O

Hemos probado entonces que 71 (X) es un grupoide. Ahora bien, dado zy € X, se tiene el grupo
m1(X, 2o, 2p) de las clases (médulo ~) de caminos de xg a xp, donde el producto es la (clase
P

de la) composicién de caminos. A este grupo lo denotamos simplemente 71 (X, o) y se llama el
“grupo fundamental de X con punto base xy”. Sus elementos entonces son clases de caminos
de g a zg. A los caminos de xg a zg los llamaremos de ahora en méas “lazos en xq”, y dados
dos lazos w,w’, [w] = [w'] si w ~ w'.

P

Por las definiciones y propiedades que vimos para grupoides (en general), deducimos las si-
guientes observaciones:

Observacién 9.2.9. X es un espacio arco-conexo si y solo si 7 (X) es grupoide conexo.

Observacién 9.2.10. Dados z,y € X y un camino = — ¥, se tiene un isomorfismo de grupos:
a:m(X,z) > m(X,y)

definido por &([w]) = [@ * w * o] (la conjugacién por a). El inverso es @ (la conjugacién por el
inverso de «). En particular, si X es arco-conexo, para todo z,y € X se tiene que 7 (X,z) y
71(X, y) son isomorfos.

Definicién 9.2.11. Un espacio X se dice simplemente conexo si es arco-conexo y m (X, z) =0
(el grupo trivial) para algin (= para todo) z € X.

Dejamos como ejercicio para el lector verificar el siguiente resultado:

Proposicién 9.2.12. X es simplemente conexo si y solo si el grupoide fundamental 71 (X) es
simplemente conexo.

Definicién 9.2.13. Sea f: X — Y continua y =% 2’ camino en X, entonces fw: I — Y es

un camino f(x) ELN f(@") en Y. Ademsds, es claro que, si w ~ w’, entonces fw ~ fw’. Por lo
P P

tanto para todo z,z’ € X se tiene una funcién

f* : 7T1(X,$,$/) — 71—1(}/7 f(.%‘),f(.’l,'/))

definida por f.([w]) = [fw]. Ademds f(wx*w') = fw* fw’ y por lo tanto f.([w]*[w']) = fu([w]) *
f«([w']). Esto nos dice que f : X — Y induce un morfismo de grupoides f, : 71(X) — 71 (Y).
En los objetos fi(x) = f(z) y en las flechas f.(Jw]) = [fw].

Observar que, dadas dos funciones continuas f : X - Y yg:Y — Z, se tiene que (gf). =
Gxfs : T (X) — m1(Z). Ademas si consideramos la identidad 1x : X — X, (1x)« = 1, (x) :
m1(X) = m1(X). Y por estas propiedades funtoriales, se deduce entonces que si f : X = Y es
un homeomorfismo, entonces f, : m1(X) — 71 (Y) es un isomorfismo de grupoides.

A nivel de los grupos fundamentales: dada una funcién continua f : X — Y, sabemos que

fe:m(X) = m1(Y) es un morfismo de grupoides, y en particular para cada x € X se tiene un
morfismo de grupos

fe:m(X,2) = m (Y, f(x))

dado por fi([w]) = [fw] v si f es homeomorfismo, entonces para todo = € X, el morfismo
fo :m(X,2) = m (Y, f(x)) es un isomorfismo de grupos.
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Observacion 9.2.14. Sea X un espacio y C' C X una componente arco-conexa de X. Dado
z € C, el morfismo i, : m(C,2) — 7 (X,z) inducido por la inclusién i : C — X es un
isomorfismo. Para ver esto, notar que como I es arco conexo, todo lazo en = de X cae en
realidad en C y esto dice que i, es sobreyectiva. Como I X I es arco-conexo, toda homotopia
de caminos entre lazos en z cae en realidad en C'y por lo tanto i, es inyectiva (si dos lazos son
homotopicos en X, también lo son en C).

Estudiaremos ahora con maés detalle qué pasa con las funciones, las homotopias y los grupos
fundamentales cuando cambiamos el punto base x. Observemos primero que la notacién f, :
m1(X,z) = m (Y, f(z)) puede ser confusa ya que f. no especifica el punto base x. Si tomamos
otro punto base 2’ € X, también denotamos f. : m1(X,2") — w1 (Y, f(2')) aunque en realidad
es otra funcién (ya que tiene otro dominio y codominio). Cuando querramos distinguir una de
otra, las notaremos f7 y ff/.

Ejercicio 9.2.15. Sea f : X — Y continua. Dados z, 2’ € X y un camino = — ', probar que
se tiene un diagrama conmutativo de morfimos de grupos:

(X, 7) — e (Y, f(2))

I

Is
m (X, 2") —=m (Y, f(2"))
donde & y sz son las conjugaciones correspondientes a a 'y fa.

Supongamos ahora que tenemos f,g: X — Y con f ~ g. ;Qué pasa con f, y g.? Uno pensaria
que fi([w]) = [fw] = [gw] = g«([w]) pero el problema es que [fw] y [gw] “viven” en lugares
distintos. Si x € X y [w] € m1(X,z), entonces [fw] € m (Y, f(z)) v [gw] € m (Y, g(x)). Si
f(z) # g(x), no son el mismo grupo. Lo que dice la siguiente proposicién es que igual se pueden
relacionar.

Proposicién 9.2.16. Sean f,g: X — Y continuas talesque f ~g. Seax € X ysea H: f~g
una homotopia de f a g. Consideremos el camino « = H, : I = Y, a(t) = H(x,t) (notar que
f(z) % g(x)). Entonces se tiene un diagrama conmutativo de morfismos de grupos

m(X,z) — L (Y, f(2)

Iy
m (Y, g()

Es decir ¢.(Jw]) = &f«(Jw]) ¥ por lo tanto f. y g« “ difieren” solo en la conjugacién &.

Demostracion. Sea w un lazo en x (es decir [w] € 71 (X, z)). Debemos ver que [gw] = [@* fw*a],
o equivalentemente, que gw ~ @ * fw * a. Para eso definimos para cada t € I fijo el camino
@ : I =Y como ay(s) = &((f —t)s).

Notar que @;(0) = @((1 — t)0) = a(1) = g(x) y @z(1) = «(t). Es decir que para cada ¢t fijo,
glw) =5 a(t).

Definimos G : I x I — Y como G(s,t) = (ag * Hyw * a4)(s) (recordar que Hy : X — Y,

H,(x) = H(x,t)). Donde a; denota el camino inverso al a@; que definimos antes. Notar que
G es continua por ley exponencial ya que para todo ¢ la funcién @; * Hyw * oy es continua.
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Notar también que G estd bien definida, es decir @; * Hiw * a4 estd bien definido ya que
(1) = a(t) = Hw(0) y Hiw(l) = Hy(x) = a(t) = ar(0).

Veamos que G : @ x fw * a0 = Cy(q) * GW * Cg(z):
p

G(s,0) = (ag * How * ap)(s) = (@ * fw x a)(s)
G(s,1) = (a1 * Hiw * a1)(8) = (Cq(a) * gW * Cg())(5)
G(0,t) = (@ * Hw * ;) (0) = @z (0) = g(=)

G(1,t) = (ap * Hw * ay)(1) = ey (1) = g()

Por lo tanto G : @ x fw * a0 = ¢y(y) * gw * Cg(z). Pero como ¢y, * gw * ¢y(z) =~ gw, tenemos que
S ‘ . 9(=) 3,

ax* fwxa~ gw. O
P

Corolario 9.2.17. Si f : X — Y es una equivalencia homotdpica, entonces f¥ : m (X, z) —
m1(Y, f(z)) es un isomorfismo para todo z € X.

Demostracion. Sea g : Y — X una inversa homotépica de f (fg ~ 1y, gf ~ 1x). Sea H : gf ~
1x. Dado = € X, consideremos « = H,, gf(z) 2 . Por la proposicién anterior tenemos el
diagrama conmutativo:

gl @ fr
771(X7 1‘) - 7T1(Xa gf(x))

1x,
&

7T1(X,33)

Como (1x)« y & con isomorfismos, deducimos que gf: @ f¥ es un isomorfismo y en particular

gf @) og epismorfismo y f¥ es un monomorfismo.

Ahora tomamos G : fg ~ 1y, y sea 3 = G4(,). Nuevamente por la proposicién anterior, tenemos
un diagrama conmutativo:

ff(m)gf(m)

7r1(Y7 f(I) — 71—1(Y7 fgf(z))

1y, J{B
m (Y, f(z))

Como (Iy)s y B con isomorfismos, deducimos que f7 f@) gffc @) o5 un isomorfismo y en particular

gf(z) es monomorfismo. Pero como también vimos que gi( @) eg epimorfismo, entonces gf: @) eg

un isomorfismo y por lo tanto f¥ es un isomorfismo. O

Corolario 9.2.18. Si X es un espacio contractil, en particular es simplemente conexo.
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Capitulo 10

Fibraciones y revestimientos

10.1. Fibraciones y levantamientos de caminos

Dada una funcién continua p : E — B y dado b € B, denotaremos con F; a la fibra, £}, =
p~1(b) C E con la topologia del subespacio. Observar que Ej, # ) si y solo si b € p(E).

Definicién 10.1.1. Sean p : E — By f : X — B funciones continuas. Decimos que f se
levanta a F si existe f X — FE continua tal que pf f-

Notar que si no le pidiéramos continuidad a la funcién f, bastaria que p fuese sobreyectiva para
que cualquier f se levante a E (eligiendo cualquier punto en la fibra). Pero al pedirle continuidad,
incluso cuando p : E — B es sobreyectiva, puede pasar que no exista levantado. Las fibraciones
son funciones continuas p : £ — B que tienen la propiedad de levantar homotopias con una
condicién inicial.

Definiciéon 10.1.2. Una funcién continua p : £ — B se dice fibracién si para todo espacio
topoldgico X, toda funcién continua f : X — E y toda homotopia H : X x I — B tal que
Hy =pf, existe G : X x I — FE continua tal que pG = H y Gy = f (es decir, se puede levantar
la homotopia H a una homotopia G con la condicién inicial Go = f). En términos de diagramas,
se tiene el siguiente diagrama conmutativo:

1

Al espacio F se lo llama “espacio total” y a B “espacio base”.

Ud<;tij

Ejemplo 10.1.3. Dados B, Y espacios topoldgicos. La proyecciéon pp : F = BxY — B es una
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fibracién. Para ver esto, dado un diagrama

x— /. Bxy

XxI1-2

Definimos G : X x I — B x Y de la siguiente manera: notar que f = (f1, f2) donde f1; = Hy, si
tomamamos G = (H, fopx), donde px : X x I — X es la proyeccién, se tiene que pgG = H y
Go=f.

Veamos algunas propiedades basicas de las fibraciones.

Proposicion 10.1.4. Sea p : E — B una fibracién. Sean f,g : X — B continuas tales que
f ~ g. Entonces f se levanta a E siy solo si g lo hace. Adema4s, en ese caso, se pueden conseguir
levantados f,g: X — E tales que f ~g.

Demostracion. Sea H : f ~ g. Supongamos que f se levanta a F, veamos que podemos levantar
g. Sea f : X — E levantado de f. Por definicién de fibracién existe G : X x I — FE continua
que hace conmutar el diagrama:

f

X———F
7
. G -
zol \LP
X x IL>

Definimos g = G; : X — E, es decir g(z) = G(z,1). Notar que pg = pG1 = Hy = g y por lo

tanto es un levantado de g. Ademds G : f ~ g (es decir, conseguimos un levantado que ademas

es homotdpico al levantado f). O

Observacién 10.1.5. Que p: E — B sea una fibracién NO implica que si se tienen f,g: X —
FE tales que pf ~ pg entonces f ~ g.

Dejamos la demostracion del siguiente resultado como ejercicio.
Proposiciéon 10.1.6. 1. Los homeomorfismos son fibraciones.
2. La composicién de fibraciones es una fibracion.

3. Las fibraciones son estables por cambio de base.

Proposicién 10.1.7. Sea p : £ — B una fibracién, sea by € By ey € Ep,. Sea w un camino en
B que comienza en by (w: I — B, w(0) = by). Entonces existe un camino @ en E que comienza
en eg y que levanta a w, es decir pw = w.

E

b,

€

w

b,*
o
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Demostracion. Sale inmediatamente de la definicién de fibracién aplicada a X = * (singleton):

$  — [

O

Notar que el levantado @ no es en general unico. Por ejemplo, tomando la fibracién E — x
(donde E es cualquier espacio), todo camino en E es un levantado del camino constante.

Definicién 10.1.8. Decimos que una funcién continua p : E — B tiene la LUC (“propiedad de
levantamiento tinico de caminos”) si para todo by € B, para todo ey € Ep, y para todo camino
w en B que comienza en by, existe un unico camino w en F que empieza en ey y que levanta a
w (es decir, p = w).

En general las fibraciones no tienen la LUC.

Observacién 10.1.9. Supongamos que p : £ — B tiene la LUC y w,w’ son caminos en E
tales que w(0) = w'(0) y pw = pw’. Entonces w = w’. Esto se deduce inmediatamente de la
definicién de LUC ya que w y w’ son levantados del mismo camino pw = pw’ y empiezan en el
mismo punto.

Lema 10.1.10. Si p : E — B tiene la LUC, by € B y w es es un camino que cae en F,

entonces w es constante.

Demostracion. Sea eg = w(0). Como w es un camino en Ej, entonces pw = ¢, (constante).
Pero ¢, es levantado de ¢, ¥ ¢e,(0) = eg = w(0). Por la observacién anterior, w = c,,. O

Teorema 10.1.11. Sea p : E — B una fibracién con LUC (=fibracidn que ademds tiene la
LUC). Sean w,w’ caminos en E tales que w(0) = w'(0) = ep y pw ~ pw'. Entonces w ~w' y en
P P

particular w(l) = w'(1).

Demostracion. Sea H : pw ~ pw’. Esquematizamos H:
P

pw'
b() H bl
pw
Consideramos el diagrama conmutativo:
I— sFE

IxI-L . B

Como p es fibracién, existe G : I x I — E tal que Gy = w y pG = H. Notar que, a priori, esta
funcién G es una homotopia de funciones, nosotros buscamos una homotopia de caminos. Sea
Ww'=G1:I = E. Seanp:I = E, o(t)=G(0,t)yvy:I— E, v(t) = G(1,t). Esquematizamos
G:
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w

w

Ahora bien, pp(t) = pG(0,t) = H(0,t) = by Vt. Por el lema previo, como p tiene la LUC y ¢
cae en Ey,, se tiene que ¢ es constante, y como ¢(0) = G(0,0) = w(0) = eg, entonces ¢ = ce,.-

De la misma manera, py = ¢, y por lo tanto v = ¢, para algin e;. Entonces G : w ~ w".
P

Por otro lado, pw” = pG; = H; = pw’ vy w”’(0) = w(0) = w’'(0) = eg. Por la observacién previa,

w"” = w'. Esto prueba que en realidad G : w ~ . O
P

Corolario 10.1.12. Sea p : E — B fibracién con LUC. Sea by € B y e¢g € Ep,. Entonces
Dyt T (F,e0) = m1(B,bp) es monomorfismo.

Demostracion. Sean [w], [w'] € m1(E, eg) tales que p.([w]) = p.([w']). Entonces pw ~ pw’ y como
P

w(0) = w'(0) = e, por el teorema anterior w ~ w’, es decir [w] = [w']. O
P

Corolario 10.1.13. Sea p : E — B fibracién con LUC. Sea by € B y eg € Ey,. Entonces existe
una funcién bien definida ., : 71 (B, by) = Eb,, ©e,([w]) = @(1), donde @ es el dnico levantado
de w a partir de eg.

Demostracion. Para ver que ¢, estd bien definida veamos primero que w(1) € Ej,, pero esto

vale ya que p& = w y w(1) = bg. Luego debemos ver que la funcién no depende del representante

w elegido. Concretamente, si [w] = [w'], debemos ver que W(1) = w’(1). Pero como w ~ ' y
P

&(0) = w'(0) = e, por el teorema anterior & ~ w’ y en particular &(1) = w/(1). O
P

Antes de probar el teorema méds importante de esta seccién, recordemos definiciones bésicas de
acciones de grupos sobre conjuntos.

Sea G un grupo y S un conjunto. Una accién a derecha de G en S es una funcién ¢ : S xG — S,
o(s,g) = s.g, tal que s1 = s para todo s € S'y s(gh) = (sg)h para todo s € Sy g,h € G (1
denota el neutro del grupo G).

Si G acttia a derecha sobre S'y x € S, la érbita de z es el conjunto O, = {zg | g € G}. Decimos
que la accién es transitiva si O, = S para algin (= para todo) = € S. Equivalentemente, si
para todo z,y € S, existe g € G tal que xg = y.

Dado x € S, el grupo de isotropia (6 estabilizador) es G, = {g € G | g = 2} < G. Se tiene que
el conjunto de coclases a derecha G/G,, estd en biyeccién con O,. Concretamente, se tiene una
biyeccién ¢ : G/G, — O, dada por ¢(G,.a) = xza. En particular, si la accién es transitiva se
tiene una biyeccién G/G, = S.

Ahora si estamos en condiciones de probar el resultado méds importante de esta seccién. Este
teorema serd utilizado para el caso particular de los revestimientos y nos permitiréa calcular el
grupo fundamental de espacios conocidos.

Teorema 10.1.14. Sea p : E — B fibracién con LUC. Sea by € B tal que Ey, # . Entonces
m1(B,bo) actia a derecha en Ey, via eg.Jw] = @(1) donde @ es el levantado de w a partir de
eg. Mds atn, si I/ es arco-conezo, la accion es transitiva y por lo tanto, para todo ey € Ey, se
tiene una biyeccion

©eo = T1(B,bo)/p(m1(E, €0)) = Ep,
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En particular, si E es simplemente conezo, se tiene una biyeccion w1 (B,by) = Ep, .

Demostracidn. La accién eglw] = @&(1) estd bien definida por el Corolario 10.1.13.

[0}

Veamos que efectivamente es una accién. Como el neutro de (B, by) es la clase del camino
constante y el levantado del camino constante a partir de ey es la constante eq, se tiene que
601 = €0-

Veamos ahora que (e,[w])[w’] = eo([w] * [w']). Notemos primero que W = «w donde W%
es el levantado a partir de eg, w es el levantado a partir de ey y w' es el levantado de w’ a partir
de e; = ep|w]. Entonces:

—_— ~ ~

eo([w] * [W]) =wxw'(1) =@ (1) =w'(1) = e1 '] = (eolw])[w']

Esto termina de probar que hay una accién a derecha bien definida.

Si E es arco-conexo, dados eg,e; € Ey,, existe algin camino e 2y ¢4 en E. Notar que py es
un lazo en by y por lo tanto su clase [py] € m1(B,bg). Por unicidad de levantado, v = pv (el
levantado de py a partir de ep). Entonces ey = eg[py] v esto prueba que la accién es transitiva.

Por otro lado, dado eg € Ep, consideramos el grupo de isotropia,
(m1(B,bo))e, = {[w] € m1(B,bo) | eo[w] = eo}

Es decir, este subgrupo estd compuesto por las clases de lazos que al levantarlos a partir de eq
terminan también en ey, es decir, son los lazos que se levantan a lazos a partir de eg. O sea,
(m1(B,b0))e, = p+(m1(E, €0)), y por lo tanto se tiene la biyeccién buscada:

Geo 1 T1(B,b0)/px(T1(E, €0)) — Ep,.

O

De ahora en mas notaremos Fix(eg) = p«(m1(F,e0)) (los lazos que se levantan a lazos a partir
de ep). Notar que, como p, es monomorfismo, Fiz(eg) es isomorfo a 71 (FE, eg).

10.2. Revestimientos

En la seccién anterior estudiamos las fibraciones con LUC p : E — B, y vimos que podemos
estudiar el 71 (B, by) mediante la fibra Ejp,. El problema es que la definicién de fibracién con
LUC es de naturaleza global y esencialmente universal, y no es sencillo entonces comprobar
si una funciéon cumple con la definiciéon de fibracion con LUC, ni tampoco es facil construir
ejemplos a partir de la definicién. Por eso estudiamos los revestimientos, cuya definicién tiene
caracter local, es decir, se definen mediante una propiedad que debe cumplirse “cerca de cada
punto”. Esto hace que sea mas sencillo verificar si una funcién es un revestimiento y permite
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construirlos y clasificarlos. Uno de los resultados mas relevantes dice que los revestimientos son
fibraciones con LUC. A partir de ese resultado, podemos aplicar el Teorema 10.1.14 de la seccién
anterior y relacionar el grupo fundamental con la fibra. Los revestimientos también aparecen
naturalmente en geometria (relacionados con orientabilidad, con grupos de Lie y con curvatura,
por ejemplo) y en dlgebra. Son utilizados para reemplazar en cierta medida a un espacio B
por otro espacio E que localmente es parecido a B pero que tiene propiedades globales maés
manejables.

Definicién 10.2.1. Sea p : E — B continua. Un abierto U C B se dice parejamente cubierto
(por p) sip~1(U) = ][ Va (con A # @), donde V,, C E es un abierto para todo a y p|v, : Vo —
aEA

U es homeomorfismo para todo a.

e
|-

- =

U

Definiciéon 10.2.2. Un revestimiento es una funcién continua p : £ — B tal que para todo
b € B existe U C B entorno abierto de b parejamente cubierto por p. Al espacio E se lo llama
espacio total y a B el espacio base.

Ejemplos 10.2.3. 1. Sip: EF — B es homeomorfismo, entonces es un revestimiento (en ese
caso se puede tomar U = B para todo b).

2. Sea F un espacio discreto no vacio y sea E = B X F, notar que E = ][ B ya que F
aEF
es discreto. Sea p : B x F' — B la proyeccién. Entonces p es un revestimiento (de nuevo,

U = B es parejamento cubierto).

3. Este es uno de los ejemplos claves de la teorfa. Sea p: R — St p(t) = e2™. Notar que S*
se puede cubrir con los siguientes abiertos parejamente cubiertos:

Uy = {(z,y) €S' |z >0} Uy = {(z,y) €S' |z < 0}
Us = {(z.y) €S | y > 0} Us={(z,y) €S' |y <0}

y que p~1(Uy) = ] (n — 1/4,n + 1/4) (los otros son similares).
neL

4. Dadon € N, p: S' — S, p(2) = 2™ es revestimiento (pensando a S! C C). Dejamos la
verificacién como ejercicio para el lector.

5. Consideremos el espacio proyectivo RP™ = §"/ ~, donde la relacién estd dada por x ~
(—x). Entonces p : S* — RP™, p(z) = [z] (la clase en el cociente) es revestimiento.

Veamos ahora las primeras propiedades bésicas de los revestimientos. Antes necesitamos la
definicién de homeomorfismo local.

Definicién 10.2.4. Una funcién continua p : £ — B es un homeomorfismo local si para
todo e € E existen abiertos V C Ey U C B talesquee € V, ple) e Uyply : V= U es
homeomorfismo.
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Propiedades basicas.

1. Si p: E — B es revestimiento, entonces es un homeomorfismo local. Para corroborarlo:
dado e € E, tomar U abierto parejamente cubierto alrededor de b = p(e). Notar que e

estd en uno de los abiertos de p~1(U) = [[ V4 y la funcién p restringida a ese abierto es
a€cA
un homeomorfismo a U.

2. Los homeomorfismos locales son funciones abiertas. Esto se deduce facilmente de la defi-
nicion.

3. Los homeomorfismos locales en general no son revestimientos. Como ejemplo considerar

2mit

la funcién p : Rug — St p(t) = €*™, p es claramente un homeomorfismo local, pero

1 € S! € C no tiene un entorno parejamente cubierto.

4. Los revestimientos son funciones sobreyectivas (por definicién) y abiertas (por ser homeo-
morfismos locales) y por lo tanto son cocientes.

5. Sip: E — B es revestimiento y b € B, la fibra E, C F es un subespacio discreto no
vacio. Para ver que es discreto notar que si U es abierto parejamente cubierto alrededor

de b, p~1(U) = [[ Va y cada abierto V,, contiene un tinico punto de Ej.
a€A

Teorema 10.2.5. Sea p: E — B un revestimiento. Sea X un espacio conexo y f,g: X — E
continuas tales que pf = pg. Si existe vg € X tal que f(xg) = g(xo), entonces f = g.

Demostracion. Sea U = {x € X | f(z) = g(x)} C X. Notar que U es no vacio ya que xg € U.
Veremos que U es abierto y cerrado en X, y como X es conexo esto implicard que U = X.

Veamos primero que U es abierto. Dado x € U, veamos que existe un abierto W de X tal
que z € W C U. Sea b = pg(x) = pf(x) € By sea V C B entorno abierto de b parejamente

cubierto. Entonces p~ (V) = [] Vo v plv, : Va — V homeomorfismo para todo «. Como
acA
x € U entonces f(z) = g(z), y como pf(z) =beV, f(z) = g(z) € [] Va. Por lo tanto existe
acA

un tnico « tal que f(z) = g(z) € Vi. Sea W = f=4(V,) N g=*(V,). Notar que z € W y que
W es abierto de X. Veamos que W C U. Dado y € W, se tiene que f(y),g(y) € Vo y como
p restringida a V,, es un homeomorfismo (en particular inyectiva) y pf(y) = pg(y), entonces
fly) =g(y), conlo cual y € U.

Veamos ahora que U es cerrado, para esto veremos que U® es abierto. Notar que U°® =
{r e X | f(z) #g(x)}. Sea x € U°®, entonces f(z) # g(x). Sea b = pf(z) = pg(x). Como
f(z) # g(z), entonces f(z) y g(x) estdn en diferentes V,,’s (porque la p es inyectiva en cada
V,.). Entonces existen o # 8 € A tales que f(z) € V, y g(x) € V. Sea W = f=1(V,)Ng= (V).
Es claro que x € W y que W es abierto. Para ver que W C U¢, tomamos y € W, entonces
f(y) € Vi, g(y) € V3 y esto dice que f(y) # g(y) y por lo tanto y € U°. O

Notar que el teorema anterior dice que, en el caso de que X sea conexo, si se tienen dos
levantados a E de una misma funcién a B que coincidan en algin punto, entonces son iguales.

Fl siguiente teorema es clave en la teoria de revestimientos. En la demostracién de evidencia
cémo pasar de una propiedad de naturaleza local (como es la definicién de revestimientos) a
una de caracter global (como lo es la de fibracién).

Teorema 10.2.6. Sea p: E — B revestimiento. Entonces p es una fibracidn.
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Demostracion. Dado un diagrama conmutativo

f

X——F

XxI-2.p

debemos encontrar G : X x I — E continua tal que pG = H y Gg = f. Vamos a construir la
funcién G de a poco. Primero vamos a construir para cada € X un entorno abierto N, C X
y un levantado local G, : N, x I — E tal que el siguiente diagrama conmuta:

N, Il

7

Ny x [ ——

Q
= B

donde, para abreviar notacién, f| y H| son las funciones restringidas a N, y N, x I respecti-
vamente. En el resto de la demostracién seguiremos utilizando esa convencién para funciones
restringidas al dominio que se explicita.

Para definir los N, y las G, correspondientes procedemos asi. Fijamos x € X. Para cada t € T

existe un entorno de H(z,t) € B parejamente cubierto, que notaremos U;. Consideramos el

abierto H~(U;) € X x I y tomamos un abierto de la base (z,t) € Nz 4) X (as, b)) € H-1(Uy)

(sit =0 o0t =1 incluimos los entornos abiertos [0,b;) y (a¢, 1]). Entonces {z} x I C |J Ny ¥
ter

n
(at,by) y por compacidad de I existen finitos t1, ... ,t, tales que {x} xI C |J Ny, 1) X (a,, by, ).
i=1

n
Sea N, = Nz, .1,)- Entonces, quizas refinando la particién del intervalo I, existe una particién
i=1
0=150<8 <...<8pm=1del tal que H(N, X [s;_1,8;]) C U; para algin U; parejamente
cubierto de B.

Ahora definimos la funcién G, : N, x I — E recursivamente en cada N, X [s;_1, s;]. Concreta-
mente, definimos G; : N, X [s;_1,s;] — E tal que:

2. Gi(y,0) = f(y)
3. Gi(y,8i-1) = Gi—1(y, Si—1)-

Comenzamos construyendo Gy: sabemos que H(N, X [0,s1]) C Uy para algin U; parejamente
cubierto. Entonces p~1(U;) = [ [ V. Veamos primero que {f~1(V,) | & € A} es un cubrimiento

(03
por abiertos disjuntos de N,. Siy € N, entonces H(y,0) € Uy y como H(y,0) = pf(y), se tiene
que y € f~ 1 (p~Y(U1)) = Y]] Va)- Eso prueba que {f~(V4) | @ € A} es un cubrimiento por

abiertos disjuntos de N,. Por lo tanto podemos definir G (y,t) = p; (H(y,t)) siy € f~1(Va),
donde p, es la funcion p restringida a V. Es decir, definimos G; levantando la H usando el
homeomorfismo local p,. Notar que estd bien definida porque los f~1(V,,) cubren a N, (y son
disjuntos). Ademds por cémo estd definida es claro que es continua.

Inductivamente, una vez definida la funcién G;_1, definimos G; de la siguiente manera: H (N, X
[si_1,8:]) € U; que estd parejamente cubierto, y por lo tanto p~*(U;) = [[ V. (seguimos
noténdolos V,, aunque claramente son otros abiertos distintos a los de Uj). Para cada a,
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sea W, = {y € N, | Gi—1(y, $i—1) € Vo }. Similarmente a lo hecho con Gy, se puede ver que
{W4 | @ € A} es un cubrimiento por abiertos disjuntos de N,, y asi se puede definir G;(y,t) =
pa(H(y,t)) siy € W,. Es decir, levantamos la H usando el homeomorfismo local p,, correspon-
diente. La buena definicién se debe a que los W, forman un cubrimiento por abiertos disjuntos
de N,. Asi, construimos recursivamente las G; : N, X [s;—1,8;] = E y, por el lema del pegado
para cerrados, esto determina una funcién bien definida y continua G, : N, x I — E que levanta
a la funcién H| y tiene la condicién inicial Gy = f|.

Ahora definimos la funcién G : X x I — F globalmente. Tomemos el cubrimiento por abiertos
{N; xI|ze€ X} de X x I. Si probamos que cuando N, N N, # 0, las funciones (definidas
localmente) G, y G, coinciden en la interseccién (N, NN,/ ) X I, entonces por el lema de pegado
para abiertos, tendriamos una funcién G : X x I — F bien definida y continua. Solo debemos
ver, entonces, que si y € Ny NNy, G, (y,t) = Gy (y,t). Ahora bien, dado y € N, NN, se tiene
que pGeliyxr = Hlyyxr = 0Gar|{yyx1 ¥ Gz(y,0) = f(y) = G (y,0). Por el Teorema 10.2.5,
como {y} x I es conexo, Gu|yyx1 = Gar|{y}x1- Entonces las funciones G, definidas localmente
se pegan bien y por lo tanto determinan una funcién global G. O

Corolario 10.2.7. Si p: E — B es un revestimiento entonces p tiene la LUC.

Demostracion. Por Teorema 10.2.6, p es una fibracién y en particular levanta caminos, y por
el Teorema 10.2.5, como I es conexo, los levantados de los caminos (con condicién inicial) son
Unicos. O

Corolario 10.2.8. Si p : F — B es revestimiento entonces es una fibracién con LUC. En
particular se tiene:

1. ps:m(E, e9) = (B, by) es monomorfismo (para todo by € B, ey € Ep,).
2. Si E es arco-conexo y ey € Ey,, m1(B,by)/Fiz(eg) = Ep,.

3. Si E es simplemente conexo, m1 (B, by) esta en biyeccién con la fibra Ey, .

Demostracion. Se deduce del Teorema 10.2.6, del Corolario 10.2.7 y de los resultados probados
en la seccién previa para fibraciones con LUC. O

10.3. Grupo fundamental del circulo y aplicaciones

A partir de los resultados vistos para revestimientos, en esta seccién calculamos el grupo funda-
mental del circulo S! y estudiamos varias consecuencias de ese resultado. Pensamos a S'  C.

Teorema 10.3.1. 7;(S*, 1) es isomorfo a Z.

Demostracion. Consideramos el revestimiento p : R — S, p(t) = 2™, Tomamos by = 1 €
S! ¢ C. Notar que la fibra F; coincide con Z. Tomamos eg = 0 € Z = FE;. Como R es
contractil, en particular es simplemente conexo y por Corolario 10.2.8 se tiene la biyeccién
¢ :m(SH1) — By = Z dada por ¢(Jw]) = @(1), donde @ es el levantado de w que empieza en
0.

Veamos que, en este caso, la biyeccién ¢ es en realidad un morfismo de grupos (y asi se tiene
el isomorfismo deseado). Para esto, debemos ver que p([w] * [W']) = p([w]) + ¢([&']).
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—~—

Sea ¢([w]) = &(1) =n € Z y ¢([w']) = «'(1) = m € Z. Debemos ver que w *w'(1) = n + m.
Definamos el siguiente camino v : I — R:

(1) = {Uo(%) 0<t<1/2

n+w(2t—1) 1/2<t<1

Notar que 7 estd bien definida dado que &(1) = n = n + w'(0). Ademds se tiene py = w * w' y
~¥(0) = w *w'(0) = 0. Por unicidad de levantado, v = w * w’. Esto implica que:

—~—

p(lw] * [W]) = wxw'(1) = 7(1) = n+m = (lw]) + ¢([w]).
O

Para poder estudiar consecuencias y aplicaciones de este resultado, veremos primero varias
observaciones pertinentes.

Para simplificar, de ahora en mas notaremos 71 (S') al grupo fundamental 71 (S*, 1). En general,
cuando tengamos un espacio arco-conexo X notaremos 71(X) al grupo fundamental de X con
cierto punto base xg € X (que quedard implicito).

Observacién 10.3.2. Como los generadores de Z son 1y —1, los generadores de 71 (S!) son
yiI —Styt) =€ yxy: T —SH F(t) = e 2™ ya que (1) = 1 y (1) = —1. Notar que
7y 7 son lazos en S' que lo recorren dando exactamente una vuelta (en una direccién y en la
otra).

Observacién 10.3.3. Sea f : S' — S!, f(2) = 2" (para un cierto n € N). Entonces f. :
71(SY) — 71 (Sh) es fi[y] = [7]™ o n[y] si notamos con + la operacién de 71 (St) = Z.

Observacién 10.3.4. Como la inclusién i : St — R?\ {0} es una equivalencia homotdpica,
entonces i, : m(S') — 7 (R?\ {0}) es un isomorfismo. Identificando a C = R?, tenemos
71 (C\ {0}) = Z y en particular i, : 71(S') — 71 (C \ {0}) no es cero. También, si tomamos
0 : St — C\ {0}, ¢(z) = 2" (para cierto n € N), entonces ¢, : m1(S) = Z — 7 (C\ {0}) = Z
es p«([v]) = n[y] y por lo tanto @, es monomorfismo y en particular tampoco es el morfismo
nulo. Utilizaremos méas adelante que tanto ¢, como ¢, no son el morfismo cero.

Observacién 10.3.5. Si f : X — Y es una funcién null-homotdpica (es decir homotdpica a una
constante), es claro que fi : m1(X) — 71 (Y) es el morfismo nulo (ya que la constante induce el
morfismo nulo). Por la observacién anterior, se deduce entonces que la inclusién i : S* — C\ {0}
y las funciones ¢ : St — C\ {0}, ¢(2) = 2" (para n € N) no son null-homotépicas.

Ahora sf estamos en condiciones de estudiar aplicaciones de 7 (S') = Z.

Proposicién 10.3.6. Sea F' un campo vectorial nunca nulo en D?. Entonces existe z; € OD? =
St tal que F(x1) = Azp para algtin A > 0 y existe 22 € 9D? tal que F(x2) = nae para algin
n < 0.

Demostracion. Vemos al campo nunca nulo como una funcién continua F : D? — R?\ {0}.
Notemos que Flg: : St — R?\ {0} es null-homotdpica ya que se extiende a D?.

Supongamos que no existe x € S! tal que F(x) = nz para algin 1 < 0. Definimos H :

St x I — R2\ {0} como H(z,t) =tz + (1 — t)F(x). Veamos que H estd bien definida, es decir

H(z,t) #0VY z,t. Sit =0, H(z,0) = F(x) # 0. Sit =1, H(z,1) = 2 € S! y por lo tanto
t

tampoco es 0. Para 0 < ¢ < 1, si to + (1 — t)F(z) = 0, entonces F(z) = 5z, pero 45 <0y
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esto contradice lo que suponiamos (que no existe z € St tal que F(x) = nz para algin 7 < 0).
Por lo tanto H(x,t) # 0 y entonces H esta bien definida.

Notar que H : i~ F : St — R?\ {0} y eso es un absurdo ya que F' es null-homotépica (porque
se extiende al disco) y la i : St — R?\ {0} no lo es (por las observaciones previas). As{ hemos
probado que existe x5 € St tal que F(z3) = nas para algin < 0.

Considerando la funcién G(z) = —F(z), se tiene que también existe z; € S! tal que G(z1) = n;
para algin n < 0 y entonces F(x1) = —G(x1) = (—n)x; = Ax1, con A = —n > 0. O

Corolario 10.3.7 (Teorema del punto fijo de Brower). Sea f : D? — D? continua. Entonces
existe z € D? tal que f(z) = =.

Demostracion. Supongamos que no. Entonces f(x) # z para todo x € D?, y asf la funcién
F(x) = f(x) — z es nunca nula, es decir F : D? — R? \ {0}. Por la proposicién anterior, existe
z € S! tal que F(z) = Az para un cierto A > 0. Entonces f(z) = F(z) + 2 = (A +1)z. Y por lo
tanto, como f:D? — D? y ||z|| = 1, se tiene que 1 > ||f(2)|| = |A + 1]||z|]| > 1. Absurdo. [

Lo que hemos probado es que D? tiene la “propiedad del punto fijo” (es decir, que toda fun-
cién continua de D? en D? tiene algin punto fijo). Notar que si B es un espacio topolégico
homeomorfo a D?; entonces también tiene la propiedad del punto fijo (basta componer con el
homeomorfismo).

Corolario 10.3.8. Sea A = (a;;) € R3*3 tal que a;; > 0 para todo i, j. Entonces existe A > 0
autovalor de A.

Demostracion. Sea B el primer octante de S?; es decir, B = {(x1,z2,23) € S* | ; > 0}. Notar
que B es homeomorfo a D? y por lo tanto tiene la propiedad del punto fijo.

Sea T : R® — R3, T(x) = Ax. Notar que si € B, entonces T'(z) tiene las tres coordenadas
mayores o iguales a 0 y T'(x) # 0 (ya que z; > 0, = # 0, a;; > 0). Por lo tanto se tiene una

funcién ¢ : B — B, ¢(z) = % bien definida y continua. Como B tiene la propiedad del
punto fijo, existe z € B tal que ¢(z) = z. Entonces % =z, y asi T(z) = ||T(2)|].z. Por lo
tanto hemos encontrado A = ||T(2)|| > 0 autovalor de A. O

Teorema 10.3.9 (Teorema fundamental del dlgebra). C es algebraicamente cerrado.

Demostracion. Sea p € C[X] un polinomio no constante. Debemos ver que existe z € C tal
que p(z) = 0. Como C es un cuerpo, podemos suponer que p es un polinomio ménico, p =
X"+ a, 1 X" 1 4+... +ap.

Veamos primero que podemos suponer que |ag| + ... + |an—1| < 1: dado ¢ € R, ¢ # 0, con-
sideremos el polinomio q(w) = p(cw) = "w™ + a,_1c" tw™ !t + ... + ag. Entonces % =
w”—&—a”'—c’lw”*l—l—. ..+ 2% Notar que p tiene alguna raiz si y solo si ¢ la tiene y esto sucede si y solo
si 4 la tiene. Ademds, si tomamos c suficientemente grande |ag/c™|+. . .4|a,—1/c| < 1. Podemos
entonces directamente suponer que p = X" +a, 1 X" ' +...+ag y que |ag| + ...+ |a,_1| < 1.
Ahora bien, supongamos que p no tiene raices en C, entonces lo podemos ver como una funcién
p: C — C)\ {0}. Consideramos la restricciéon plg: : S' — C\ {0}. Como la funcién p|s: se
extiende al disco D? (de hecho se extiende a todo C), se tiene que plg: es null-homotépica. Si
probamos que p|s1 =~ ¢, donde ¢ : St — C\ {0} es ¢(z) = 2™ llegarfamos a un absurdo porque

ya sabemos, por las observaciones previas, que ¢ no es null-homotodpica.

Por lo tanto, para terminar la demostracién solo debemos ver que p|s1 ~ . Sea H : St x [ —
C\ {0}, H(x,t) = 2" + t(an_12" "1 4+ ... + ap). Notar que Hy = ¢ y H; = p|s:. Solo debemos
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verificar que H estd bien definida, es decir que su imagen cae en C\{0}. Pero dados z € S*, t € I,
usando que ||z|| =1y que |ao| + ... + |an—1]| < 1, tenemos:

H(z, t)| > |2"] = |t||an_12""" + ... + a0l
>1—|ap_ 12" '+ .. Fag) > 1— (Jan_1| + ...+ |ag]) >0

y por lo tanto H(x,t) # 0. O

Veremos ahora otras aplicaciones interesantes de 71 (S*) = Z, entre ellas el Teorema de Borsuk-
Ulam y el teorema de la biseccién. Para eso necesitamos una definicién previa.

Definicién 10.3.10. Decimos que una funcién h : S* — S™ preserva antipodas is h(—z) =
—h(z) para todo = € S™.

Teorema 10.3.11. Sea h: S' — S! continua que preserva antipodas. Entonces h no es null-
homotdpica.

Demostracion. Dada h : S — S! que preserva antipodas, tomamos by = h(1) y sea p : St —
S! rotacién antihoraria tal que p(hy) = 1. Tomamos h = ph. Entonces h(1) = 1y h sigue
preservando antipodas. Por otro lado h =~ h. Por lo tanto, cambiando h por ﬁ, para probar el
teorema podemos suponer que h(1) = 1.

Consideremos el revestimiento ¢ : S' — S!, ¢(z) = 22. Notar que

y como g es, en particular, cociente, se tiene:

Sl 4h>Sl 4(1)81

7
g
q

gl

Existe una tnica g : St — S! continua tal que gq = gh. Si probamos que g, : 71 (St) — 1 (S?)
cumple g, # 0, probarfamos que g, es monomorfismo (ya que g, : Z — Z), y como ¢, : 71 (S') —
71 (S!) es monomorfismo (por ser g revestimiento), se tendria que (gq)« = g«gs es monomorfismo.
Como gq = qh, se tendria que g.h, es monomorfismo y entonces h, es monomorfismo, y en
particular no serfa null-homotdpica. Por lo tanto, solo debemos ver que g, # 0.

Volvamos con el revestimiento g : S' — S, ¢(z) = 22. Recordemos que Fiz(1) = g.(m1 (S, 1)) <
71 (S, 1) son los lazos que se levantan a lazos a partir de eg = 1. Tomo v camino en S' tal que
v(0) =1, y(1) = —1. Notar que ¢y es un lazo en 1 y por lo tanto [¢y] € m (S, 1).

qy

Ahora bien, ¢.([¢7]) = [997] = [¢h] ¥ [¢ghy] ¢ Fiz(1l) ya que hy es un levantado de ghy y
B(0) = h(1) = 1y hy(1) = h(~1) = —h(1) =
particular, [ghy] # 0 y por lo tanto g. # 0. O

—1, es decir no se levanta a un lazo. En
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Corolario 10.3.12. No existe g : S —+ S! continua que preserva antipodas.

Demostracién. Supongamos existe una g : S> — S! continua que preserve antipodas. Entonces
al restringirla g|g: : St — S! también preserva antfpodas y, por el teorema anterior, g|s1 no es
null-homotépica. Pero glg: se extiende al disco D? (visto como hemisferio de S?) ya que g estd
definida en todo S2, y por lo tanto seria null-homotépica. Absurdo. O

Corolario 10.3.13 (Teorema de Borsuk-Ulam). Sea f : S — R? continua. Entonces existe
z € §? tal que f(z) = f(—x).

Demostracion. Supongamos que no existe z € S? tal que f(x) = f(—x). Consideramos entonces

la funcién g : S — St g(x) = % Notar que g estd bien definida porque f(z) —
f(—z) #0. Pero g(—x) = —g(z), es decir preserva antipodas. Absurdo. O

Veremos ahora el teorema de la biseccién. En realidad este teorema, al igual que el de Borsuk-
Ulam, vale para todo n > 2. El teorema de la biseccién para el caso n = 3 se llama el “teorema
del sandwich de jamon”.

Teorema 10.3.14 (Teorema de la biseccién). Sean By, By dos regiones acotadas y medibles
en R?. Entonces existe una recta L en R? que bisecciona ambas regiones simultdneamente (es
decir, L separa a By y B en dos partes con la misma drea).

et

Demostracion. Vemos a R? como R? x {1} C R3. Para cada v € S? C R? sea P, el plano
perpendicular a v que pasa por el origen de R3. Notar que P, separa a R? en dos semiespacios
H+

v

que es el que contiene al vector v y H, que contiene a —v. Llamamos f;(v) al 4rea de B;
que cae en Hf (i=1,2).

Notar que si v = (0,0,1) entonces f;(v) = Area(B;), si v = (0,0,—1) entonces f;(v) =0y si
v # (0,0,1),(0,0,—1) entonces P, NR? x {1} es una recta, que llamamos L.

Ademés vale que P, = P_, y Hf = H,, H; = HT,. Es claro que fi(v) es el drea de B; de
un lado de la recta y f;(—v) es el drea del otro lado de la recta. Por lo tanto f;(v) + fi(—v) es
el drea de B; (1 =1,2).

Sea f : S = R?, f(v) = (f1(v), f2(v)). Por el Teorema de Borsuk-Ulam, sabemos que existe v €
S? tal que f(v) = f(—v). Pero como fi(v)+f;(—v) = Area(B;), se tiene que f(v) = 1/2Area(B;)
y la recta correspondiente L = P, NR? x {1} es la que bisecciona a ambas regiones. O

10.4. Levantamiento de funciones a revestimientos

Veremos en esta seccién un resultado fundamental de la teorfa de revestimientos que relaciona
la existencia de levantados de funciones y el grupo fundamental. La propiedad de levantamiento
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de funciones que veremos ahora, se utiliza entre otras cosas para clasificar a los revestimientos.
No vamos a ver en estas notas el resultado de existencia y clasificacién de revestimientos (para
espacios con condiciones “buenas”). La clasificacién de revestimientos se puede leer en los libros

[ ; I

Recordemos que, dado un revestimiento p : £ — B y dados by € B, e, € E,, el subgrupo
Fix(eg) = p«(m1(E, eg)) < m1 (B, bo) es el formado por las clases de lazos que se levantan a lazos
a partir de eg.

Teorema 10.4.1 (Propiedad de levantamiento de funciones). Sea p : E — B revestimiento,
E arco-conexo, by € B, ey € Ey,. Sea' Y un espacio arco-conexo y localmente arco-conexo. Sea
f Y — B continua y sea yo €Y tales que f(yo) = bo. Entonces existe un levantado continuo
f Y = E (con pf = f) tal que f(yo) = eq si y solo si f.(71(Y,y0)) C Fiz(eg). En ese caso,
f es ademds unica con esa propiedad.

Demostracion. La unicidad de f (en caso de existir) se deduce del Teorema 10.2.5.

Veamos primero la implicacién mas sencilla. Supongamos que exista un levantado f, entonces
fe(m1(Y,90)) = p«(fe(m1(Y,%0))) € pu(m1(E, e0)) = Fiz(eo).

Para ver la otra implicacion, supongamos que se tiene la condicién del 71 y construyamos el
levantado f Y — E. Sea y E Y. Como Y es arco-conexo, existe un camino yy — y en Y.

Consideramos el camino f(yo) j f(y) en B. Por LUC, existe un tinico levantado fv a partir
de eg en E. Definimos f(y) = f(1).

Y

Veamos la buena definicién de f (es decir que no depende del camino v elegido): Si 5 es otro
camino de yo a y entonces [y * 8] € m1 (Y, o), entonces fi([y * B]) € fu(mi(Y,50)) € Fiz(eg)

por hipétesis y por lo tanto cuando levantamos a partir de eg, f(y*()(1) = eo. Entonces
(fv) * fB(1) = ey y por lo tanto Fy( 1) = ]?[/3( 1). Esto prueba que f est4 bien definida.

Por definicién, es claro que pf f. Solo resta ver que f es continua. Dadoy € Y y N C F

abierto alrededor de f ( ), debemos ver que existe W entorno abierto de y en Y tal que f ( ) C

N. Sea U C B entorno abierto de f(y) parejamente cubierto. Sea p~*(U) = [[ Vi, y sea « tal
(0%

que f(y) € V. Notar que N NV, es un entorno abierto de f(y). Sea U = p|y, (N N V) C U.
Notar que U es abierto y contiene a f(y). Sea W/ = f~1(U) ¢ Y. Como Y es localmente
arco-conexo, existe un abierto arco-conexo W C W’ que contiene a y. Dado ¢y’ € W, existe un
camino y LN y' en W y por lo tanto se tiene un camino yq 2, Y LN y'. Aplicando la f, se tiene un

camino by EXR f(y) ELR f(y') donde f§ cae en U. Tomamos p|‘7alf(5 que es un camino (levantado
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de f8) de f(y) a p|\_/if(y’) y entonces, considerando el camino eg I, f(w) ELN plv. ' (f (),

por definién de f, se tiene que f(y') = p|(/a1(f(y)) eVoNNCN. O
Definicién 10.4.2. Un revestimiento p : E — B se dice universal si E es simplemente conexo.

Observacién 10.4.3. Sip: E — B esrevestimiento universal y p’ : E/ — B es un revestimiento
arco-conexo, dados by € B, ey € Ey,, € € El’707 existe una unica funcién continua ¢ : E — E’

tal que p' = py ¢(eo) = €.



104 Fibraciones y revestimientos




Capitulo 11

El Teorema de van Kampen

11.1. Grupos libres, presentaciones y producto amalga-
mado

Para poder enunciar y utilizar el Teorema de van Kampen necesitamos previamente tener cierto
manejo de los grupos libres y las presentaciones de grupos. Veremos en estas notas las nociones
y construcciones basicas pero no nos detendremos en la formalidad de algunas demostraciones.
Las referencias para esta seccién son principalmente los libros | , ].

Un grupo libre es un grupo que admite una base. Concretamente:
Definicién 11.1.1. Un grupo G se dice libre si existe S C G un subconjunto (que se llama

“base”) que cumple la siguiente propiedad: para todo grupo H y para toda funcién de conjuntos
¢ : S — H, existe un tnico morfismo de grupos ¢ : G — H que extiende a ¢.

S _’, H
_ i a5 7
G

Notar que la definicién de base es andloga al caso de espacios vectoriales o médulos.
Ejemplos 11.1.2. 1. El grupo trivial G = 1 es libre con base S = ().
2. Z es libre. By = {1} y By = {—1} son bases.

3. Zy, no es un grupo libre. Para ver esto, supongamos que si y sea B una base. Como Z,
no es el grupo trivial entonces B # ). Sea a € B. Definimos ¢ : B — Z como ¢(a) =1y
¢(b) = 0 para todo b # a. Pero no existe un morfismo ¢ : Z,, — Z que extiende a ¢ ya
quena=0¢€7Z,y dna)=n#0¢cZ

4. Si G es un grupo abeliano y G no es el grupo trivial y no es isomorfo a Z, entonces G
no es un grupo libre. Para ver esto, supongamos que si es libre y tomamos B una base.
Como G no es trivial ni es isomorfo a Z se tiene que #B > 2 (jpor qué?) Sean a # b € B.
Sea H un grupo no abeliano y x,y € H tales que xy # yz (por ejemplo tomar H = S3).
Definimos ¢ : B — H como ¢(a) = z, ¢(b) =y, ¢(c) = 1 Ve # a,b. Entonces existe
¢ : G — H morfismo de grupos que extiende a ¢. Pero esto es absurdo porque ¢(ab) = zy
y ¢(ba) = yz pero ab = ba € G y en cambio xy # yx € H.
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Proposicion 11.1.3. Sea G un grupo libre y sean B;, By bases de G. Entonces #B; = #Bs.

Demostracion. Si B es una base de un grupo G, por definicién, existe una correspondencia
uno a uno entre las funciones ¢ : B — Zy y los morfismos de grupos ¢ : G — Zsy y por lo
tanto 2#8 = # Funciones(B,Zy) = #Hom(G,Zsy). Por lo tanto, si By y Bs son bases de G,
27#B1 = 2#B2 (ya que ambos son iguales a #Hom(G,Zs)).

De esto se deduce que Bj es finito si y solo si Bs lo es, y en ese caso ademds #B, = #B5. En
el caso que sean infinitos, como ambos generan G (todo elemento de G se puede escribir como
producto de finitos elementos de la base o sus inversos), se tiene que #B; = #G = #By. [0

Se tiene bien definido entonces el rango de un grupo libre G, rg(G) := #B para alguna base B.

Ejercicio 11.1.4. Sean G, H grupos libres. Entonces rg(G) = rg(H) si y solo si G y H son
isomorfos.

Veamos ahora que para todo conjunto S, existe un grupo libre con base S. Por el ejercicio
anterior, todos los grupos libres con bases del mismo cardinal son isomorfos. Notaremos F'(.S)
al grupo libre con base S.

Sea S un conjunto. Definimos primero el conjunto de “inversos formales” S = {5 | s € S} y sea
A = S][S. Llamamos a A alfabeto y a sus elementos “letras”. Dado a € A, si a = s € S,
denotamos@a=35€ Sysia=35€ S,@=s € S (es decir, identificamos 5 = s). Una palabra en A
es w = x1 ...xT, para un cierto n, donde las z; son “letras” del alfabeto. También consideramos
la palabra vacia que denotamos 1. Una palabra w = z1...x, se dice reducida si x; # Ty11
para todo i. Se define entonces F'(S) como el grupo cuyo conjunto subyacente son las palabras
reducidas en A y con la operacién w.w’ que consiste en concatenar las palabras y reducir (borrar
las subpalabras de la forma zT). La palabra vacia 1 es el neutro. El inverso de w = 1 ...z, es
W = T, ... T1. No probaremos en estas notas que la operacién esté bien definida (no depende
del orden que elijamos para hacer las reducciones posibles) y que efectivamente F(S) es un
grupo. Para mds detalles el lector puede consultar los libros | , |

Ejemplo 11.1.5. Si S = {a,b}, F(a,b) consiste en las palabras reducidas con letras a,a, b, b.
Por ejemplo abaa, bab, ab.

Observacion 11.1.6. Si G es un grupo, entonces existe F' un grupo libre y un epimorfismo
q: F — G. Para ver esto, elegimos S C G un conjunto de generadores y tomamos F = F(.5).
Consideramos la inclusién i : S — G que induce ¢ =i : F(S) — G (por la propiedad universal de
grupo libre). Como S genera G se deduce que g es sobreyectiva. En particular, G = F(S)/Ker(q)
y por lo tanto tenemos que todo grupo es cociente de un grupo libre.

Definicién 11.1.7. Una presentacién P = (X | R) de un grupo G consiste de un conjunto
X de generadores de Gy un conjunto R C F(X) (palabras en los generadores) tal que G es
isomorfo a F(X)/N, donde N es el subgrupo normal generado por R C F(X) (es decir, el
minimo subgrupo normal que contiene a R, o sea N = ((R)) = (] T). Los elementos de R

TIF(X)
RCT

se llaman relaciones.

Como todo grupo G es cociente de un libre, entonces admite una presentacién (de hecho, todo
grupo admite infinitas presentaciones distintas).

Ejemplos 11.1.8. 1. Si P = (a|) (en este caso R = (), entonces G = F(a) = Z.
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a | a) presenta al grupo trivial.
a,b | a) es otra presentacién de Z.

a,b | aba='b~1) es una presentacién de Z @ Z.

a,b| ab,b) es otra presentacién del grupo trivial.

7.

(
(
(

5. {(a | a™) presenta al grupo Z,.
(
{(a,b,c | ¢) presenta al grupo libre F(a,b).
(

8. (s,r | s2,r™, srsr) es una presentacién del grupo diedral D,, (de orden 2n).

Definicién 11.1.9. Sea {G,, | « € A} una familia de grupos. Se define el producto libre *AGQ
ae

de la siguiente manera:
FGa={g1-gm |m =20, gi € Gy, gi # L, @i 7 it}

Es decir, son palabra finitas donde las letras son elementos de los grupos G, y letras seguidas no
pertenecen al mismo G, y ninguna letra es un neutro. La palabra vacia es el neutro del producto
libre, y la operacién es concatenar y, eventualmente, reducir. En este caso la reduccién es de
la siguiente manera: si g ... g, no es reducida, es decir existen g;, 9;+1 € G4 para algin a o
alguna de las letras es la identidad de alguno de los grupos, la podemos reducir a una palabra
de largo m — 1 tomando ¢; ... (gigi+1)gi+2 - - - gm donde (g;g;+1) es el producto en el grupo G,
correspondiente, o si g; = 1g, para algin «, lo eliminamos de la palabra. El inverso de una
palabra g1 ...gm es g, .. .gfl.

Veamos ahora la propiedad universal que tiene el producto libre de grupos. Sea {G, | « € A}
una familia de grupos. Para cada g € A se tiene una inclusiéon de grupos

ig:Gg — *x G
B B aeh e

que a cada elemento g € G le asigna la palabra de una letra g, en el caso que g no sea el
elemento trivial del grupo. Al 1 lo manda a la palabra vacia.

El producto libre *AGOZ cumple la siguiente propiedad universal: para todo grupo H y para toda
(1S
familia de morfismos de grupos ¢, : G, — H (« € A), existe un Gnico morfismo ¢ : *AG(X —H
ac
tal que @i, = ¢. Esto es sencillo de ver y dejamos los detalles al lector. Notar que el morfismo

¢ queda definido como (g1 ... gm) = Pa,(91) - - - e, (gm) Si gi € Ga,.
Ejemplo 11.1.10. Z*Z = F(a,b). En general, Z x ...« Z = F(n) (el grupo libre de rango n).

n veces

Para entender lo que nos dice el Teorema de van Kampen necesitamos estudiar el producto
amalgamado de grupos, que se define de la siguiente manera.

Sea T—2>G un diagrama de grupos. El producto amalgamado G N H es el grupo G;H =
!
H

G x H/N donde N < G * H es el subgrupo normal generado por la familia de elementos
{ e~ |teTyCGxH.
%/_/

palabras de 2 letras
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G * H queda determinado (salvo isomorfismos) por la siguiente propiedad universal (que dejamos

como ejercicio): para todo grupo S y para todo par de morfismos fg: G — Sy fg: H— S
tales que fap = fg, existe un tnico morfismo f : G x H — S que hace conmutar el siguiente

diagrama:

Observacién 11.1.11. 1. Si T =1 entonces G;:H =G« H.
2. Si G = H = 1, entonces G;Hzl.

3. Si G =1, entonces G;H = H/{{Im(y))).

11.2. Teorema de van Kampen

Enunciemos primero la version del teorema para dos abiertos. Para esto fijemos un poco de
notacién.

Sea X un espacio topolégico y sean U,V C X abiertos tales que X = U U V. Supongamos
ademas que U,V y U NV son arcoconexos y no vacios y sea g € U N V. Consideremos los
siguientes diagramas de inclusiones de subespacios y de morfismos inducidos por las inclusiones
en los grupos fundamentales (recordar que los morfismos inducidos por las inclusiones a nivel
71 en general dejan de ser inyectivos). Los grupos fundamentales que consideramos son todos
con punto base z( y los notaremos directamente 71 (X ), etc. También para simplificar notacién
a los morfismos inducidos por las inclusiones, por ejemplo por la inclusion iy los notaremos de
la misma forma que las inclusiones (en este caso iyy) en lugar de usar la notacién (iy)4:

unv Y -u m(UNV) Yy (U)
iy i](] ivl i]U
V—7F™X m (V) ™ (X)

Jjv

Por la propiedad universal del producto amalgamado, los morfismos ji7, jy del segundo diagrama

inducen un tnico morfismo j : w1 (U) ( * )7T1(V) — mi(X) tal que jlr, vy = jv ¥ jlr ) = JU-
m (UNV

Teorema 11.2.1 (Teorema de van Kampen para dos abiertos). Sea X un espacio topoldgico,
bajo las condiciones anteriores, j es un isomorfismo de grupos. Es decir:

m1(X) =m(U) 71'1(U*m/) (V) = w

donde N = <(iU(w)iv(w)_l»wem(UﬁV)'

Antes de hacer la demostracién, veamos primero algunas aplicaciones y consecuencias. También
enunciaremos la versién general del teorema (para varios abiertos) pero solo probaremos la
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version para dos abiertos. La demostraciéon de la version general sigue la misma direcciéon que
la de dos abiertos pero tiene algunas complicaciones técnicas. La demostracién de la version
general se puede ver en | ].

Corolario 11.2.2. Sea X un espacio topolégico y sean U, V abiertos de X simplemente conexos
tales que X = U UV y tal que U NV es arco-conexo y no vacio. Entonces X es simplemente
cOnexo.

Demostracion. Sale aplicando el Teorema de van Kampen, teniendo en cuenta que 71 (U) =
7T1(V) =1. O

Corolario 11.2.3. Si n > 2, la esfera S™ es simplemente conexa.

Demostracidn. Sean py g los polos (norte y sur) de la esfera. Sean U = S"\ {p}, V =S"\ {q}.
Notar que U y V son homeomorfos a R™ y por lo tanto son contréictiles, y en particular
simplemente conexos. Ademds S* = UUV y UNV = §"\ {p,q} que es homotSpicamente
equivalente al ecuador S”~!. Como n —1 > 1, S*~! es arco-conexo y podemos entonces aplicar
el corolario anterior y asi deducimos que S™ es simplemente conexo. O

Corolario 11.2.4. Sea n > 2y sea RP" el espacio proyectivo. Entonces 71 (RP") = Z.

Demostracion. Consideremos el revestimiento p : S" — RP", p(x) = [z] € S"/x ~ x. Sea
x € RP™ punto base. Notar que la fibra F, tiene dos elementos. Como S™ es simplemente
conexo, por el Corolario 10.2.8 se tiene que 7 (RP™, z) tiene dos elementos (porque estd en
biyeccién con la fibra) y el dnico grupo de dos elementos es Zs. O

Enunciamos ahora la versién general del teorema de van Kampen.

Teorema 11.2.5 (Teorema de van Kampen—versién general). Sea X espacio topoldgico y sea

{Au}aen un cubrimiento por abiertos de X tal que (| Aa #0 yV a,B,y €A, Au, AuNApy
aEA
A, NAgN A, son arco-conezos. Sea xg € (| Aa. Entonces
a€EA

7T1(X, ZL’o) = *Aﬂ'l(Aa,ZE())/N

(1S

donde N = ({ia(w)isg(w) ™" )wem (4unap)-
a,BEA
Corolario 11.2.6. Bajo las hipétesis del caso general de van Kampen, si pedimos ademés que
Ay N Ap sea simplemente conexo para todo «, 8 € A, entonces m (X)) = *Am(Aa).
ac

Definicién 11.2.7. Sea X un espacio topoldgico y sea x € X. Decimos que (X, z) es un
espacio bien punteado si existe un entorno abierto U de z tal que {z} C U es rdf (retracto por
deformacion fuerte).

Como ejemplo, aunque no lo probaremos en estas notas, todos los CW-complejos son bien
punteados (en cualquiera de sus puntos).

Para simplificar notacién, cuando digamos que un espacio X es bien punteado estaremos pen-
sando en que tenemos fijado un punto base (y que X es bien punteado en ese punto) y los
grupos fundamentales serdan con ese punto base.
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Proposicién 11.2.8. Sea {X,}aca una familia de espacios arco-conexos bien punteados. Sea

\/ X, la unién en un punto. Entonces m1( \/ Xo) = * m1(X4). En particular, 7y ( \/ S') =
acA acA oeh acA
F(A) (grupo libre con base A).

Demostracion. Para cada a tenemos un entorno abierto U, de z, tal que {z,} C U, es rdf.
Sea Ao =X, V Us.
B#a
Xp

u, U

B
)
N
X{I T X
U,

Notar que X, C A, es rdf para todo a. Ademds, si o # 3, AoNAg =\ U, ~ *. Como A, NAg
7

’ a

es simplemente conexo y A, N Ag N A, = \/ U, que es arco-conexo, por el corolario anterior

n
tenemos que
771(\/ Xao) = zm(Aa) = :m(Xa).
«

O

Como caso particular de la proposicién anterior, deducimos que el grupo fundamental de la
figura 8 (S! VS!) es Z * Z. Este es el ejemplo més sencillo de un espacio con grupo fundamental
no abeliano.

Veamos ahora como aplicar el teorema de van Kampen para calcular el grupo fundamental
de CW-complejos de dimensiéon 2. Daremos acd solo las ideas y algunos ejemplos. Para la
demostracién completa y formal de lo siguiente recomendamos los libros | , ]
Veamos primero cémo cambia el grupo fundamental cuando adjuntamos una 2-celda a un espacio
arco-conexo B. Supongamos que tenemos una adjuncién de una 2-celda:

st—7% . B

|

D? — > BUeée?

“Engordando” un poco a B para obtener un abierto U de B U e? que se retrae por deformacién

[e]
fuerte a B y tomamos V como el interior de la 2-celda e?. Estamos en condiciones de usar van
Kampen para dos abiertos, uno de ellos, V, que es simplemente conexo, y cuya interseccion
(que se retrae por deformacién fuerte al borde de la celda adjuntada) es arco-conexa. Asi se
tiene 7 (B U €?) = w1 (B)/{{Im(p.))).

Ejemplos 11.2.9. 1. Ya vimos que podemos pensar al toro como el CW-complejo que se

obtiene de B = GC) = S! v S! adjuntado una 2-celda con la funcién de adjuncién
que manda el borde del cuadrado como lo indican sus etiquetas (la arista a recorre uno
de los circulos en cierta direccién y la b el otro de los circulos).
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yo

Y

b

Tenemos entonces 71 (B) = F(a,b) y ((Im(py))) = ({(aba=1b~1)) y asf obtenemos
m1(T) = F(a,b))/({aba™"b~"))

que es el grupo presentado por (a,b | aba=1b~1), es decir Z @ Z.

2. El plano proyectivo

a

a

es el CW-complejo que se obtiene de B = O con la funcién de adjuncién que recorre
al circulo como marca la figura. En este caso m1(B) = F(a) y ((Im(p.))) = ({(a?)) y asf
obtenemos

m(T) = F(a))/((a*))

que es el grupo presentado por (a | a?), es decir Zs.

3. La botella de Klein se obtiene de B = S' v S! adjuntando una 2-celda como marca la
figura

Por lo tanto su grupo fundamental es el presentado por (a, b | aba~1b).

Veamos ahora, usando estas ideas, que para todo grupo G existe un espacio arco-conexo cuyo
grupo fundamental es isomorfo a G:

Dado un grupo G, tomamos una presentaciéon P = (X | R) de G y nos construimos un CW-
complejo de dimension 2 de la siguiente manera:

1. Empezamos con una 0-celda v.

2. Le adjuntamos una 1-celda x por cada z € X y asi obtenemos una unién en un punto de
tantas copias de S! como elementos de X.

3. Por cada relacién r € R adjuntamos una 2-celda tomando un n-énogo (donde n es la
longitud de la palabra r) y etiquetamos las aristas de su borde con las letras de la palabra
r y pegamos cada arista del borde en el circulo correspondiente con esa arista (como
hicimos en los ejemplos anteriores). Para eso, como hicimos anteriormente, le damos una
direccién u orientacion a las 1-celdas para distinguir una letra de su inversa.
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Asi obtenemos un CW-complejo Y de dimensién 2 cuyo grupo fundamental tiene como presen-
tacién P = (X | R), es decir con grupo fundamental isomorfo a G. Esto prueba que para todo
grupo G existe un espacio arco-conexo (mds ain, un CW-complejo de dimensién 2) cuyo grupo
fundamental es G.

Ahora si, veamos la demostracién del teorema de van Kampen para dos abiertos. Necesitamos
hacer previamente algunas observaciones.

Observacién 11.2.10. Dado un espacio X, un camino w : I — X y una particién 0 = ¢y <
t1 < ... < t, = 1 de I, definimos los caminos w; : I — X como w; = w [ti_1,t:]ps donde
i + I = [ti—1,t;] es el homemomorfismo lineal que manda 0 a t,_1 y 1 a ¢; (es decir w; es
restringir w al subintervalo correspondiente y re-escalarlo). Entonces w % W1 * ...k Wy,

Observacion 11.2.11. Consideremos el cuadrado I x I y sean 71,72, w1, ws los caminos que
recorren el borde del cuadrado como indica la figura de abajo. Como I x I es convexo, mediante

la homotopia lineal que marca el dibujo, se tiene que 1 * y2 ~ w1 * ws.
P

b4l Pl
- » P
Wy y ) hy o 2y N
’/ ’/’ -
- Y Ky ¥
v (th

A partir de esto, si tenemos ahora una homotopia F': I x I — X y la restriccién de la funcién

F' a los bordes del cuadrado es:

a
-

cV Yo . X

d

Entonces a b ~ ¢ * d (ya que componemos la homotopia de caminos que teniamos a I x I con
P

la F). De esto podemos obtener, por ejemplo, que a ~ c * d * b.
P

Ahora si, la demostracion de van Kampen:

Demostracion de Teorema 11.2.1. Sea X = U UV con U,V,U NV arco conexos. Debemos

probar que 7 (X) = 71 (U) ((j " 71 (V). Para ver esto, veamos que 71 (X) tiene la propiedad
T n

universal del producto amalgamado: Dado H un grupo, ¢y : m(U) — H, ¢y : m(V) - H
tales que ¢piy = ¢viy, debemos ver que existe un dnico morfismo ¢ : m(X) — H tal que
bjv = dv, dju = du.

Vamos a usar la siguiente notacién: si w es un camino o un lazo en U, notaremos [w] a su clase
homotépica (como camino) en X y con [w]y a su clase en U. Notar que jy(jw]y) = [w]. Lo
mismo si estd en V o en U N V. Por ejemplo iy ([w]unv) = [w]u.
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Primero probaremos la unicidad de ¢ : m1(X) — H (si es que existe). Notar que para ver
esto, basta ver que jy(mi(U)) v jv(m1(V)) generan 71(X) (porque en esos lugares la ¢ tiene
que valer lo que valen ¢y y ¢v). Y ver que lo generan es equivalente a ver que el morfismo
j:m(U)*xm (V) = m(X) es epimorfismo. Probemos eso. Tomamos [w] € m1(X),w : T — X.
[ti—1,ti] cvu
oV yw(t;)) € UNYV para todo i. Por la observacién previa, se tiene que w ~ Wy K .ok wh

Como I es compacto, existe una particiéon 0 =ty < t; < ... <t, =1de [ tal que w

donde w; es el camino w
de lazos que caen en U o V' (no solo de caminos) y por eso hacemos los siguiente. Para cada
z; =w(t;) €UNV (i=1...n—1) elegimos un camino 2o —= z; en UNV (sabemos que U NV
s arco-conexo) y seamn g y o, los caminos constantes xg. Definimos w; = «;—1 * w] x ag y asi

(t:_1,¢;) re-escalado. Nosotros necesitamos escribirlo como producto

W (g *wy ko) x (g % Wh* Q) * ... %y = W1 * ... Wy
P P
Es decir, logramos escribir a [w] como producto de lazos w; que caen en U o en V', es decir cada
[wi] = ju([wilv) o jv([wi]v). Esto prueba que j es sobreyectiva.

Ahora que ya probamos la unicidad, probemos la existencia de ¢ : w1 (X) — H tal que ¢ju = du
vy ¢jy = ¢y . La vamos definiendo de a poco.

Primero definimos una funcién p en los lazos que caen en U o en V. Si w es un lazo que cae
en U o en V definimos p(w) = ¢p([w]y) si cae en U y p(w) = ¢y ([w]y) si cae en V. Si w cae
en UNV la p estd bien definida porque ¢yiy = ¢yiy. Notar que si [w]y = [w']y entonces
p(w) = p(w') (fdem con V) y que p(w *w') = p(w) * p(w’).

Ahora extendemos p a una funcién p’ definida en los caminos que caen en U o en V. Es similar
a como hicimos para la unicidad: para cada x € X elegimos un camino zg — x. Si z € U lo
elegimos en U, similarmente si estd en V o en U NV (usamos que todos son arco-conexos). Si
T = xg tomamos el camino constante. Dado un camino w de x a y lo convertimos en un lazo en
zo tomando L(w) = oy * w * &, y definimos p'(w) = p(L(w)). Asi extendimos p a los caminos
que caenen U oen V.

Ahora viene el paso més complicado: extendemos p’ a una p” definida en los caminos que caen
en X y de tal forma que cumpla:

1. Si w ~ w' en X entonces p”(w) = p” ().
P

2. ' (wwe) = p'(w) % ().

Tomando luego ¢([w]) := p”(w) tendremos el morfismo bien definido buscado.

Sea w un camino en X. Tomamos una particion 0 = tg < t; < ... < t, = 1 de I tal que
] €U o V. Ya vimos que w ~ wy * ... *w, donde w; es el camino w|[t1 1,t;] Te-escalado.

w|[ti—17ti i—

P
Definimos p”’ (w) = p”’(w1) ... p" (wn)-
Notemos primero que p”’ no depende de la particién 0 = tg < t; < ... < t, = 1 elegida, dado
que dos particiones de I se pueden refinar a una particién (subdivisién) en comin, y por lo
tanto solo debemos ver que p” no se altera si subdividimos una particién. Pero si agregamos

ticy < s < t; y lamamos w} = w|,_, ¢ w? = w|[s,], COMO w; =~ wi x w? y p respeta el

producto, se tiene que p” no cambia al subdividir.

Veamos ahora que p” cumple (1). Si w ~ w’ en X entonces p’(w) = p”(w'). Sea F: [ x I — X,
p

F : w ~ . Por compacidad de I x I, existen particiones 0 = ty < t; < ... < t, = 1

P
y0 =150 <85 <...<sp =1 tales que F([s;_1,s;] X [tj—1,t;]) € U o V. Si llamamos
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w;(s) = F(s,t;), se tiene que Wy = w, w,, = w’ y por lo tanto para ver que p’(w) = p”(w’) basta
ver que p”(w;—1) = p”(w;) para cada fila j. Entonces podemos suponer directamente que la
particién anterior en cuadraditos tiene solo una fila, es decir, podemos suponer que existe una
particién 0 = sp < 81 < ... < 8y, = 1 de I tal que F([s;—1,8;] x I) CU o V.

En ese caso, si tomamos w; = wis,_, ,,] re-escalado y lo mismo con wj y llamamos j3;(t) = F(s;, 1),
se tiene para cada i un rectangulo con los siguientes caminos en el borde:

By Y B

Y

y por la observacién previa w) ~ B;_1 * w; * B; y entonces p'(w)) = p'(Bi_1)p'(wi)p'(B:) ¥
P

haciendo el producto de todos los p'(w}) (i = 1...m), se van cancelando los p’(53;) con los

0’ (B:), v finalmente se tiene que p’(w') = p" (w

Dejamos a cargo del lector la demostracién de (2): p’(w * w') = p” (w) * p” (). O



Capitulo 12

Homologia y aplicaciones

12.1. Ideas preliminares y homologia simplicial

.Cémo podemos distinguir estos tres espacios: S?, S! y R?? Concretamente, ;cémo vemos
que no podemos deformar continuamente uno en otro (es decir, que no son homotépicamente
equivalentes)? S? y S! tienen agujeros y R? no, asf distinguimos las esferas de R2. Por otro lado
el agujero de S? es de una dimensién mas grande que el de S!, y asf distinguimos las dos esferas
entre si. Notar que S! se distingue de S? y de R? mediante el m; ya que 71 (S') = Z y los otros
dos espacios son simplemente conexos. Pero el 7; no distingue S? de R?. La homologia mide los
“agujeros” en distintas dimensiones. Para cada n € N, H,,(X) mide los agujeros de grado n en
el sentido de que la esfera S™ tiene un agujero en grado n y ninguno en otro grado.

Un “potencial” agujero en grado 1 queda determinado por un 1-ciclo que es un camino sin

bordes.
co=0

Pero el ciclo determina un agujero si no es borde de “alguien”.

&P o

Ciclo que es borde, no Ciclo que no es borde
hay agujeros determina un agujero

Pero en realidad hay sutilezas a tener en cuenta:
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St RP’

En S! el ciclo a no es borde y ademéds n.a no es borde para ningin n € Z, esto nos dice que
H{(S") = Z (generado por el ciclo a). Pero en el plano proyectivo RP? el ciclo b no es un borde
pero b+ b sf lo es, esto nos dird que Hy(RP?) = Zy generado por b.

Para entender mejor como se define la homologia veamos primero el caso simplicial, que es como
se estudid originalmente. Recordemos que un complejo simplicial K es una unién de simplices
en algin R™ suficientemente grande y tal que si o, 7 son simplices de K entonces c N7 < 0,7
oonNt=1.

;,Cémo chequeamos si un complejo simplicial K es arco-conexo?

1. Como los simplices son convexos (en particular arco-conexos) todo = € K se puede co-
nectar por medio de un camino con un vértice, por lo tanto para ver si K es arco-conexo
basta ver si se pueden conectar los vértices entre si con caminos.

. 0% . . s , .
2. Si v — w es un camino continuo entre dos vértices, como los simplices son convexos,
podemos deformar v a un camino 7’ de v a w tal que 4/ sea un camino de aristas.

A2 = /|

3. Una arista es un 1-sfmplex {vg, v1}. Para poder caminar por aristas, necesitamos orien-
tarlas. Denotamos [vg,v1] a la arista orientada de vy a v; y definimos su borde como

dy([vg, v1]) = v1 — vg, que es un elemento en el grupo abeliano libre generado por los
vértices de K y que denotamos Cy(K). Denotamos Cy(K) al grupo abeliano libre genera-
do por las aristas orientadas de K donde identificamos a [v, w] con —[w, v] y asi tenemos el
morfismo de borde d; : C1(K) — Cy(K) que vale dy([vg, v1]) = v1 — vo en los generadores
y extendemos linealmente.

Notar que Cy(K)/Im(d;) es el grupo abeliano libre generado por las componentes arco-
conexas de K ya que la clase de un vértice v serd igual que la de un vértice w en
Co(K)/Im(dy) si existe un camino de aristas que los une. Denotamos Hy(K) = Co(K)/Im(dy).
Esta es la homologia del complejo simplicial K en grado 0 y mide las componentes arco-
conexas. Hy(K) es el grupo abeliano libre cuyo rango es la cantidad de componentes
arco-conexas de K.

Sivy € C1(K) (es decir, es una suma formal de 1-simplices) y d; () = 0, entonces « no tiene borde
(todos los bordes de las aristas se van cancelando con los bordes de otras aristas en orientacién
opuesta, si una arista llega a un vértice, la otra sale de ese vértice). Un tal “camino”~ se llama
un 1-ciclo y seria un potencial agujero. Para ver si un 1-ciclo v € Ker d; C C1(K) es el borde
de “algo” de dimensién mas grande, debemos considerar los 2-simplices:
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vy

v,
0 Vs,

En la figura el 2-simplex o estd orientado como [vg.v1,v2] y su borde es el 1-ciclo v = [vg, v1] +
[v1, V2] + [v2, vo].

En general, para todo n tomamos C,,(K) como el grupo abeliano libre generado por los n-
simplices orientados de K [vg,v1,...,v,] donde se identifica

[Ve(0)s - - -+ V] = 59(P)[v0, - - ., n]

si ¢ € Sp4+1 (permutacién de n + 1 elementos) y sg(¢) € {1, —1} es el signo de la permutacién.
El borde de un n-simplex orientado es:

n

dn([v0, -y vn)) =D (1) [0, -, Biy -, V]

=0

donde [vg, ..., 0;,...,v,] es el (n—1)-simplex que se obtiene borrando el vértice i-ésimo. Asi lo
que obtenemos es un diagrama de grupo abelianos:

o Cp(K) s O (K) = . = Co(K) 25 0y(K) 25 Cy(K)

Se puede ver que Imd,, 11 C Ker d,, Vn y se define la homologia del complejo simplicial K en
Ker d,
Imcfin+1
Ker d,, médulo los n-bordes Im d,, 11 y son los potenciales agujeros médulo los bordes, es decir

los verdaderos agujeros de K de grado n.

grado n como el grupo abeliano H,(K) = . La homologia en grado n mide los n-ciclos

Ejemplo 12.1.1. Calculemos H,,(S') V¥n con esta triangulacion K:

Vi

v
0 Vy

Se tiene Cyo(K) = Z & Z & Z generado por wg,v1,v2, C1(K) = Z ® Z & Z generado por
[vo, v1], [V1, V2], Vo, v2] ¥ Crn(K) = 0 para n > 2. Entonces se tiene el diagrama de grupos
abelianos:

05 ZOZOZ I ZOZOZ >0

Se puede ver que Ho(K) = Z y H1(K) = Ker d; = Z (generado por el 1-ciclo v = [vg,v1] +

[v1, V2] + [v2, vo]).-

En realidad se puede calcular también la homologia de un espacio con estructuras mas flexibles
que los complejos simpliciales, como por ejemplo los CW-complejos. Informalmente damos un
ejemplo: tomamos el toro T con una estructura de CW-complejo con una 0-celda v, dos 1-celdas
a,by una 2-celda o orientadas como en la figura.
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\ v

b
RPN
b

Se tiene que Cy(K) = Z generado por v, C1(K) = Z ® Z generado por a,by Ca(K) = Z
generado por o. Ademads los bordes son dy(a) =v —v =0, di(b) = v —v = 0 (porque ambas
empiezan y terminan en v) y da(0) =a+b—a—b=0.

Asf, como dy = dy = 0 tenemos: Ho(T) = Z, Hy(T) = 5 = 2.0 7, Hy(T) =Ker dy = Z y
H,(T)=0VYn>3.

12.2. Background algebraico

Desarrollaremos ahora parte del background algebraico necesario para poder definir més for-
malmente la homologia, poder calcularla y probar resultados. En lo que sigue A es un anillo
conmutativo. Podemos pensar siempre que A = Z.

Definicién 12.2.1. Una sucesién de A-mddulos es un diagrama de A-mdédulos y morfismos de
A-médulos:
s O G OB 0 B 0y 0

Decimos que la sucesién es exacta en el lugar k si Im dy; = Ker dy y la sucesién se dice exacta
si es exacta en todo lugar.

Observacién 12.2.2. 1. 0= M L N es exacta si y solo si f es monomorfismo.
2. M 2% N — 0 es exacta si y solo si g es epimorfismo.

3.0 ML N =0 es exacta si y solo si f es isomorfismo.

Definicién 12.2.3. Una sucesién exacta corta (SEC) es una sucesién exacta de la forma:

0-MLNL NS0
Es decir, f es monomorfismo, g es epimorfismo y Kerg = Im f.

Los siguientes son dos ejemplos de SEC:

incy

OAZQAH%@ZQ%ZQﬁO
0—=Zo —Zy—7Zs—0

Definicién 12.2.4. Un complejo de cadenas de A-médulos (Cy,d) es una sucesién de A-
médulos
e A I ¢ Y o )

tal que para todo k, drdr+1 = 0 o equivalentemente, Imdy; C Ker dj, (esto se denota gene-
ralmente como d? = 0). Los dj se llaman morfismos de borde.

Definicién 12.2.5. Sea (C.,d) complejo de cadenas. Para todo n > 0 se definen:
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1. Los n-ciclos Z,, = Ker d,, C C,,.

2. Los n-bordes B, =Imd,,+1 C Ker d,, C C,,.

Ker d,
Imd,1°

3. El n-ésimo grupo de homologia H,(C,) = Z,/B,, =

Definicién 12.2.6. Un complejo de cadenas (C\, d) se dice aciclico (6 exacto) si es una sucesién
exacta, es decir, si H,(C,) = 0 para todo n > 0.

Definicién 12.2.7. Un morfismo de complejos f : (Cy,d) — (CL,d’) es una familia de morfis-
mos de A-médulos f,, : C,, — C!, para todo n tal que los diagramas siguientes conmutan

dn
Cn — Cnfl

fnl lfnl
d

/ n !
Cn n—1

Para abreviar notacion, a los complejos de cadenas los denotaremos simplemente C, y el mor-

fismo de borde d quedard implicito. También a la homologia H,(C\) la denotaremos indistin-
tamente H,(C).

Proposicién 12.2.8. Un morfismo f : C, — C. induce morfismo de A-médulos f,, : H,(C) —
H,(C") entre las homologias, definidos como f,([z]) = [fn(z)] donde [z] denota la clase en el
cociente.

Demostracion. H,(C) = Z,/B, y H,(C') = Z]/B,,. Para ver que f induce f, : Z,/B, —
Z! /B! basta ver que f(Z,) C Z! v que f(B,) C B.,.

Si xz € Z, entonces d,,(z) = 0. Considero f,(z) € C},, debemos ver que d, (f,(z)) = 0. Pero
dy, (fn(2)) = fn-1(dn(2)) = fn-1(0) = 0.

Veamos ahora que f,(B,) C B.. Sea © € B,, entonces x = d,1(y) para algiin y. Entonces
fn (@) = frldni1(y)) = dpy 1 (faa(y) € By O

Definicién 12.2.9. Sean f, g : C. — C, morfismos de complejos. Una homotopia h : f ~ g (de
[ a g) es una familia de morfismos h,, : C, = C}, 1 Vn, tales que f, — gn = d;, 1 hn + hp_1dy

dpt1 dn

o/ Upyga Cn Cnfl
e S
/ 4‘“ / /d/" '
T Cn+1 Cn n—1

Observemos que =~ es relacién de equivalencia en el conjunto de morfismos de C, a C%, ya que

1. Tomando h,, = 0 para todo n se ve que f ~ f.
2. Sih:f~g, entonces —h:g=~ f.
3.Sih:f~gyl:g~rentoncesh—+1:f~r.

Proposicién 12.2.10. Sean f,g : C. — C. morfismos de complejos. Si f ~ g entonces
fn = gn : Hy(C) = Hy,(C') Vn.
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Demostracion. Sea [z] € H,(C) = Ker d,,/Imd,+1. Sea h : f ~ g. Entonces

fu((2]) = gn([2]) = [fn(2) = gn(@)] = [dp 1 hn (@) + hnrdn(2)] = [d 41 (hn(2))] = 0 € H, (C).
O

De ahora en mas, para simplificar més la notacion, no notaremos los grados de las funciones,
por ejemplo escribiremos d : C,, = Cy,—1 en lugar de d,, o f : H,(C) — H,(C") en lugar de f,.
El grado quedaré implicito por los dominios y codominios.

Proposicién 12.2.11 (Lema de la Serpiente). Consideremos el siguiente diagrama conmutativo
de A-modulos, donde las filas son exactas:

M-t N9 p 0
S
0 M —>N —~P
f g

Entonces se tiene una sucesion exacta:
Kera % Kerf 2 Kery 9, CoKer a EN CoKer 8 2 CoKer~

donde f, g son los morfismos f,g restringidos a los niicleos y f’, ¢’ son los inducidos en los
cocientes por f’, ¢’. Recordemos que CoKer « = M’/ Im «. Al morfismo 9 se lo llama “morfismo
de conexién”.

Demostracion. Es fécil de ver que f’ y ¢’ pasan bien al cociente (conticleos) y que f y g se
restrigen bien a los ntcleos porque los cuadrados son conmutativos. La parte interesante y no
inmediata de la demostracién es la definicién del morfismo de conexién 0 : Kery — CoKer a.

Sea x € Kery C P. Como g es epimorfismo, existe un y € N tal que g(y) = z, y como y(z) = 0,
9'B(y) = v9(y) = v(z) = 0. Esto dice que S(y) € Kerg’ = Im f’. Por lo tanto existe z € M’ tal
que f'(z) = B(y). Consideramos su clase [z] € CoKera = M'/Im f y definimos 9(x) = [z].

Notar que en la definicién de 9 hicimos varias elecciones: elegimos un y € N tal que g(y) = =
y un z € M’ tal que f'(z) = B(y). Dejamos como ejercicio para el lector probar que la clase [z]
no depende del y y del z elegidos. De esto se deduce que 9 es morfismo de A-médulos (porque,
por ejemplo para ver que respeta la suma, elegimos la suma de los que elegimos para cada
sumando). O

Definiciéon 12.2.12. Una SEC de complejos 0 — C, ER D, % E, — 0 es un diagrama de

complejos de cadenas y morfismos de complejos tal que para todon, 0 — C, f—") D, &5 E, —0
es SEC de A-médulos.

El siguiente resultado algebraico lo aplicaremos luego en el contexto topoldgico y nos permitira
calcular facilmente la homologia de espacios a partir de cubrimientos por abiertos. También
serd utilizado para relacionar la homologia de un espacio con la de un subespacio.

Teorema 12.2.13. Una SEC de complejos 0 — C. i> D, EN E. — 0 induce una sucesion
exacta larga en las homologias:

I g, (D) H (B S

...—= Ho(C) = Ho(D) = Ho(E) = 0

o = Ho(C) I Hy(D) 2 Hoy(BE) S H,_ 1 (O)
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Demostracion. Denotemos d©, dP, d¥ alos morfismos de borde de los tres complejos, Z$, ZD ZE

a los n-ciclos y BS, BP | BE a los n-bordes. Para cada n tenemos un diagrama conmutativos de
filas exactas:
C,/BS —— D, /B? —=E,/BF ——~0

dfjl ldf ldf

0 A zP zZy

Aplicamos el Lema de la Serpiente a cada uno de esos diagramas y obtenemos para cada n una
sucesion exacta:

H,(C) L% H,(D) 2 Hy(B) S Hy_(C) 2% H,_ (D) 275 H,_1(E)

Concatenando todas las sucesiones exactas, se tiene la sucesion exacta larga deseada. O

12.3. Homologia singular y aplicaciones

Sean > 0. Recordemos que el n-simplex estandar en R es A™ = [vy, ..., v,] donde {vo, ..., v,}
es la base canénica de R™*1. Vemos a A™ orientado.

1
A° Y1 \‘A\
—.—
v
0
Vo
Definimos la cara i-ésima de A™ como [vg, ..., ;, ..., v,] (sacamos el vértice 7) y lo identificamos

con A"~L. Por ejemplo, la cara 1-ésima del 2-simplex [vg, v1,v2] es [vg, va] (que se identifica con
el 1-simplex estdndar orientado de vy a vs).

Definiciéon 12.3.1. Sea X un espacio topoldgico. Sea n > 0. Un n-simplex singular en X es
una funcién continua o : A™ — X. Definimos C),(X) como el Z-mdédulo libre generado por los
n-simplices singulares de X. Es decir:

Cr(X)=/{ Z Neo | nge € Z, o : A" — X continua}
finita
Se define el morfismo de borde d,, : Cy,(X) = Cp—1(X) en la base (y se extiende linealmente)

COImo:
n

dn(0) = (~1)'c?

i=0
donde 0 es la restriccién a la cara i-ésima o9 = J|[UUW@_.%]. Se tiene asi un complejo de
cadenas (Cy(X),d):

L Co(X) 2 O (X) .o Ca(X) 25 01 (X) & Co(X) — 0
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Veamos que efectivamente (C,(X), d) es un complejo de cadenas, es decir que Im d,, C Kerd,,—1
para todo n:

dnfldn((j) = dnfl(Z(_l)io—hvg...ﬁi...vn])

— Z(fl)i+j0—|[UOWUAJ""UA'i“'U"] + Z(fl)i+j+1o—|[UO...ﬁ,i.A.v"j...Un] =0
4,7 tyJ

j<i i

Al complejo de cadenas (C.(X),d) se lo llama complejo singular de X y su homologia es la
homologia singular de X:
Ker d
H,(X):=H,(C.,(X)) = ——*~
(X) 1= Hy(C.(X)) = 1.7

Ejemplo 12.3.2. Calculemos H,(X) para X = x (singleton). Notar que existe una tnica
funcién o : A™ — * para todo n (la constante). Llamemos ¢, : A™ — * a la funcién constante.
Entonces C,,(x) = Z para todo n (generado por ¢,). Calculemos d,, : Cy,(x) — Cp_1(x).

n

dn(cn) = Z(—l)icg) = Z(_l)icn—l

=0 =0

y esto vale 0 cuando n es impar y ¢,_1 cuando n es par. Es decir, el complejo singular del
singleton es:

bz hzSb72872% 7250
As{ vemos que H,(x) =0sin > 1y Hy(x) = Z.

Proposicién 12.3.3. Sea X espacio topoldgico y sean {X,, | & € A} sus componentes arco-

conexas. Entonces H,(X) = @ H,(Xa).
aEA

Demostracion. Como A™ es arco-conexo para todo n y las o : A™ — X son continuas, entonces

Crn(X)= @ Cn(Xa) ydn = @ dn|x, . Es decir, el complejo asociado a X es la suma directa
aEN aEA
de los complejos asociados a sus componenetes arco-conexas. Al calcular la homologia se tiene

entonces que H,(X) = @ H,(X,). O
a€A

Proposicién 12.3.4. Si X es arco-conexo (y no vacio) entonces Ho(X) = Z. De esto se deduce,
por la proposicién anterior, que en general Hy(X) = ) Z

#componentes
arco-conexas

Demostracion. Sea X espacio arco-conexo. Sabemos que Hy(X) = Co(X)/Imdy, donde
Co(X)={>_ mnex|n. €Z, zeX}
finita
(identificando las funciones o : A° — X con los puntos en X ). Notar que, identificando A' con
Isio:A'=1— X, di(0) =0c(1) — a(0).

Considero C4(X) LN Co(X) S Z — 0, donde ¢ : Co(X) — Z es el “morfismo aumentacién”
definido por £(z) = 1 para todo = € X (y extendiendo linealmente). Notar que, como X no es
vacio, € es un epimorfismo. Veamos que Kere = Imd;:



12.3 Homologia singular y aplicaciones 123

k k
Dado y € Kere, y = > njz,; con y_ n; = e(y) = 0. Por lo tanto ng = — ) n,;. Sean ¢; caminos
Jj=0 Jj=1
de x¢ a x; para todo j = 1,...,k (existen porque X es arco-conexo). Entonces:

k

k k k k
(D njo) = njlw; —z0) = (= > _ny)zo+ > _myw; = > miz; =y
=t =t =1 j =0

j=1
Esto prueba que y € Imd;.
Para la otra contencién: £(di(0)) = e(o(1) — 0(0)) = 1 —1 = 0. Asi hemos probado que
Kere =Imd;.
Ahora bien,

_ Go(X) _ Go(X)

Hy(X) = Tmd, ~ Kore =Ilme=7Z.

O

Muchas veces es conveniente trabajar con una versién de homologia que se llama “homologia
reducida” que difiere de la homologfa singular solo en el Hy(X). La homologia reducida le “saca”
una copia de Z al Hy(X) y asi, por ejemplo, se tiene que la homologia reducida del singleton
vale 0 para todo n > 0, y los espacios arco-conexos tienen homologia reducida 0 en grado 0
(en lugar de Z). La homologia reducida serd muy ttil para simplificar cdlculos y férmulas que
veremos después.

Concretamente, definimos la homologia reducida de un espacio de la siguiente manera. Dado

un espacio X no vacio, se define su complejo “aumentado” como (C.(X),d):
= Co(X) 2 01 (X) Y (X)) S Z -0

Es decir, tomamos el complejo singular de X y lo aumentamos con la ¢ (agregando el Z en
grado —1). Se define la homologia reducida de X como H,(X) := H,(C«(X)) (n > 0).

Por definicién, es claro que H,(X) = H,(X) ¥Yn > 1. Cambia en grado 0: como Hy(X) = Kere

- Im dl’
y como € : Co(X) — Z es epimorfismo y edy = 0, se tiene un epimorfismo Hp(X) = ?fn(;i) 5
Z — 0, g([z]) = e(x). Notar que Kerg = I}fne;i = Hy(X) y por lo tanto se tiene una SEC

0— Ho(X) = Hy(X) S Z — 0

y como Z es libre, la SEC se parte y se tiene Hy(X) = H, (X) @ Z. Como dijimos al principio,
la homologia reducida en grado 0 le saca una copia de Z a la homologia usual. Por ejemplo,
Hy(X) =0si X es arco-conexo.

Definiciéon 12.3.5. Sea f: X — Y una funcién continua, entonces f induce un morfismo de
complejos f, : Co(X) = C.(Y) (andlogamente, se tiene f, : C,(X) — C.(Y)) de la siguiente
manera: para cada n > 0, dada o : A" — X continua, f.(c) = fo : A" = Y y extendemos
linealmente: f.(> n,0) => nsfo.

Veamos que f, conmuta con el morfismo de borde:

fo(d(@)) = £ (D (1)) = Y (1) fu(0W) = D (-1 (f)V = d(f.(0))-

i=0
Por lo tanto fi : Cu(X) — C.(Y) es morfismo de complejos de cadenas y entonces induce
morfismos entre las homologias f,, : H,(X) — H,(Y) para todon > 0 (lo mismo para homologia
reducida).

Ademis la asignacién es funtorial:
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L (fg)s = fegs
2. (1x)w = Lo, (x)-

Y por lo tanto, como ya hicimos con otras construcciones, si f : X — Y es homeomorfismo, en-
tonces f. : Ci(X) — Ci(Y) es isomorfismo de complejos y fp, : Hp(X) — Hp,(Y) es isomorfismo
para todo n (lo mismo con la homologia reducida).

Veamos ahora qué pasa con las homotopias. Este teorema es uno de los resultados maés im-
portantes de homologia singular. Dice que funciones homotdpicas entre espacios topoldgicos
inducen morfismos homotépicos a nivel complejos y, por la Proposicion 12.2.10, inducen el mis-
mo morfismo a nivel homologia. Se deduce de este resultado que espacios homotépicamente
equivalentes tienen la misma homologia (es decir, si un espacio se puede deformar continua-
mente en otro entonces ambos tienen los mismos tipos de agujeros). Esto serd fundamental para
distinguir espacios y se utilizard para probar las aplicaciones clasicas de la homologia.

Teorema 12.3.6. Sean f,g: X =Y continuas. Si f ~ g entonces f. =~ g. : C.(X) — Ci(Y).
Por lo tanto, en ese caso, fn, = gn : Ho(X) — H,(Y) para todo n > 0.

Demostracion. Sea H: X x I — Y, H: f ~ g. Debemos ver que existe h : f, ~ g, : C,(X) —
C.(Y). Recordemos que esto significa tener h, : C,(X) — Cpi1(Y) tales que f, — g, =
dY 1hy + hp_1diY.

Dada o : A™ — X continua consideramos H(o x 1;) : A™ x I — Y. El “prisma” A™ x I tiene
como vértices a los de A™ x {0} que denotamos [vg, ..., v,] y & los de A™ x {1} que denotamos
[wo, . .., wy,]. Podemos subdividir al prisma A™ x I en n+ 1 (n + 1)-simplices

A" x I = U[vo...viwi...wn]
i=0

w
w, 2 (-;
v, J

Si definimos h(c) = Y. (=1)"H (o x Dlvo...viws...wn]» 8¢ tiene que (dh + hd)(o) = go — fo y por

=0

lo tanto h : g« =~ fi (v por lo tanto —h : fi =~ g.). O

Corolario 12.3.7. Si f : X — Y es una equivalencia homotépica, entonces f, : H,(X) —
H,(Y) es isomorfismo para todo n. En particular, si X es contréictil, H,(X) =0Vn > 1y
Hy(X) = Z (equivalentemente, H,(X) =0 ¥n > 0).

Veremos ahora el segundo teorema importante sobre homologia singular que nos permitira
calcular la homologia de un espacio a partir de la homologia de cubrimientos por abiertos. Ne-
cesitamos previamente unas definiciones. Un complejo (C%,d’) es un subcomplejo del complejo
de cadenas (C.,d) si C], C C,, son submdédulos para todo n y los morfismos de borde d’ son las
restricciones de d a los CY,.
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Definiciéon 12.3.8. Sea X un espacio topolégico y & un cubrimiento por abiertos de X.
Definimos el subcomplejo (CY(X), d) de (C«(X), d) de la siguiente manera. Para cada n, C¥(X)
es el Z-mo6dulo libre generado por los simplices singulares o : A™ — X tales que o(A") C U
para algin U € U y el morfismo de borde es el de C,(X) restringido CY (notar que se restringe
bien).

El siguiente teorema dice que, fijado un cubrimiento por abiertos de X, para calcular H,(X)
basta tomar simplices singulares cuyas imédgenes caen en algin abierto del cubrimiento. La
demostracién se puede encontrar por ejemplo en el libro de | ]. No vamos a darla en estas
notas. La demostracién se basa esencialmente en subdividir suficientemente los simplices para
escribir cada o del complejo original como una suma de simplices definidos en las subdivisiones
de los simplices originales y cuyas imagenes caigan dentro de algunos de los abiertos.

Teorema 12.3.9. Sea X espacio topoldgico y U un cubrimiento por abiertos de X. Entonces
la inclusion i : CY(X) — C.(X) es un retracto por deformacion fuerte de complejos (es decir,
existe un morfismo de complejos r : Co(X) — CY(X) tal que ri = Loucxy,ir =~ 1o, (x)). En
particular, la inclusion induce isomorfismos H,(X) = H,(C«(X)) = H,(CY(X)).

Corolario 12.3.10 (Sucesién de Mayer-Vietoris). Sea X un espacio topolégico y sean U,V C X
abiertos tales que X = U U V. Se tiene una SEC de complejos:

() 0= C(UNV) S C.(U) @ C(V) D cH(X) = 0

donde (o) = (0,—0), B(o,7) = o+ 7y U = {U,V}. Y por lo tanto, se tiene una sucesién
exacta larga en las homologfas (llamada “sucesién de Mayer-Vietoris” ):

S H,UNV) S H,(U) e H,(V) S B (X) S H(UNV) S

Demostracidn. Por la definicién de los morfismos a y 8 es inmediato que (x) es una SEC de
complejos. Por el Teorema 12.2.13 se tiene la sucesién exacta larga correspondiente y, por el
Teorema 12.3.9 podemos reemplazar H,, (CY (X)) por H,, (X) y asf obtener la sucesién larga del
enunciado. O

Observacién 12.3.11. La sucesion de Mayer-Vietoris vale también para homologia reduci-
da. La demostracion es andloga, cambiando los complejos correspondientes por sus andlogos
aumentados.

Veamos ahora algunas aplicaciones inmediatas de Mayer-Viertoris.

... ~ Z k=n
Proposicién 12.3.12. H,(S") =
0 k#n

Demostracion. La hacemos por induccién en n (la dimensién de la esfera).

Sin =0,S° = {1,-1} (discreto de dos puntos) y por lo tanto Hy(S°) = Z (porque tiene
dos componentes arco-conexas) y Hy(S?) = 0 para k # 0 por Proposicién 12.3.3, ya que la
homologia del singleton es 0 para grados positivos.

Suponemos ahora que vale el resultado para m — 1 y lo probamos para n. Sea U = S™ \
{p}, V =8"\{¢} donde p y ¢ son los polos. Entonces S* = U UV y ademds, como U y V son
contréctiles, se tiene que Hy(U) = Hy(V) = 0 para todo k > 0. Ademds U NV = S"\ {p, ¢}
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que es homotépicamente equivalente a S*~! y por hipétesis inductiva se tiene entonces que
Z k=n-—1

f{k(UﬂV)ng(Sn_l)Z {O k;én_ll

Ahora aplicamos Mayer-Vietoris (versién reducida) para el cubrimiento {U, V'}, y como Hy(U)®
Hy (V) = 0 para todo k, los morfismos de conexién 0 : H,(S™) — Hj_1(UNV') son isomorfismos
para todo k y asf se tiene:

~ _ - Z k=n
Hy(S™) = Hy 1 (UNV) = H 1 (S"1) = {O kn
O
Corolario 12.3.13. Si n # m, entonces S™ no es homotdépicamente equivalente a S™.
Demostracién. Si §" ~ §™ entonces en particular Hy(S") = Hp(S™) para todo k. Pero
H,(S")=7Z# 0= H,(S™). O

Ahora deducimos uno de los resultados que prometimos en la introduccién de las notas:

Corolario 12.3.14. Sin # m, R™ y R™ no son homeomorfos.

Demostracion. Sean n # m y supongamos que existe ¢ : R” — R homeomorfismo. Compo-
niendo ¢ con una traslacién de R™, podemos suponer que ¢(0) = 0, y asi ¢[gn\ (0} : R" \ {0} —
R™ \ {0} es un homeomorfismo. Pero R \ {0} ~ S*~! y R™ \ {0} ~ S™~1. Se tiene entonces
que S~ ~ §™~1! y esto es absurdo por el corolario anterior (ya que n # m). O

Como H,,(S") = Z # 0, entonces S™ no es contractil, y por lo tanto deducimos:

Corolario 12.3.15. No existe retraccién r : D? — D" = S*~1.

Demostracion. Se deduce del hecho de que S"~! no es contrictil (porque tiene homologfa no
trivial) y de la Observacién 9.1.15. O

Dejamos como ejercicio probar el siguiente teorema de puntos fijos (siguiendo la misma demos-
tracién que hicimos para el caso n = 2):

Ejercicio 12.3.16. Toda funcién continua f : D™ — D™ tiene puntos fijos.

Ahora estudiaremos la homologia relativa, que relaciona la homologia de un espacio con la de
un subespacio. Se utilizara para probar el teorema de escisién que luego se aplicara para deducir
varias de las aplicaciones clasicas de la homologia.

Sea A C X un subespacio. Podemos considerar el subcomplejo C(A) C C,(X) (a los simplices
singulares de A, o : A™ — A, los podemos ver como los simplices singulares de X cuyas imégenes
caen en A). Se tiene entonces una SEC de complejos

i a, Ci(X)
(xx) 0= Cu(4) = Cu(X) = (A -0
C.(X) Cn(X)

El complejo cociente = oy consiste de los mddulos cocientes = (a) bara todo n y el morfismo

d es el morfismo de borde d que pasa bien al cociente.
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Definicién 12.3.17. Dado A C X se define la homologia relativa del par (X, A) como

Hy (X, A) = Ho(S50).

Observacién 12.3.18. La SEC (xx) de arriba induce entonces una sucesién exacta larga en
las homologias (que llamaremos la “sucesién exacta larga del par (X, A)”):

C— Ho(A) 2 Hy(X) 45 Ho(X,A) S Hyo 1 (A) 25 Hy (X)) 25
.= Ho(A) 255 Ho(X) L5 Ho(X, A) = 0

Ejercicio 12.3.19. Probar, usando la sucesién exacta larga del par, que si X es contractil
entonces H,, (X, A) = H,,_1(A) para todo n > 1.

Observacién 12.3.20. H,(X,A) = 0 para todo n si y solo si i, : Hy(A) — Hp(X) es
isomorfismo para todo n.

Cuando A = {zo} para algin zy € X, denotamos directamente H, (X, zo).

Ejercicio 12.3.21. Sea zy € X. Entonces H,, (X, xq) = H,(X) para todo n > 0.

Definicién 12.3.22. Sea X espacio topolégico y A C X un subespacio. Al par (X, A) se
lo llama par topoldégico. Un morfismo de pares f : (X, A) — (Y, B) es una funcién continua
f: X — Y tal que f(A) € B. Un homeomorfismo de pares f : (X,A) — (Y,B) es un
homeomorfismo f: X — Y tal que f(A4) = B.

Observacién 12.3.23. Un morfismo de pares f : (X, A) — (Y, B) induce un morfismo entre
: : C.(X) C.(Y) 4 : .
los complejos de cadenas correspondientes = o oo Y éste a su vez induce morfismos en

las homologias f,, : H, (X, A) — H,(Y, B) para todo n > 0.

Teorema 12.3.24 (Teorema de escisién). Sean Z C A C X subespacios, con Z cerrado en X y
A abierto en X. Entonces la inclusion de pares i : (X \ Z, A\ Z) — (X, A) induce isomorfismos
a nivel homologia in : H (X \ Z,A\ Z) — H, (X, A) para todo n > 0.

Demostracion. Es mas conveniente reformular el enunciado para poder probarlo: tomando B =
X\ Z, tenemos dos abiertos A, B C X tales que AUB = X (ya que Z C A) y lo que queremos
ver es que la inclusién de pares i : (B, ANB) — (X, A) induce isomorfismos i,, : H,(B, ANB) —
H, (X, A) para todo n > 0. Probaremos esto entonces.

Tomando el cubrimiento por abiertos Y = {A, B}, sabemos por el Teorema 12.3.9 que la
inclusién j : CY(X) — C.(X) es retracto por deformacién fuerte de complejos de cadenas.
Por otro lado, las inclusiones C,(A) € CY(X) C C.(X) inducen un morfismo de complejos
j: C¥(X)/C.(A) = C.(X)/Ci(A) y como j es retracto por deformacién fuerte, j resulta
equivalencia homotépica y por lo tanto j induce isomorfismos a nivel homologia.

Pero CY(X)/C.(A) = C.(B)/C«(AN B). Componiendo esta identificacién con el morfismo j,
se tiene que el morfismo inducido por la inclusién i : Cy(B)/Cy(ANB) — Cy(X)/C(A) induce
isomorfismos a nivel homologia H,(B,AN B) = H,(X, A) para todo n. O

Teorema 12.3.25 (Teorema de invariancia de dimensién). Sean U C R™ y V C R™ abiertos
no vacios. Si U y V son homeomorfos, entonces n = m.

Demostracidn. Como U es no vacio, elegimos € U. Sean Z = U° C R" y A = R" \ {z}.
Notar que Z C A C X = R"™ con Z cerrado y A abierto, asi que podemos aplicar el Teorema
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de escisién y obtenemos que H(U,U \ {z}) = Hx(R™,R™ \ {x}), pero como R™ es contréctil,
esto es isomorfo a Hy_1(R™\ {x}) y como R"\ {x} ~ S"~!  tenemos finalmente que:

Hy(U,U\ {z}) = Hi-1(R" \ {2}) = Hyer (S"71) = {

Z k=m
0 k#m
Ahora bien, dado un homeomorfismo f : U — V, tomamos z € U y sea y = f(z) € V. Entonces
el homeomorfismo f induce un homeomorfismo de pares f : (U, U \ {z}) — (V,V \ {y}) y por
lo tanto fi. : Hi(U,U \ {z}) = Hi(V,V \ {y}) es isomorfismo para todo k y por lo que hemos
calculado antes, se tiene que n = m. O

Hacemos lo mismo para V C R™ y para y € V y tenemos H(V,V \ {y}) = {

Antes de seguir avanzando, hagamos unas observaciones importantes sobre la homologia del
espacio vacio y Mayer-Vietoris, que seran utilizadas més adelante.

Si X =0, el complejo singular de X tiene C,,(X) = 0 para todo n > 0 ya que no existe ningtin
o : A™ — (). Por lo tanto H,(0) =0 ¥n > 0.

;Qué pasa con la homologia reducida del espacio vacio? Para n > 1, H, (0) = H,(#) = 0. Para
ver qué pasa en grado n = 0 observemos el complejo aumentado del espacio vacio:

—>Cl(®):0—>C(](®):0i>Z—>0

y por lo tanto Hy() = 0. Pero aparece homologia en grado —1 (por el Z en grado —1 del
complejo aumentado) y se tiene H_(0) = Z.

Esto es relevante por lo siguiente: recordemos que la sucesion de Mayer-Vietoris vale tanto
para la homologia usual H, como también para la reducida H,. En ambos casos, cuando la
interseccién de los abiertos U NV es no vacia, la “cola” de la sucesién exacta larga de Mayer-
Vietoris es asi:

.= Hy(UNV) = Hy(U) & Hy(V) — Ho(X) — 0

Lo mismo sucede si cambiamos Hy por Hy.

Pero si la interseccién de los abiertos U NV es vacia, al tomar los complejos aumentados, la
sucesion de Mayer-Vietoris para homologia reducida termina de esta manera:

L Ho(U)® Ho(V) = Ho(X) = H () =Z — 0

es decir, aparece un Z (antes del 0 final) que corresponde al grado —1 de la homologia de la
interseccién (que es vacia). Esto solo pasa con interseccién vacia y homologia reducida (no pasa
ni con la homologfa no reducida ni cuando la interseccién es no vacia). Esta observacién serd
utilizada mas adelante, después del siguiente resultado.

Teorema 12.3.26. 1. Sea X C S"™ un subespacio homeomorfo a un disco D* (para algin
k). Entonces H;(S™\ X) =0 Vi.

2. Sea k <n ysea Z CS" subespacio homeomorfo a una esfera S¥. Entonces

Z i=n—-k-1

Hi(Sn\Z){o itn—k—1
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Demostracion. Probemos (1) por induccién en k (la dimensién del disco). En lugar de discos,
para la induccién nos conviene trabajar con cubos I* (sabemos que D* = I*).

En el caso k = 0, D° = I° = %, entonces S" \ X = S"\ {x} = R", que es contractil y por lo
tanto tiene homologia trivial.

Probamos ahora el paso inductivo. Supongamos que vale el resultado cuando X es homeomorfo a
un cubo I*~1 y queremos ver que vale cuando es homeomorfo a I*. Sea h : I* — S™ subespacio,
con X = h(I*). Escribimos I* = I¥~1x I. Sean A; = S"\h(I*1x[0,1/2]) y By = S"\ h(I*~! x
[1/2,1]). Notar que A; y B; son abiertos de S™ (ya que son complementos de compactos). Se
tiene que A; N By = S"\ h(I*) = S"\ X y A U By = S*\ h(I*¥~1 x {1/2}). Por hipétesis
inductiva, fL—(Al U B;) =0 Vi.

Aplicamos la sucesion de Mayer-Vietoris para los abiertos A;, By y tenemos:
e FI’H—I(AI U Bl) — f{i(Al N Bl) — gz(Al) D f:[z(Bl> — ﬁz(Al U Bl) A

Como los términos de la izquierda y derecha son 0 para cada ¢, entonces se tienen isomorfismos
¢; : Hy(S™\ h(I¥)) — H;(A,) & H;(B;) para todo i. Los morfismos ¢; son, salvo signo, los
inducidos por las inclusiones.
Supongamos que para algin i, H;(S" \ h(I*)) # 0, entonces existe un ciclo a en S™ \ h(I*)
que no es borde y, via el isomorfismo ¢;, se tiene que a es un ciclo que no es borde en A; o
en B;. Considero I; = [0,1/2] si @ no es borde en A; o I; = [1/2,1] si no es borde en Bj.
En cualquier caso, a # dfB en S™ \ h(I* x I;). Ahora subdividimos I; = Ii1 U1 2 en dos
subintervalos de la misma longitud (por ejemplo [0,1/4],[1/4,1/2] si I; = [0,1/2]), y tomamos
Ay =S" \ h(]k_l X Il,l) y By =S" \h(]k_l X [172).
Notar que Ay U By = S™\ h(I*~1 x {p}) y A2 N By = S™\ h(I¥~1 x I;). Por Mayer-Vietoris e
hipétesis inductiva se tiene (al igual que antes) que H;(S™\ h(I*~! x 1)) = H;(A;) @ Hy(Bs).
Y como a no es borde en H;(S" \ h(I*~1 x I})), entonces no lo es en As o en Bs.
Asi repetimos inductivamente el argumento y obtenemos un encaje de intervalos de longitud
UIi1) = U(L,)/2

I>LHDO>LD...D, D41 D ...

tales que a no es borde en S™ \ h(I*¥~1 x I,) para todo r. Pero () I, = {q} para algin punto
reN

g, y por hipétesis inductiva a = df en S™ \ h(I¥~1 x {q}).

S .
Ahora bien, 8 = Y njo; para ciertos n; € Z y ciertos o; : At — S*\ h(I*! x {q}) =
j=1

s .
US™ \ h(I¥~! x I,.). Por compacidad, |J o;(A) C |J S\ A(I*7! x I.). Tomamos rq el
T j=1 finitos
maximo de esos finitos r, y como I, estd incluido en los otros I, se tiene que § es cadena en

S®\ h(I*~! x I,.)) y por lo tanto a = df3 en S™ \ h(I*~! x I,,,). Esto contradice el hecho de que
a no era borde en ningtin S" \ A(I*~! x I,.).

Por lo tanto hemos probado que H;(S™ \ h(I*)) = 0 Vi.

Probemos ahora el item (2). Sea k < n y sea Z un subespacio de S” homeomorfo a S*. Sea
h : S¥ — S™ subespacio con Z = h(S*). Debemos probar que H;(S"\ h(S¥)) =Zsii=n—k—1
v es 0 en los otros casos.

Lo probamos por induccién en k. Si k = 0, Z es homeomorfo a S° (dos puntos aislados) y por
lo tanto S™ \ Z = R™\ {p} ~ S"~! y por lo tanto el resultado vale.

Probemos ahora el paso inductivo, supongamos que vale para k — 1 y lo probamos para k. La
esfera S* es unién de sus dos hemisferios (norte y sur) que denotamos Di y DF vy se intersecan
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en el ecuador que es la esfera S¥~1.

Sean A = S"\h(DX )y B = S"\ h(D* ). Notar que ambos son abiertos porque son complementos
de compactos. Se tiene que AU B = S"\ (DX ND*) = S"\ h(S*!) y ANB =S"\ Z. Por
Z i=n-—k

hipétesis inductiva, H;(AU B) = .
0 1#n—k

Por la parte (1) del teorema, sabemos también que H;(A) = H;(B) = 0 para todo i. Aplicamos
Mayer-Vietoris para el cubrimiento {A, B} de AU By, como H;(A) = H;(B) = 0, por la
sucesién exacta larga se obtienen isomorfismos H;,1(A U B) = H;(AN B) para todo i. Por lo
tanto, H;(S™\h(S*)) = Hi(ANB) = H;;1(AUB) = Zsii =n—k—1y 0 en los otros casos. [J

Ahora veremos varias consecuencias del Teorema 12.3.26.

1. ;Puede S™ contener un subespacio propio homeomorfo a S"*? (Es decir, jexiste X C S"
subespacio homeomorfo a S™ con X # S™?). Notar que en el teorema anterior en el item
(2) pediamos k < n.

Supongamos que existe subespacio h : S — S™ con h(S™) # S™. Procedemos igual que en
la demostracién del item (2) del teorema anterior: escribimos a S™ como unién de sus dos
hemisferios D} y D" . Tomamos A = S"\h(D%}) y B = S"\h(D"). Asi ANB = 8"\ h(S")
y AUB = S"\ h(S"1). Como estamos suponiendo que h(S™) # S", la interseccién AN B
es no vacia y al aplicar la sucesiéon de Mayer-Vietoris con la homologia reducida se tiene
que la cola de sucesion es:

...— Hy(A) @ Hy(B) — HyS"\h(S"™ =0
N——— N————

=0 por teorema parte (1) =Z por teorema parte (2)

Es decir, 0 — Z — 0 serfa sucesién exacta, que es un absurdo (ver observaciones previas
al teorema anterior sobre sucesién de Mayer-Vietoris cuando la interseccién es vacia). Por
lo tanto, la esfera S™ no puede tener subespacios propios homeomorfos a ella misma.

2. S™ no tiene subespacios homeomorfos a S™ para m > n. Porque si no, tendria un subes-
pacio propio homeomorfo a S™ (recordar que S™ C S™ si n < m).

3. La esfera S™ no se puede meter en R™ (equivalentemente: R™ no tiene subespacios homeo-
morfos a S™). Porque si no, S* C R™ C S” que es absurdo.

4. R™ no se puede meter en R™ si m > n, mas generalmente: no existe ¢ : R™ — R"™ continua
e inyectiva si m > n, porque si no, se tendria una continua e inyectiva ¢lgn : S* — R™ y
como S™ es compacto y R™ es Hausdorff, S™ seria subespacio de R", que es absurdo por

el {tem anterior.

Terminamos estas notas con dos teoremas clédsicos.

Teorema 12.3.27 (Teorema de la curva de Jordan). Una curva simple y cerrada en S* (6 en
R?) lo separa en dos componentes conexas. Una curva simple no cerrada no lo separa.

Demostracion. Lo vemos primero para S2. Sea C' C S? una curva simple y cerrada, entonces
C es un subespacio homeomorfo a S! y por la parte (2) del Teorema 12.3.26 se tiene que
Hy(S?*\ C) = Z y por lo tanto S? \ C tiene dos componentes arco-conexas. Pero como S? \ C
es un abierto de S?, en particular es localmente arco-conexo y por lo tanto las componentes
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arco-conexas son iguales a las componentes conexas. Entonces S \ C' tiene dos componentes
conexas.

Si C C $? es una curva simple no cerrada, entonces es homeomorfa a I, y por la parte (1) del
Teorema 12.3.26 se tiene que Hq(S?\ C) = 0 y por lo tanto S? \ C' tiene una componente y por
lo tanto, en este caso, C no separa a S?

El caso de R? se deduce del caso de S? ya que R? = S? \ {oo} y sacarle un punto a un abierto
de S? no le cambia la conexién. O

Teorema 12.3.28 (Teorema de invariancia de dominio). Sean U,V C R™ subespacios homeo-
morfos. Si U es abierto en R™ entonces V también es abierto.

Demostracion. Sea h : U — V un homeomorfismo. Componiendo la funcién h con las inclusiones
V — R™ — S™, pensamos a h como un funcién subespacio h : U — S™ con h(U) = V. Para ver
que V es abierto de R™, basta ver que h(U) =V C S™ es abierto en S".

Sea y € V, entonces existe x € U tal que h(xz) = y. Como U C S™ es abierto, existe B tal que
x € BC Uy B es homeomorfo a D" y x ¢ 9B (en un abierto de S™ todo punto tiene algin
entorno homeomorfo a una bola). Entonces y = h(z) € h(B\ dB) C V. Como esto lo puedo
hacer para cada y € V, basta ver entonces que h(B \ 0B) es abierto en S™.

Consideremos S™ \ h(9B). Por la parte (2) del Teorema 12.3.26, se tiene que Ho(S™\h(dB)) = Z
ya que h(OB) es homeomorfo a S*~!. Por lo tanto S \ h(OB) tiene dos componentes arco-
conexas.

Por otro lado,

(*)  S"\h(0B)=S"\h(B)[[MB\0B).

Y como S" \ h(B) es arco-conexo por la parte (1) del Teorema 12.3.26 y h(B \ dB) es arco-
conexo por ser homeomorfo a D™ \ 9D, los términos de la derecha de () son exactamente las
componentes arco-conexas de S™ \ h(9B), y como es localmente arco-conexo (por ser abierto
de S™), sus componentes arco-conexas son sus componentes conexas. Como las componentes
conexas son abiertas en S™ \ h(0B) (porque son finitas), entonces h(B \ 0B) es abierto de
S™\ h(0B) y éste a su vez es un abierto de S™, con lo cual hemos probado que h(B \ 0B) es
abierto de S". O

Como dijimos en la introduccién de estas notas, este resultado deja de ser véalido si reemplazamos
R™ por un espacio més general. Por ejemplo, en I (con la topologia usual), los subespacios
[0,1/2) ¥ [1/2,1) son homeomorfos (via sumar 1/2) y el primero es abierto en I pero el segundo
no lo es.
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