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Particiones en conjuntos de nimeros ordinales

Por RODOLFO RICABARRA

1. Introduecion. 11 presente articulo consta de tres partes relati-
vamente independientes que presentan, sin embargo, suficientes ras-
gos comunes en cuanto a método y demostracion como para formar
parte de un mismo eapitulo de la teoria de los miumeros ordinales.
La primera parte trata de la profundizacion de un teorema de Ale-
xandroff-Urysohn sobre funciones de niimeros ordinales en ntimeros
ordinales, La segunda parte trata sobre la existencia de particiones
de nna seceion de niimeros ordinales en conjuntos positives (ver defi-
niciones mas adelante), con especial énfasis en la intervencion de
de diferentes axiomas de eleccién de fuerza creciente. La tercera y
iltima parte esti dedieada a dar un teorema de representacion de
los enadros ramificados de ¢eonjuntos dedueidos de particiones de una
seceion de nimeros ordinales (teorema 7). En esta parte se estudian
propiedades ligadas al «orden de anulacién » de eonjuntos de niime-
ros ordinales, de interés independiente de la teoria de sucesiones
ramificadas,

Este trabajo estd orvientado hacia — y en verdad ha surgido de —
una teoria sobre eonjuntos ordenados v ramifieados, desarrollada en
un seminario sobre el problema de Buslin que funcionara durante
mis (e dos atios en Mendoza, La Plata v Bahia Blanea sucesivamente.
Deseo dejar sentado agni mi agradecimiento a los miembros de ese
seminario, en especial & la Sta. M. L. Bruschi a quien se deben el
teorema 5, § 3, y el lema 4, §4. Los problemas anunciados eu el eurso
de este articnlo, en especial los ennneiados al final, tienen mayor
interés que el que pueda dedneirse antomaticamente del texto, por-
que son cuestiones a decidir dentro de la teoria de conjuntos ordena-
dos y ramificados a la que acabamos de referirnos. Esta teoria, toda-
via no publicada, serd presentada proximamente en forma de libro
en una edicion de la Universidad Nacional del Sur,

* Recibhido el 9 de octubre de 1857.
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2. El teorema de la funcion retractante. En el transcurso de este
artienlo se considerarin exclusivamente nimeros ordinales y con-
juntos de niimeros ordinales contenidos en la seccion de los niimeros
ordinales menoves gne el primer ordinal no numerable. Indicaremos
con w, & este ordinal, y con [0, ;) a la correspondiente seecion. Es
cierto que resultados andlogos a los que obtendremos son vilidos
cnando se reemplaza ©, por ©, (un nimero inicial de cualquier clase
de Cantor), pero no nos detendremos en hacer los desarrollos corres-
pondientes. Bl conjunto [0, ) puede considerarse, ademis de con-
junto bien ordenado, como un espacio topolégico en su topologia de
intervalo : un conjunto es cerrado si contiene los limites de sus suce-
siones crecientes. Esti claro pues lo que se entiende por ¢ una varia-
ble ordinal que converge a wy». Diremos que un conjunto A, subeon-
junto de [0, w,), es cofinal en , (o mis propiamente, cofinal en
[0, 0,)), 8i para todo f < o, existe zed, tal que f < e Bs claro que 4
es cofinal en o, si y solo si es no numerable. Sea funa funeidn uni-
voea cuyo dominio D)y es cofinal en v, y cuyos valores son elemen-
tos de [0, w,). Diremos que f converge hacia w, con el argumento si
dado Be[0, w,) existe €0, w,) tal gue para todo ve|e, o) 0 1)y se tiene
f(x) = B. Hs claro que f, supuesto Dy cofinal en ,, converge hacia
w, con el argumento si y sélo si fno toma el mismo valor una canbi-
dad no numerable de veces. Si llamamos conjunto de nivel de fa un
conjunto imagen completa inversa por la fune¢ién f de un elemento
(nitmero ordinal) entonces podemos decir que, supuesto 1)y cofinal
en ,, para que f no eonverja a w, con el argnmento es necesario y
suficiente que /° tenga un conjunto de nivel no numerable.

Diremos que / es un funcion retractante, siempre supuesto domi-
nio y contradominio en [0, o), si /(%) < o para todo «en el dominio
de /. Alexandrofi-Urysohn [1], observaron el signiente hecho:

toda funcién retractante definida en (0, »,) tiene un conjunto de¢
nivel no numerable, o sea no converge haecia w, con el argumento.

La demostracion de esta afirmacion es sencilla y no la expondremos
porque estd contenida en la demostracion del teorema 1. Llamare-
mos teorema de la funcion retractante a aquella atirmacion de Alexan-
droft-Urysoln. Kl objetivo de este pardgrafo es dar el dominio maxi-
mo de validez del teorema de la funcién retractante, en el sentido
formulado explicitamente enlos teoremas 1, 3, 3. No nos interesan
las generalizaciones a ordinales iniciales superiores ya que ellas son
enteramente triviales.
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Los conjuntos no numerables més interesantes (subeconjuntos de
[0, ©,)) son los cerrados cofinales. Un ejemplo es el conjunto de los
nimeros indescomponibles (coincidentes con todos sus restos no
nulos), o sea los de la forma w* (Cantor). Intuitivamente los cerrados
cofinales son conjuntos con «muchos» elementos. Quizas la mejor
manera de transmitir esta idea es demostrando que

la interseccion de los conjuntos de wna olase numerable de cerva-
dos vofinales es wn cerrado cofinal.

Sea (F,), 0 <n < o, la familia numerable dada de cerrados cofinales.
Definimos por induceion una sucesion doble ', 0 < n, m < o to-
mando &) = primer elemento de ¥, ] = primer elemento de Fy ma.
yor que oy, oy = primer elemento de ¥, mayor que ocf:__..... Luego
%) = primer elemento de F, mayor que todos los ,, o = primer
elemento de F, mayor que «l. ete. La idea es c¢lara. Supuesto defi-
nidos todos los o, por induecion, resulta que lim o para m > w, es
un nimero independiente de »n, que pertenece a todo F,, o sea es
un punto comin a todos los ¥, o sea la interseccion de los I
0 < n < v, es no vacia, Como el razonamiento puede repetirse con la
familia de cerrados cofinales I7, = F, n [«, w,), deducimos que los F,
tienen puntos comunes tan « grandes» como se quiera o sea que la
interseceion 0 F, es cofinal en w,, que era lo que debiamos demos-

0
trar.

En particular esto nos muestra que no hay dos cerrados cofinales
disjuntes, o también, para que dos conjuntos cerrados sean disjuntos
¢s necesario que uno por lo menos sea numerable,

Los cerrados cofinales tienen pues la siguiente propiedad : tienen
una cantidad no numerable de puntos comunes con el conjunto de
los puntos de aeumulacion de enalquier conjunto no numerable. Lla-
maremos pogitive a un conjunto gue tenga esta propiedad. O sea, un
conjunto se dird positivo si intersecta a todo cerrado cofinal. La
clase de los conjuntos positivos incluye a los cerrados cofinales, a
los que contienen cerrados cofinales, vy conjuntos esencialmente
diferentes de estog, como se verd en el § 5. Llamaremos nule a un
conjunto que no es positivo. O sea un conjunto es nulo si es digjunto
con algtn cerrado cofinal. Por lo que hemos visto hasta ahora
tenemos
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LEMA. Los conjuntos nulos forman un o-ideal de conjuntos que con-
tiene a los complementarios de los conjuntos cervados cofinales y por
tanto en parvticnlar a log conjuntos numerables,

La vinenlacién entre los conjuntos nulos y el teorema e la fun-
cion refractante esta dada por el signiente teorema (Neumer |2
Satz 2 y 3).

TEOREMA. Sea A wn conjunto cofinal en [0, o). Para que cvista
unea funcion rectractante £ con dominio 1y = A que converja a o, con
el argumento, es mecesario y suficiente que A sea un eonjunto nulo que
no eonticne al eero.,

DEMOSTRACION, Veamos que la condicion es suficiente. Sea Bun
cerrado que contiene al cero, eotinal ¥ digjunto con A. Para cada
aed definimos [(z) = @ltimo elemento de B menor (que o, existente
por ser B cerrado, Es faeil ver que [ es una funcion retractante qne
converge a w, con el argumento,

Veamos que la condicidn es necesaria. Sea 4 un conjunto cofinal
en w, y f una funcion retractante con 1 = A convergente a w, con
el argnmento. Bvidenfemente 4 no contiene al cero. Vamos a definir
por induceion un eonjunto cerrado cofinal B = {4, [, eayo conjunto
de puntos de acumnlacion (el derivado de B) va a ser un cerrado
cofinal disjunto de A. Ponemos [§, = 0. Supuesto definido 3, defini-
mos f1 como el primero de los elementos de A, tales que en todos
los niimeros mayores o ignales que ellos, [ toma valores mayores que
fue Bl o es desegunda especiey i, esti definido para todo v con < =z,
defimos p, = lim &, (v < «). Bl conjunto B = U {4, |es cerrado y

&gy
sus puntos de acumulacion son los 3, con o de segunda especie. Vea-
mos que estos puntos no pertenecen u A. En efecto, si f.e4, la fun-
cion / esta definida sobre 2, v tenemos JUB) < B Biz es de segunda
especie, entonces existe un v < « tal que

j'{;ﬂw) oy i’f’: < :la","}'l e :ﬁ'v.'

1o que contradice a la definicion de 3, 4.

Esto termina la demostracién del teorema.
Q. 1. D,

El teorema 1 admite un perfeccionamiento. En efecto, la parte no
trivial de este teorema dice que toda funcion retractante cuyo domi-
nio es un conjunto positivo, tiene nn conjunto de nivel no numera-




ble. Bl perfeccionamiento consiste en mostrar que la funcion tiene
con seguridad un conjunto de nivel positivo. Esto lo deduecimos de
la consideracion de una situacion ligeramente mas general (teore-
ma 2,

En los siguientes dos teoramas usamos el axioma de eleccion.

TrorEMA 2. Sea (A.) wna clase de conjuntos disjuntos dos a dos
(subconjuntos de [0, w,)), e indiguemos con X al conjunto formado por
los primeros elementos de los conjuntos A Fntonces, condicion necesa-
ria y suficiente para gue U A_ sea un comjunto nulo es que X y cada A,

sean nulos.

DEMOSTRACION. Bastard demostrar que si todos los 4, son nulos
y X es nulo, entonees U A, es nulo. Para eso definiremos una funcion

w

rétractante con dominio U 4, que en caso que U 4, sea cofinal en Wy,

o

convergiri a o, con ¢l argumento. Si U A, no es cofinal entoneces es
L

numerable y por tanto nulo. Nuestra funeion retractante la defini-
mos por partes: si 7, es el primer elemento de A, definimos por
teor. 1, v para cada o, una funcion retractante f, con dominio
Ay — ) &y a valores mayores o iguales que £, (lo cual siempre es
evidentemente posible) vy convergente haecia w, con el argumento si
el dominio es cofinal en w,: si el dominio es numerable tomamos la
funeion idénticamente igual a £ Sobre X definimos, otra vez usando
la hipotesis que X es nulo y aplicando el teor. 1, una funcién g
retractante, salvo quizas en el 0 &i X contiene el 0, y convergente
haeia w; con el argumento, si A" es no numerable; si X" es numerable
definimos g idénticamente igual a 0. La funciéon f euya restriceion a
X eoincide con g y euya restriceion a A, — | 5. { eoincide con f,, esta
definida sobre y 4, (salvo eventualmente en el 0 si 0 U ), es retrac-
« -

tante y converge haein o, eon el argnmento, si su dominio es no
numerable — por otra parte el inico caso que interesa. Dejamos la
verificacion al lector.

El teorema 2 puede aplicarse al caso en que se tiene dada una
funeion definida sobre un dominio, digamos no numerable, consi-
derando la clase de los c¢onjuntos de nivel de dicha funcion. Ellos
forman una clase de conjuntos disjuntos dos a dos. Se obtiene el
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TrorREMA 3. Toda [uncion retractante cuyo dominio es un conjunto
positivo tiene un conjunto de nivel positivo.

DEMOSTRACION, Consideramos la clase de los conjuntos de nivel
de la funeion dada, Bustard demostrar que el conjunto X' (definicion
andloga a la dada en el teorema 2) es nulo, para inferiv que alguno
de los conjuntos de nivel es positivo. Pero sobre X la funcion retrac-
tante dada es binnivoea, luego ciertamente converge hacia w, con ¢l
argumento, si X' es no nomerable (finico caso dudoso). Luego por
teor. 1 X es nulo, y el teorema estia demostrado.

Un razonamiento andlogo permite decir que todo conjunto conte-
nido en el dominio de una funeion retractante y que intersecta a
cada conjunto de nivel en nn conjunto nulo es nulo.

1l teorema 3 permite la generalizacion del teorema 1 a varias fun-
ciones retractantes.

TROREMA 3. Para toda familia finita de funciones vetractantes de-
finidas sobre un comjunto positivo exviste wn subconjunto positivo del
dominio en el cual son constantes todas las funciones de la familia.

DEMOSTRACION. Sea (/7), 1 < i <n, la familia de funciones dada.
Por el teorema 3 existe un conjunto de nivel de f; que es positivo.
Se restringe la familia (f}), 2 < i < a, sobre dicho conjunto de nivel,
y se repite el razonamiento. Una induecion finita nos da T tesis del
teorema.

Se verd en el §3 que el teorema 3’ no puede generalizarse a fami-
lias infinitas, ni siquiera numerables.

Otra aplicacién del teorema 1 la tenemos en lo que llamaremos
el teorema de la funcién progresante. La fancién / con dominio conte-
nido en [0, @) se dird progresante si su valor es mayor que el argu-
mento, es decir 8i f(«) > o para todo « en el dominio de la tuncion.

TeoruEMA 4. Bl contradominio de wna funcion progresante es un
conjunto nulo.

DEMOSTRACION. Sea [la funeién progresante dada y admitamos
que su contradominio es no numerable. Para cada § del contradomi-
nio de f'sea g (3) = el primero de los ordinales z tales que [(x) = 3.
Es facil ver que ¢ es una fancion retractante, biunivoca, y con do-
minio ignal al contradominio de f. De la biunicidad sigue gue g con-
verge a w, con el argumento. Luego el teorema 1 nos da la tesis.




La naturaleza paraddjica del teorema 4 puede apreciarse mejor en
la siguniente formulacion: si en cada semirrecta ordinal (e, w,) se
elige un elemento, entonces el conjunto de elementos asi selecciona-
1o es uecesariamente un conjunto nulo. El resultado se mantiene si
en lugar de elegir un punto se elige an conjunto nulo en eada semi-
recta. Esto resulta del teorema 2 ya que los conjuntos nulos elegidos
pueden suponerse disjuntos — sin pérdida de generalidad — y el
conjunto de los primeros elementos de estos conjuntos nulos es nule
por el teorema 4 (correspondiendo al easo de elegir un solo punto en
cadn semirrecta),

Estos problemas sobre funciones retractantes estan estrechamente
vineulados ¢on teoremas de puntos fijos. Nos limitaremos a dar un
ejemplo. Bi f es una funcion definida en todo [0, w,) tal que /() <u
para todo z, y f converge hacia o, con el argumento, entonces del
teorema 1 resulta que el conjunto | « ; J{&) = a{, conjunto de puntos
fljos de f, contiene un cerrado cofinal on ;.

OBSERVACIIN 1. No sabemos si es posible eliminar la interven-
cion del axioma de eleecion en los teoremas 2, 3, 3, Mis precisa-
mente no sabemos si es posilile dar un método construetivo que per-
mita, dado un conjnnto nulo, eoustruir un cerrado cofinal disjunto
con €l, o, equivalentemente, construir una funcion retractante que
tenga al conjunto nulo dado por dominio Y que sea convergente a t,
con el argumento,

3. Existencia de n-particiones en conjuntos positivos. El ejemplo
mis elemental de conjunto positivo es el (e cerrado cofinal en w,.
Miis generalmente es positivo eualquier conjunto del filtro engen-
drado por los cerrados cofinales en wy. Si indicamos con (C€) a este
Hltro, tenemos :

Condicion necesaria y suficiente para que la clase de los conjun-
s pesitivos coincida con (0'0) es que (CC) sea un ultrafiltro, o eqni-
valentemente, que la cluse de los conjuntos positivos sea un filtro,
O fambién que no existan dos conjuntos positivos digjantos,

Un teorema de Ulim [3], pig. 145, muestra que existen conjuntos
positivos disjuntos si se acepta ¢l axioma de eleccion, Sin embargo
parece imposible (por lo menos parece muy dificil), eonstrnir por
indueeion transfinita un conjunto positivo cuyo complementario ses
tambien positivo, sin nsar ninguna forma del axioma de eleceion, y
parece razonable preguntarse si el postulado que (CC) sea un ultra-
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filtro no seri compatible con los demas axiomas de una teoria de
conjuntos donde no hay axiomas de eleceion. '

Si llamamos a-particién de un conjunto a especificar a una parti-
¢ién en n conjuntos (n es un nimero cardinal), podemos decir que el
objetivo de este parigrafo es mostrar que uno de los axiomas zerme-
lianos mag débiles que se conocen (el axioma (Z,), abajo) implica la
existencia de una 2-particion de [0, w;) en conjuntos positivos,
mientras que aumentando la fuerza del axioma (axioma (I1), abajo)
se obtienen particiones en ¥, conjuntos positivos. La idea parece ser
que a medida que se aceptan axiomas zermeliunos mis y mfs fuertes
se obtienen n-particiones en conjuntos positivos con m mis y mas
grande.

Llamaremos n-funcién de particion, o brevemente a-funeion & una
funcién definida sobre una clase de conjuntos a especificar en cada
eas0, que asocia a cala conjunto de la clase una particion de dicho
conjunto en n conjuntos no vacios. Las n-funciones mis sencillas son
las que se obtienen « por semejanza » a partiv de una »-particion de
[0, w,) fija; estas n-funciones estin definidas sobre la clase de todos
los conjuntos no numerables y para cada uno de estos conjuntos la
particion se define a través del isomorfismo ordinal « canénico» del
[0, @,) con el conjunto no numerable dado, como la imagen de la par-
ticion dada en [0, »,). Estas « funciones se diran deducidas de una
u-particion. Llamaremeos n-p-/uncién a una n-funcion de particion
cuyo dominio es la clase de los conjuntos positives, que parte u cada
positive en # componentes positivas,

Indicaremos con (Z,) al axioma zermeliano que dice que %, es
menor o ignal que 2%, o sea que pide lu existencia de un conjunto de
uimeros reales de potencia %,.

TROREMA 5 (BRUSCHL). (Z,) implica la existencia de una 2-p-fun-
cion,

DEMosTRACIGN. Como el conjunto de las permutaciones de los
enteros naturales tisne la potencia del continuno, (Z;) equivale u la
existencia de una familia (h,), 0 <« < w, de tales permutaciones
que supondremos diferentes dos a dos. Vamos a dar explicitamente
para cada conjunto A positivo una 2-particion en conjuntos positivos.

Sea A un coujunto positivo dado y consideremos la subfamilia de
los h, con los indices e restringidos a 4. Por hipdtesis cada h, es
una correspondencia binnivoea del conjunto (0, 1, 2,...) sobre si mis-
mo. Si definimos

A= oed:h,(0)=nl,
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la clase (A}), n = 0, L, ..oy forma una particion numerable de 4 y por
: . ) i :
tanto existe un primer » tal que A es positivo, Llamémosle A".
I |
Supuesto definido A* definimos A*+', como el primero de los

AN = tae A% by (K + 1) =n|

que sed un conjunto positivo.
Tenemos
45 Ao 4t |, 5 4o,

con relacién no necesariamente estricta de «contenido». La inter-
seccion de esta sucesion decreciente de conjuntos es o vacia o con-
tiene exactamente un nimero ordinal, pues si oy poestan en la inter
seceion, las ,, by deben eoincidir sobre todos los enteros 05 350meen ¥
por tanto deben ser idéntieas.

Por tanto existe un primer k fal que A — A* es positivo, ya que
lo contrario implicaria que salvo a lo sumo un elemento, A seriu
reunion numerable de conjuntos nulos, lo-que es imposible.

Definimos nuestra 2-p-funcién como aquella que asocia a A las
componentes A% A — AX donde A — A* es ¢l primer conjunto posi-
tivo recién indicado.

Esto termina la demostracion.
Q. E. D.

COROLARTO. (Z,) implica la existencia de wna Yep-funcion.

Basta reiterar la 2-p-funcién dada por el teorema precedente y por
induceién finita quedard definida la funeién pedida en la tesis del
corolario. Convenimos en iterar la 2-p-funcién sobre la componente
que tiene el menor primer elemento (de los dos primeros elementos
corvespondientes a las dos componentes).

OBSERYACION 2. No sabemos si vale la reciproca del teorema 5.
Tampoco sabemos si la existencin de una Z-particion en conjuntos
positives de [0, w,) implica la existencia de una 2-p-funcion. A este
respecto vale la pens observar que la 2-fancién deducida de una
Z-particion de [0, w,) en conjuntos positives no es una Z-p-funeion,
porque al iterar por semejanza la 2-particion dada en enalgquiera de
sus dos componentes aparece un conjunto nulo (§ 4, Lema 4), ksto
da fuerte evidencia en favor de que la hipitesis: « existe una 2 par-
ticion en conjuntos positivos de [0, w,)» es una hipotesis zermeliana
estrictamente mas débil que (Z,). e incluso mis débil que Ia hipote-
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sis de existencia de nna 2-p-funcion. Quizi estemos aqui en presen-
cia (e tres axiomas zermelianos de fuerza creciente estrictamente
diferentes. No lo sabemos.

Indiquemos con (I1) al conjunto de los ordinales de segunda espe-
cie. Para cada conjunto 4 indiquemos con IT, el conjunto de todas
las funeiones selectoras gque asocian con cada oed n(ll) una suce-
sion de tipo o estrictamente creciente y convergente hacia o« 114
puede coneebirse evidentemente como un producto cartesiano, Cuan-
do A incluye a (11) eseribivemos [] ¢n Ingar de I1,. Indicaremos con
(I'l4) al axioma zermeliano que pide que [l sea no vacio (en cuyo
caso tiene la potencia 2%, como es fieil ver),

Se sabe, y es ficil demostrar, que (11) aquivale a dar una sucesion

doble (i), 0 < g <o, 0 < o< w;, donde para eada z, la sucesion
Ty salsaiy. My e LGB0

incluye exactamente una vez a eada niimero natural (es una reorde-
nacion). Usando el axioma (I1) en esta forma Ulam da una demostra-
cibn muy sencilla de un teorema ([3], pig. 145), que inclaye como
cuso partienlar el siguiente

TrorREMA 6. (1) implica la evistencia de wna L -p-funeiin.

DEMOSTRACION, (de Ulam). Primeramente se define una matriz

de conjuntos A}, = |e:n! = nl. Es inmediato la verificacion delas

siguientes propiedades : U 4] = (B, w,) 8i § > o, si § +

entonees

A, n A =@ . Con ayuda de esta matriz definimos la funcion de
particion que andamos buscando dando una rvegla construetiva para
senalar dentro de cada conjunto positive una clase de %, snbeonjun-
tos disjnntos dos a dos y positivos, El resto convenimos en agregir-
selo al subeonjunto positivo con menor primer elemento. Veamos en
qué consiste la regla: se toma el primer 2 tal que las intersecciones
del positivo dado (digamos A) A n 4}, cuando 2 varia tienen una
cantidad no numerable de positivos. La existencia de un tal n (y por
tanto de nn primer 2) resulta razonando por ¢l absurdo, razonamiento
qne dejamos al lector.

Ils interesante sefialar que si se acepta la forma original del axio-
ma (1), 0 sea la existencia de funciones hy(z) definidas para cada
a¢ (I1), tales que para cada 2, la sncesion fy (x), 0 < &k < w, converge
creciento estrictamente hacia «, entonces pnede demostrarse que
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existe un k tal que &y tiene %, conjuntos de nivel positivos ¥ se
obtiene asi una nueva demostracién del teorema 6. Ademas esta
familia numerable de funciones retractantes da un contraejemplo a
la generalizacion del teorema 37 para familias infinitas de funciones.
Precisamente: si para cada k se toma un conjunto de nivel By de la
fancion /y, entonces la interseccién de los By (respecto de k) es
vacia o consta de exactamente un elemento. Esto es inmediata con-
seciencia de que la sneesion Iy () determina el elemento &, puesto
que con verge hacia 61,

OBSERVACION 3. Si de (€C) entonces (I1y) es equivalente a (I1),
como es ficil ver. Nosabemos en eambio qué relacion hay entre los
axiomas (I1,) cuando A es positivo con complementario positivo.
Tampoco sabemos qué relacién hay entre (Z,) y la proposicién que
pide la existencia de una %y-p-funeién, o la que pide la existencia de
una %,-particion de [0, w;) en componentes positivas,

4. Sucesiones ramificadas deducidas de una funcion de partician.
Dada una n-funcién puede construirse por induceion transfinita una
familia ramificada de conjuntos en [0, w,) mediante el procedimiento
de reiterar la funcion en cada componente de una particion ya obte-
nida y definir para los pasos de segunda especie a los conjuntos
interseccion de las cadenas formadas con los conjuntos ya obteni-
dos. Haremos en lo que sigue un estudio detallado de nn €aso parti-
cularmente importante : cuando la n-funeion es dedncida de una
# particion de [0, ,).

Comenzamos con las definiciones necesarias, introducidas en sn
mayoria por G. Kurepa en su tesis [4].

Un eonjunto parcialmente ordenao C se llama cxadro ramificado
si para cada aeC el conjunto G, — {®eC : 2 {a w==al, estd bien
ordenado respecto de < (indicamos con { a la relacion de orden -

cial en C). Los conjuntos C, permiten definiv dos reluaciones de equi-
valeneia en C:

Primera relacion de equivalencia : dos elementos a, b eC se dicen
equivalentes si C, y C, tienen el mismo tipo de orden. Las correspon-
dientes clases de equivalencia se lamardn rangos de €. La funcion
(@) que a cada elemento de un rango de C le hace corresponder el
ordinal que le estd naturalmente asociado ¢s una aplicacion de
sobre una seccion inicial de nameros ordinales, El tipo de orden de
esta seceion se llamard la longitud de C. Llamaremos a-rango al ran go




que va en el niimero a. En particular el 0-rango es el conjunto de los
elementos minimales de €. Con sentido evidente hablaremos de los
rangos de primera y segunda especie.

Segunda relacion de equivalencia: dos elementos a, beC se dicen
equivalentes si G, = €. Esta relacion es un refinamiento de la ante-
rior, sus clases de equivalenein se Hamarin nudos. Todo nudo esti
contenido en un rango y por tanto tiene sentido hablar de nudos de
primera gspecie o segunda especie. Por gjemplo el O-rango es un nudo.

Diremos que un cuadro ramificado es una sucesion ramificada si
para cada aeC y cada « menor que la longitud de C existe un b en
ol aerango comparable eon a. 8i « < r (a) la condicion se cumple auto-
méaticamente, de modo que para verificar la condicion de sneesion
ramificada interesan solamente los & > r(a).

Por cuadro ramificado de conjuntos se entiende generalmeénte una
¢lage de conjuntos (sunbeonjuntos de un espacio a especificar) orde-
nada parcialmente por la rélacion « contieire » como relacion « < »,
en la que dos conjuntos incomparables son necesariamente disjun-
tos, y que verifica en su ovden pareial la condicién de enadro ramifi-
sado. Recaleamos que el O-rango de un eunadro ramificado de conjun-
tos esta formado por los conjuntos que intnitivamente son maxima-
les en el sentido ordinario.

En lo que sigue nos van a interesar execlusivamente sucesiones
ramificadas de longitud v,.

BIEMPLOS :

(i) €, = conjunto de todas las sucesiones bien ordenadas de
0's v I’s de tipo numerable, con selo un nimero finito de coorde-
nadas diferentes de 0 (dualmente diferentes de 1), con la rela-
cion de «prolonga » en logar de « » ».

(ii) €3 = conjunto de lag sucegiones bien ordenadas de 0's y
1's de tipo numerable en la que los indices correspondientes a
las coordenadas ignales a 1 forman nn conjunto union finita de
intervalos (de [0, »,}) de tipo menor que w<(dunlmente inter-
cambiado 0 con 1) ¢on la relacién de orden como en (i),

(iii) Gy = conjunto de las sucesiones bien ordenadas de 0's y
1's de tipo numerable en lag que los indices correspondientes a
las coordenadas ignales a 1 forman un conjunto unién finita de
intervalos (de [0, w,)), con igual relacién de orden que en (i).
Aqui el ejemplo «dnal » eoincide ¢on el dado.
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Se observa que €, — C, y que C: asi con sus duales estan conteni-
dos en €y para todo o.

Cada sucesion bien ordenada de 0%s v 1’s de tipo @ que aparece on
estos ejemplos puede pensarse asi: se considera una particion del
intervalo [0, ) en una clase finita de intervalos disjuntos dos a dos,
¥ se asocia alternativamente 0 6 1 dentro de cada intervalo comen-
zando (digamos) por la izquierda. En C,, los intervalos dentro de los
cnales se asocia el 1 deben ser conjuntos finitos o sea de tipo menor
que o, en Cs, dichos intervalos deben tener Lipo menor que w* mien-
tras que en Cy no hay ninguna restriceion.

Dejamos para el lector la verificacion de que C,, C5, C, son suce-
siones ramificadas en las que todo nudo de primera especie inelnido
el 0-nudo consta de dos elementos, todo nudo de segunda especie
consta de exactamente un elemento, los a-rangos con & < o son fini-
tos (tienen 2+ elementos) y con @ = w tienen potencia %, Final-
mente estas sucesiones ramificadus tienen todas una longitud 1w,
pudiendo representarse intuitivamente sns cadenas maximales no
numerables mediante sucesiones de tipo w; de 0°s y 1s que terminan
en 0% o en l's segiin los diferentes casos. Mas adelante daremos mibs
detalles sobre estas sucesiones,

Vamos a dar ahora una clase general de gjemplos que contiene a
los dados precedentemente eomo caso partieular.

Comenzamos recordando que se llama indescomponible un nimero
ordinal que coincide con todos sus restos no nulos. En lo que gigue
enfenderemos por indescomponibles a los que son menores o ignales
que w, : ellos son los de la forma w* y w,.

Para todo o, 2 < & < w,, y toda funcién j(3) de la seceion inicial
|0, =) en el conjunto de los nimeros indescomponibles (de modo que
pary eada f<72, j(f) es de la forma w* o bien coincide con ®; ), Defini-
mos la sueesion ramificada € (e, j) como el conjunto (ordenado por
prolongamientos) de todas las sucesiones bien ordenadas dde tipo
numerable que satisfacen las signientes condiciones :

Los indices de la sucesion (seceion inicial numerable de [0, w,))
admiten una descomposicion en una eclase finita de intervalos dis-
Juntos dos a dos, tal que en cada intervalo de esta clase las coorde-
nadas de la sucesion son todas ignales a un mismo nimero ordinal
menor que o3 y si 3 es dicho ordinal, el tipo de orden del intervalo
correspondiente es menor que j ().

La longitud de C (=, j) es o, si y sélo si sup j(f) = ;. Al eseribir

?

C(«,.j) en lo que sigue, supondremos siempre que S iR > w,.

F
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Para o — 2 se obtienen los ejemplos (i), (ii), (iii), tomando j conve-
nientemente,

Bs faeil ver que C (%, j) es siempre una sucesion ramificada euyos
nudos de segunda especie son puntuales y cuyos nudos de primera
especie (incluido el O-nudo) tienen la cardinalidad de o, indepen-
diente de la funeion j.

1l interés de estos ejemplos radica en que ellos son los que apare-
cen como cuadros ramificados de conjuntos, deducidos de funciones
de particién especiales (Teorema 7, abajo).

DEFINIOION DE CUADRO RAMIFICADO DE CONJUNTOS DEDUCIDO
DE UNA 2-FUNOIGN DE PARTICION. Dada una n-funcién F definimos
un cuadro Gy formado por subconjuntos de [0, @) que se dird dedu-
¢ido de F, mediante el siguiente procedimiento :

8i A es un conjunto del dominio de F indicaremos ¢on F(A4) a la
clase de las componentes de la particion de 4 dada por F.

El 0-rango de Cpes F([0, ).

Supuesto definido el e-rango de Gy, definimos el « + l-rango como

U F (A), para los 4 del z-rango y del dominio de F.
4

Supuesto definidos los B-rangos para todo § < o€ (1), definimos el
a-rango como la elase de todos los conjuntos que pertenecen al domi-
nio de Fy son interseceion de cadenas maximales dentro del cuadro
ramifieado formado por la unién de los Z-rangos con [ < &.

Por induceion transfinita queda definido un enadro ramificado de
conjuntos, eventualmente vacio (si [0, w;) no pertenece al dominio
de F), de longitud menor que w,, en el que los conjuntos (elementos
del cuadro) que no pertenecen ul dominio de F ocupan rangos tle
primera especie. En general este cuadro no es sueesion ramifieada.

Kl objeto de este parrafo es estudiar los ¢uadros Cp correspondien-
tes u funciones ¥ que son deducidas de una m-particién de [0, o).

Supongamos pues dada un particion de [0, w,) a euyos conjuntos
(que suponemos no numerables) los ordenamos segin el orden de sus
primeros elementos. Por semejanza, esta particiéon da origen a una
funcion de particion, que tiene por dominio a la clase de los conjun-
tos no numerables, Vamos a indicar con F a la funcién de particion
deducida, y con F* a la funcién que a cada conjunto no numerable A
le hace corresponder la f-ésima componente no numerable de la par-
ticion asociada: F*(A). Con esta notaecién la particion de [0, w,) que




ha dado origen a ¥ se indica con (F*([0, w,))). Indicaremos con o (F)
al tipo de orden de esta su cesion, que es el tipo de orden de los pri-
meros elementos de los componentes de cualquier particion, ordena-
dos por magnitud creciente como niimeros ordinales.

DEFINICION DE SUCESION ANULADORA DE UN CONJUNTO, Si ¢ es
un conjunto no numerable, detinimos para todo conjunto no numera-
ble A la sucesion anuladora de A respecto @ G, como la sucesion (4¢)
definida por indueeion transfinita mediante

AY = 4

AL — T.{'*'{G_):

donde por 7' para un B no numerable. se entiende el isomorfismo
ordinal (nnivocamente determinado) de [0, w,) sobre B;

A% =N A% sizes de segunda eRpecie,
Y * es no numerahle,
s evidente que el primer o para el enal A* no esti definido es de
segunda especie, y corresponde a enando la interseccion de los A® ya
definidos es numerahle,

DEFINICION DE ORDEN DE ANULACION DE UN CONJUNTO : on {t7),
Definimos como on () al tipo de orden (e la sucesion anuladora de
7 respecto de 7,

DEFINICION DI ISOMORFISMO CANONIOO DE UN Cp Sea F una
una funcion de particion enalquiera (no necesariamente deducida de
unu particion de [, w,)). Para cada AeCp que estd en un rango de
primera especie o en el 0-rango, definimos Pld)= 5, si A =F:(B)
para BeCpo B = [0, w,). Dado ahora un AeCy cualquiera (sitnado
en un rango de primera o segunda especie) indicaremos con A para
todo z de primera especie menor o ignal que el rango de 4 ul ele-
mento de Cp comparable con A situado en el z-rango. Finalmente
definimos @ (4 ) para todo A de Cp mmediante

¢ (4) = (2 (4,),

s inmediato que ¢ es un isomorfismo de Cr sobre un cuadro ra-
mificado de sucesiones bien ordenadas (de tipo < w,) de niimeros
ordinales menores que w;, con el orden parcial definido mediante
prolongamiento de sucesiones.
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TEOREMA T. 8 F es una funciéon de particion deducida de una par-
ticion de [0, w,), entonces

@ (Cx) = C (2, j),

donde 2 = o(F), j(3)=onlk? ([0, w,)). Reeiprocamente, parva cada
C(z, j) existe una funcion de particion ¥ deducida de wna particion de
[0, w,) tal que ¢ (Cx) = C (=, j).

La demostracion resultara de una serie de lemas que dan informa-
¢ion un poco mis precisa que la estrictamente necesitada para la
demostraeion. ln particular se obtiene un panorama claro de eiertos
aspectos de los conjuntos positivos y nulos,

Jomenzamos estudiando las sucesiones anuladoras de los conjun-
fos no numerables.

Leva 1. Sean A y G dos conjuntos no nwinerables. Si A= y G* indi-

can respectivamente el o-ésimo término de las suecesiones anuladoras de
" =] ip

Ay G orespecto de Gy entonees T Ty (G*) = A=, y por tanto ambas
sucesiones tienen el mismo tipo de orden

LEmA 2. St A= ey ol a-ésimo términe de la sucesion anwladora de A
respecto de G, entonces la sucesion anwladora de A* respecto de G eoin-
cide eon el vesto a partiv de o de la swcesion anuladora de A respecto
de (3. '

Ambos lemas se demuestran sin difieultad por indueecion trans-
finitu,

Veamos un esbozo de la demostracion del Lema 1. Basta conside-
rar los pasos de primera especie. Por tanto se frata de demostrar
Ty T3 (G+Y) = A~H en la hipotesis que 7, T7' (G*) = A% La iden-
tidad a demostrar se escribe, por definicion :

TATG Tox (G) = Ty (6,

v resulta de la observacion que T, 7" Tye v Ty« son isomorfismos
ordinales con el mismo dominio (0, »,)) ¥ el mismo contradominio
(por la hipGtesis), que es A* y por tanto son coincidentes punto a
punto como isomorfismos.

Bi (7 == [0, w,) sea g Ia maxima seccion inicial de [0, w,) contenida
en (7, que évidentemente es de tipo numerable, v para cada A no
numerable indiquemos con »n(A4) al conjunto numerable (eventual-
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mente vacio) interseceion de todos los términos de la sucesion anu-
ladora de A (respecto de un @ que serd inequivoco en cada caso).

LeMa 3. Sea G 3=[0, w,) no numerable. Todos los A no numerables
tienen sucesiones anuladoras vespecto de G con el mismo tipo de orden,
que es un ordinal indescomponible menor o igual que w,, el cual es por
definicion igual a on (G ). Para todo tal A ey Ty (gyern (A). valien-
do el signo de igualdad conjuntista si on (G) = w,.

DEMOSTRACION. Del Lema 1 resulta que todas las sucesiones
anuladoras de conjuntos no numerables respecto de un mismo & no
numerable tienen el mismo tipo de orden. Del Lema 2 resulta que
este tipo de orden es igual al tipo de orden de sus restos. Luego es
un indescomponible. Falta ver que este indescomponible es a lo
sumo w;. Para ello vamos a demostrar que la familia de 16s términos
A con 2 < @, tiene una interseceion numerable (supnesta lg suce-
sin annladora de longitud por lo menos w,). Esto dird que la suce-
sion anuladora si tiene tipo mayor o ignal fque o, entonces tiene tipo
exactamente igual a w,. Mds precisamente veamos que si A< esti
definido para todo o < w,;, entonces In interseceion de la familia de
estos A es Ty (g). Sillamamos I a dicha interseccién es evidente
que I'= Ty (g). Bastarii demostrar que I no contiene un elemento
que ocupe en I rango igual al tipo de orden g. A su vez esto resul-
tard de la signiente proposicion : si 2, es el elemento de A- que ocupa
en A” el rango igual al tipo de orden de g, entonces lu sucesion (%)
0= a <y, es estrictamente ereciente y por tanto converge a n,. Para
(demostrar esta proposicion basta ver que Koyt < ke pues la sucesion
(7.} es evidentemente mondétona no decreciente. Si indieamos con ¥
al tipo de ovden de g y con v, al primer elemento de & mayor que -,
vesulta v, el elemento de G que ocupa en & el rango e COMO conse-
cuencia de la definicion de ¢. De v <+, resulta %, — Ty= (y) <
Tar (') = hutry que era lo que desedabamos demostrar,

Por tanto hemos demostrado también la @ltima parte del lema, @
saber que si on (G) = w,. entonces 7', (g) = rn(4). El hecho de que
para todo A no numerable es 7' (g) = rn(A) resulta trivialmente de

las definiciones,
Q.E.D.

Ahora vamos a ver que si (7 es positivo es 0% ((7) = w;, mientras
que si G es nulo son posibles todos los casos, o sea on () puede ser
(eon convenientes @ nulos) cualquier w*, 0 w,.




LEMA 4. 8i G es no numerable cualquiora, G — T (G) es un con-
Junto nulo.

DEMOSTRACIGON. Congideremos la signiente particion de 6 :
G=|Ts@): Te@)>ajl|Te(@): Tylz)=ol

El conjunto de la izquierda es el rango de nna funeion progresante,
lnego, por teorema 4 es un conjuunto nulo. Veamos que este conjunto
nnlo eontiene a G — T4 (G), lo que nos dard la tesis del lema. En
efecto, todo elemento del conjunto de la derecha estd contenido en
Ty (G), pues es de forma '

Tr.‘ [_ T (o)) = T (),

para un &€ [0, w,). Q. E. 1.

Observemos que (f — 1 (/) puede ser un conjnuto « positivoe rela-
tivo a G », lo enal sucede si y solo si (7 tiene compléementario positivo,
Hste lema, debido a M. Bruschi, tiene un interés especial ya que
muestra que ninguna v-p-funeion es nna a-funeion dedueida de una
particion de [0, w) (ver observacion 2).

LEMA 5. on ((G) = o, para tedo G positivo.

DEMOSTRACION, Bastard demostrar que si ¢° estia delinido, en-
tonces G — G* es un conjunto nulo. Lo hacemos por induceion trans-
finita.

El lema 4 dice exactamente que — @' es nulo. Ademas (" =G da

GF — G e G — T (Gv),

de donde deducimos que ¢l miembro izquierdo es un conjunto nulo
como consecuencia del lema 4. Por tanto si G — G+ es nulo, también
G — (=7 gs nulo. Finalmente. si z s de segunda especie y G esta
definido, por lema 3 es 2 < w,, luego G — G es la union de ung can-
tidad numerable de ¢ — G7con % < 2z, y por tanto nulo si estos

son nulos.
Q. E. 1.

De la demostracion del lema se deduece gque todos los términos de
la sucesion anuladora de (f respecto de & cnando @ es positivo, son
conjuntos positivos. El lema 4 puede precisarse diciendo que
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G — Ty (G) tiene on (orden de anulacion) igual a w, o sea el menor
posible, Para verlo vamos a definir «sucesion anuladora mixta» (67 ).

Sean G, A dos conjuntos no numerables. Llamaremos sucesion
anuladora mivta (sam) (G) a la sueesion definida por induecién
mediante :

Gy = Tg(A); sia+ 1 es impar o sea de la forma wy + 2n 4 1,
definimos G+ = T""l (G); si %+ 1 es par o sea de la forma wy + 2n
definimos G = TU-»{ (A); y si @ es de segunda especie definimos

A A
frd =1 f.r‘; .
<
LEMA 6. 8i ponemos G, = G\ e indicamos con (G]) a la sucesion
anuladora de G, respecto de G, entonces tenemos

G =G, 0wy + n<on(Gy).

fin particular, la longitud (tipo de orden) de un sam es un indescom-
ponible menor o igual que w,.

DEMOSTRACION. Partimos de la identidad 7,7, = Try 01y que

expresa la propiedad de semigrupo para la clase de las tranformi-
ciones de la forma Ty, B no numerable.

La formula que expresa la tesis del lema se demuestra por indue-
cién. En los pasos de segunda especie no hay dificnltad ya que en
ambas sucesiones los términos que ocupan rango de segunda especie
se definen por interseceién de los términos de rango menor. Por
tanto lu induceion se puede hacer respecto del indice a de la formula.

Supongamos pues que

("TT+“ s GE"H‘-
Entonces se tiene (si « = wy 4 n)
dprthl= Ta:(Gy) = Ty T4 (A) = Trgs o (4) = Ty i 4 (A)
A

= )= el - @uat2 e
Tr.._"-"“'!-l (4) (td (rd

Que era lo que desesibamos demostrar.
Q K. D.
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LA 7. 8i A y G son disjuntos, el sam corvespondiente tiene lon-
gitud .

DEMOSTRACION. Veamos directamente ue la interseceion de los
términoes con rango menor que o es vacia. Siasi no fuera y « es el
primer elemento del conjunto interseceion, indiqguemos con », () al
rango que ocupa « en (. La sneesion », («) es decreciente y por
tanto a partiv de un n se estaciona: r, (o) = r, 1y (2) = ... (podria
verse que es = 1). Pero por definicion de sam el niimero r, (z) es
un elemento de A o de @ seglin que n sen impar o par respeetiva-
mente. Tendriamos asi un punto coman a A y a ¢, lo que es im-

posible.
Q. K. D,

Como corelario de los lemas 6 y 7 tenemos :

CoROLARIO. on (G —T; (G)) = w pura lodo G no nwérable con
complementario no wemerable.

LEMA 8, 8i Ay G son dos conjuntos no wwmerables que difieren e
wn conjuito numerable, entonces lo mismo ocurre con A* y G, los res-
pectivos @ ésimos términes de las sucesiones anuladoras de A yde G
respectivamente. En particular es on (A) = on (G).

DEMOSTRACION. Ruzonamos por indaccion. Basta considerar las
etapas de primera especie. Snpongamos pues que A* y G tengan
diferencia simétriea numerable y 1o mismwo ocurra con A y (. Sea
el supremo de ambas diferencias simétricas y sea w? €l primer indes-
componible namerable mayor que 2. Salvo un conjunto numerable
A+ eoineide con el conjunto de los elementos de A* que ocupan
rangos en A iguales a los ordinales de 4 mayores que w?. Andloga-
mente para Gl salvo nn conjunto numerable, éste coincide con el
conjunto de elementos de G, que ocupan en G* rangos iguales a los
ordinnles de @ mayores que wi Ahora bien, el conjunto de ordinales
de A mayores que wi coincide con el conjunto de los ordinales de (7
mayores que o7 ; y el elemento A* que ocupa en A* un rango igual
a un tal ordinal coincide con el elemento del subiconjunto de oA for-
mado por sus elementos mayores que 3 que ocupa en este subeon-
junto rango igual al ordinal en cuestion. Lo mismo para G, Pero los
subconjuntos de A*y G* formados respectivamente por sus elemen-
tos mayores que g, coinciden. De aqui la tesis.

Q. B. D.
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Se podria ver que dos conjuntos no numersbles con diferencia
simétrica con on = w, pueden tener diferente on, 0 sea el lema 8 no
puede generalizarse de eonjuntos numerables a conjuntos con on=w.

LevMa 9. Para ciada indesoomponible * menor o igual que on (G
aviste un Gy =G con on(G,) = w,

DEMOSTRACIGN. Vamos a indiear con & a4 un copjunto numerable
y con s al w-ésimo término de la «sueesion anuladora » de g res-
pecto de s definida por analogia evidente con el caso no numerable,

Podemos suponer que el indescomponible w* dado es menor que
on(@), y ademas que G no contiene el ¢ero. Sea o, el primer ele-
mento de G | y llamamos s, a la parte 7 formada por sus elementos
menores que a,. Decimos qute s, tiene las signientes propiedades :

(@) s existe para todo -, 0 < <’y tiene tipo de orden
ignal al del s;.

'._bJ n "ﬁ:l = (',
(R

listas propiedades son consecnencia de que s coincide con la
parte de @ formada por sus elementos menores que a,, lo cual es a
St vez consecuencia de que el conjunto tormado por los elementos de
(i menores que x, (0sea s;) es isomorfo con ¢ conjunto de los ele-
mentos de @ menores que &, a través del isomorfismo natural (unj-
vocamente determinado) que manda & sobre G : ¥a (que este isomor-
filsimo, por lema 2, deja invarviante 6+ punto a punto y en particu-
lar deja invariante «,.

Vamos a definiv abora por induccién una familia de conjuntos
numerables s;, 0 < § < w,. Supuesto definidos los Spparal < g < g,
detinimos s; de la signiente manera: Llamemos A al conjunto for-
mado por los elementos de ¢ mayores que el primer indescomponi-
ble numerable mayor que el supremo de Ugy (8 < 8). Por lema S.
on(d) = on(G). Portunto existe A" . Llamamos 8z al snbeonjunto
de A formado por sus elementos menores que el primer elemento de
A, Hvidentemente 83 goza de las propiedades () ¥ (b)) enuneciadus
arriba.

Decimos gue el conjunto

Gy=UJg:0<3 <ty }
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varifica la tesis del lema, Mas precisamente vale
Gi =U|si:0<5< 0.

Ista formula se demuestra por induceion, bastando tratar los pasos
de primera especie, por un razonamiento andlogo al usado en lu
demostracién del lema 8, que nos disponemos a repetir. Observamos
que @, es digjunto con el cerrado cofinal en w, que se obtiene al
tomar la adherencin de Ufsup s;:0<3<w,{, lo que conviene
tener presente para lo que sigue.

LEMA 10, Nea G un cerrado eofinal, D# G. Para cada indescomponi-
ble v menor o igual w, existe un par de conjuntos disjuntos Gy (1), G ()
contenidos en & y tales que el primero tiene on igual a v, y el sequndo
es cerrado cofinal. Podemos suponer ademdds que Gy (z) con tiene el primer
elemento de G.

DEMOSTRACION, Si (7 es cerrado volinal su on es w; como e ve
directamente o por lema 5. Si el indescomponible dado es menor
que ®, aplicamos el lema 9 y al conjunto alli construido incremen-
tado del primer elemento de @ lo llamamos @, (1) (: = ©’). Teniendo
en cuenta la observacion final del lema 9 y que en nuestro caso & es
cerrado, definimos G (1) igual a la adherencia de la union de los sup
83, 0 <8 < w,. Asi se encuentra verificada la tesis de este lema.

Si 1 = w, modificamos la construccidn de G, dada en Ja demostra-
¢ion del lema 9, construyendo por induccion s; con exactamente w®
términos en su sucesion anuladora, cosa que se puede hacer porgue
(; es cerrado y por tanto el A de aquella demostracion es cerrado
cofinal, La férmula final

G =U{si:0<2<w{

sigue valiendo, lo que muestra que @G, tiene on igual a w,, pues a
partir de un 3. los sumandos son no nales, para cada . Finalmente
agregamos al @, asi construido el primer elemento de G, sinolo
tiene, y al resultado lamamos @, (). G (w,) se deline como antes,
o0 sea como la adherencia de la unién de los nimeros sup 85, 0 <8 <
w,. Y queda verificada la tesis del lema en su totalidad.

Observamos que nuestro método es construetivo y por tanto
determina univocamente los conjuntos @G, (1), @ (2} en todos los casos.

Q. E. D.
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Hs evidente que la tesis de este lema vale con G y G (1) positivos
en lngar de cerrados cofinales.

No deja de tener interés la investigacion sistemditica de las pro-
piedades de la fun¢ion on (@), pero nosotros nos contentaremos con
lo ya expuesto y lo que necesitamos para el teorema 7.

Observamos que el ejemplo mis sencillo de ¢ eon on (@) = w7,
esti provisto por @ igual al complementarvio de los niimeros de la
forma 0 .2, 0 <a < v Y el mas sencillo con on (G) = v, estd dado
por el complementario del conjunto de los indescomponibles. En
ambos casos ¢l complementario de ¢ es cerrado cofinal. Estos ¢jem-
plos permiten por lo tanto descomponer [0, »,) en dos conjuntos dis-

Juntos une de los caales tiene on = o, y el otro tiene on prefijado

cualquiera (indescomponible menor o igual que w,). Bsta descompo-
sicion es un caso particnlar de nna descomposiciéon mas general que

pasamos a exponer.

LuMa 11, Nea w tal que 2 <2 < w,, y j(2) wna funcion definida en
[0, %) @ valores indescomponibles < w,, arbitraria salvo la condicion
que Zj(2), 0 < <o, xea mayor oiqual que w,. Fntonces eviste una
partieion (Gy), 0 < i < e, de [0, ©,) tal que on (G =§(£).

DEMOSTRACION, Observemos que la condicion X j(5) < w, (0 <
& < z) equivale a decir que si @ < v, e¢ntonces existe un § tal que

J(3) = w. Esta condicion no pide nada si xz = w,. Ademis debe

tenerse en enents que al indicar a la particién econ (G.) se sobre-
entiende que sus términos estén indicados de acnerdo con el orden
creciente de sus primeros elementos.

Vamos a definir a la particion pedida en la tesis por induecion y
aplicacion reiterada del Jema 10, Trataremos separadamente dos

USO8,
- . . g ' . .
o = w;. Comenzamos definiendo una fumilia (G5): si J0) < wy

definimos 6 ignal al complementario de los niimeros de la forma

J0) .o V< a < wy; 8ij(0) = w; definimos G igual al complemen-

tario de los indescomponibles numerables. Definimos /5 = al com-
- ' [z : o
plementario de G, . Gy es cerrado cofinal. Supuesto definidas las
N e t U . ) [l
fimilias @,, (7, hasta un - exclusive, con lu propiedad de ser G, ce-

rrado  cofinal, definimos (."_., G.

como iguales respectivamente
G, (), G(jly)) (dados por lema 10) cuando se toma G —n | @, :
0 <3 <+l Resnlta evidentemente posible la induceion y tenemos
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como conseenencia una familia (G,) de conjuntos disjuntos dos a dos
donde los indices respetan el orden de los primeros elementos de
los respectivos conjuntos indicados de modo gque para terminar la
demostracién basta agregar a @, el 3-ésimo elemento del conjunto
complementario a [0, w,) de launién de los G., 0 <5 < o,. Bsto nos
dara la particion buseada,

o < w,. Se define la induceion de igual manera que en el easo pre-
cedente pero tomamos fnicamente los términos @, con f < . Por
hipdtesis existe un primer § tal que ma(G;) = wy. Llamémoslo -,
Sea A el complementario a [0, ®,) del conjunto } unién de los
0 = @ < e, reunido todavia con el intervalo [0, pG ) {, donde p@G. in-
diea el primer elemento de G,. Si ponemos ¢, = (7, cuando § =+,
0, . =G UX, G,=0aq, | restantes {; tenemos la partieion buscada.
in efecto pG, = pG., de modo que los indices de (t7,) guardan el
orden de los primeros elementos de los respectivos conjuntos indi-
cados, on (G,) = on(6,) por lema 8, y on ()= v, porque G con
tiene a X el cnal contiene un cerrado cofinal y por tanto (. es posi-
tivo (lema 5). De manera que on (@) = j(3) para todo ., 0 < < a.

Q. K. D.

Il lema 11 da en particular una %,-particion de [0, v,) en conjun-
fos con on = wy, pero nules. Esto es lo mibs parecido a una parti-
cion de [0, w,) en eonjuntos positives, que podemos hacer sin usar
el postulado de Zermelo. Confrontese con teorema 6.

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 7. Por lema 11, lo finico que falta
demostrar es (en la notacién del enunciado del teorema 7) que
% (Cr) = C (e, j).

Sea 4eCp- Vamos a mostrar que @ (4)eC(x, j). 9(4) es una suce
sion bien ordenada de tipo numerable de ntimeres ordinales meno-
res que a = o (F). Indicaremos con % (A) al tipe de orden de (dicha
sucesion. Vames @ mostrar que existe un indice 3 con la propiedad
que las coordenadas o, con & <+ < n(d) son todas ignales. A un
indice con esta propiedad lo Hlamaremos indice asociado a A,

Si % (A) es de primera especie basta tomar & — 7 (4) — 1. Supon-
gamos pues que 7 (1) es de segunda especie. Indiquemos con A, al
conjunto del ~rango, v < 7 (4), de Cp comparable con 4 (o sea que lo
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precede en el ovden de cuadro ramificado o que lo contiene en el
ovden conjuntista ordinavio) y si « es el primer elemento de A4 sen
ro{x) el rango que & ocupa en Ay 0 <y < h(A). La sucesion (&)
es monétona no creciente y por tanto se estaciona a pactir de an
indice, al primero de los cuales llamamos 2. Evidentemente 2 < 7. (A4).
Veamos que 2 es un indice asociado a A. En efecto, por definicion,
las coordenadas (a,), 0 < v < % (A4), de la sucesion @ (A4), estin carae-
terizadas por las propiedades :
Ay = F([0,0)), Aw=F"(4,-), para 1<n<umn,

(g =F3(4y);, para o<y < n(d).

Sean pues & <y < n(4). Tenemos, supuesto para fijar ideas
W <g:
A +ly = s {-‘1[;1}9 -’1[6-1—1& = §"* {"1..'.33 =

pero el elemento &, que perfenece a A ya Ay ocupa en A i ¥
en Ay el mismo rango, luego por ser F una funeion de particion,
esto obliga a que o, = a3 Por tanto efectivamente £ es un indice
asoviado a .

Definimos ahora por induceion una sucesion de nimeros ordina
les. Ponemos 5, = «(4). Supuesto definido g, para k< w definimos
B:41 como el primer indice asociado a A, Como esta sucesion es
estrictamente decrecientie existe un primer & que llamamos n tal que
2y = 0. Bs evidente que @ (A) considerada como funecion sobre
[0, £ (1)) es constante sobre cada intervalo (5., ¢ ), 1 <k <mn,

Por otra parte es ficil ver, recordando las definiciones, que si
@ (A) vale Bren el intervalo [3;, 3y_;) ¥ si 8 + ve [3i, Bi_y) entonces
Aty es el vésimo bérmino de la sucesion anuladora de A (8y) TES-
pecto de F#([0, w)), y por consecnencia el tipo de orden del inter-
valo [3¢, 85—1) es menor o igual que j((). Pero no puede ser igual
porqgue la interseccion de los términos Ay, Bp <7 < 8y, contiene
al eonjunto no numerable A,

Esto termina la demostracion de que ¢ (A)€C (. j).

Reciprocamente, sea (o) un elemento de € («, j). Como sabemos, las
coordenadas de () se reparten en un nimero finito de intervalos de
manera que en cada uno de ellos son constantemente iguales a un
[ tal que j (%) mayora el tipo de orden del correspondiente intervalo,
Esta es precisamente la condicion que asegura la obtencion de un
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elemento de Cp, recordando lo demostrado en el lema 3 que asegura
que la longitud de una sucesién anuladera de A respecto de G no
depende A y es siempre ignal (para todos los 4) a on (). Dejamos

los detalles evidentes al lector.
Q. E. D.

Sin usar el postulado de Zermelo parece imposible definir fancio-
nes de particion esencialmente diferentes de las deducidas de una
particion de [0, o). HEsto da mayor interds a las sucesiones ramifi-
cadas C(e, j). El teorema 7 es un teorema de representacion y es
il en ambos sentidos, ya que segiin cnal sea el problema que se quie-
ra aclarar pnede convenir pensar en sucesiones de ordinales o en
particiones de [0, ,). Un problema interesante es el de caracterizar
abstractamente estas sueesiones ramificadas. Probablemente, si « es
numerable las sucesiones € («,j) sean isomérficas independiente-
mente de j, dependiendo solamente de la eardinalidad de z, o sea de
Ia cardinalidad de los nudos. Si « = o, la situacion es mucho mdis
complicada. Dejando de lado el easo no interesante de sup j (§) < o,
y por ejemplo si j(B) es para todo B menor que w,, C(«,j) no tiene
cadenas maximales 1o numerables, mientras que si para un  es
J(3) = w, entonces C(zx,j) es cubierto por las cadenas no numera-
bles: en este easo pues, hay con seguridad dog sucesiones ramifica-
das no isomérficas.” j Habra mas de dos? Otro problema interesante
estd vineulado con el nimero cardinal del conjunto de lag cadenas
maximales no numerables. Hs facil ver que C (#, j) tiene exacta-
mente %, tales cadenas, salvo en el caso mencionado en que j(§)<w,
para todo B (lo que obliga a que o =w,). Para cunadros ramificados
de subeonjuntos de [0, w;), de longitud w, y rangos nnmerables no
se sabe si el niimero cardinal del conjunto de las ¢adenas maximales
no numerables puede ser mayor qne {;. Este es un problema dificil
que ya ha sido planteado por Kuarepa [5], adonde remitimos al lector
en conexion con los problemas sobre ¢nadros ramificados que aea-
bamos de eitar,
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Quantifiers and equivalence relations *

Por OSCAR VARSAVSKY

Linivalence relations between maximal ideals have been known
foralong time to be a dual concept to subalgebras of the given
algebra (Stone 1937 [1], Birkhoft 1935 [2], Ore 1942 [3], Davis
1952 [4], Halmos 1955 [5]), yet they do not seem to be regarded with
favour as a working tool, and in one case at least they are explicitly
rejected.

This is justified in so far as it is not considered proper to work
with the dual space — of all ultrafilters or maximal ideals —. a
construct whose very existence is frowned upon. And of course
there is u marked preference for algebraic over topological methods.

In spive of all this, we expect to show that equivalence relations
in topelogical spaces may be fraitfully used in several ways: to sim-
plify proofs, to suggest new resnlts and problems and in general to
provide a clear henristic insight — at least to the geometrically
minded — into what is going on,

In this paper we apply very elementary properties of elosed and
open equivalences to the representation theory of «monadie alge-
bras », extending the results of Halmos® ([5)) with a view to future
applications to non-classieal logie,

[. REVIEW 0F KENOWN DEFINIITONS AND RESULTS

The representation theory of « monadic algebras » for «m-alge-
bras » as we will say in the sequel) has been developped by Halmos,
op. ¢it. In this review of results obtained algebraically we will also
quote some unpublished coneepts of Monteiro.

* HReceived oetobor 26, 1957,
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Monadic algebra or m-algebra: is a couple (A; K) where A is a
Boolean algebra and K an operator — called an « existential quanti-
fier » — with domain A and range B in A, satisfying what we will
from now on eall the « K-conditions » :

K1) Ko=o
K-2) Ka > a, for every azA
K-3) K(a A Kb)= Ka A\ Kb, forevery a,b:A.

In other words, A is a closure operator on A, for which every
open element is elosed. Tts rangeB is a special kind of subalgebra
with the property that for every azA, A |bzB; b >a | exists and
belongs to B («relative completeness »). Conversely, every rela-
tively complete subalgehra B defines binnivoeally a quantifier K in
the natural way :

Ka= A |b:B; b>al

I Ca means the complement of a, then CK(C is the interior opera-
tor corresponding to the closure K, and is called a « universal quan-
tifier » for logical reasons. Forus, however, « quantifier » will always
mean «existential quantifier »,

Monadic ideals and filters, or m-ideals and m-filters: ovdinary
ideals and filters of a m-algebra (A; K) are called « monadic» iff
they have a basis of elements of B, the range of K (iff = if and
only if). That is, an ideal | (a filter F) is a m-ideal (m-filter) iff with
every element a it also containg Ka (CKCa).

They are the kernels of all homomorphisms compatible with A&,
that is, the quotient algebras A/l and A/F are monadic with a
quantitier which is the natural image of K.

m-ideals and m-filters can be maximalized — sinee ordinary ideals
and filters in B ¢an be — with respect to those properties, and then
the image of A in the quotient is the «simple» quantifier: Ku=1
for every @£ 0. Af the other extreme from the simple quantifier,
which corresponds to the chaotic topology, stands the «diserete »
quantitier; Ko = a.

lvery m-algebra is m-semisimple, that is, the intersection of all
its maximal m-ideals (m-ultrafilters) is § 0 { (J11), (This result would
seem to be the content of (Gidel’s completeness theorem for one
variable),
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Free filters or f-filters (Mouteiro). An ordinary filter F in (A: K)
is called «free », iff it is as free from elements of B as possible:
Fn B = |1{. In other words Ka = 1, for every a:F.

Eivery representation of A onto B leaving B invariant has a ma-
Ximal ffilter as a kernel, but the reciproeal is not true in general,
and this is the only source of trouble in this theory,

HEvery ffilter is contained in a «f-ultras» (short for maximal ov
ultea f-filter), and the intersection of all fultras is P14, that is, f*semi-
simplicity.

When a fultra, F, is such that A/F = B, it is ealled an «indivi-
dual constant », or, for short, individual.

Individuals may not exist at all (Example 3 in p. 34), and so
Halmios says that a m-algebra (A; K) is rich iff to every azA there
corresponds at least an individual F sueh that @« = Ka modulo F.
This individual is said to witness a.

A rich m-algebra ean be represented asa funetion algebra from
a set of individuals onto B, with pointwise operations, except that K
is represented — more satisfactorily — by the supremum of the
function, or rather the maximum, as it is actually attained at its
witnesses,

The main result of Halmos™ paper ([5]) is the proof that every
m-algebra can be embedded in a sufficiently rich one. This he does
in a clever and not very simple way (see below, p. 35).

Monteiro does it simply completing by euts, and proving that in
a complete m-algebra every finltea is an individual.

I[. BQUIVALENCE RELATIONS IN BOOLEAN SPACES

We review now the dual Stonian language to Boolean algebras,
in order to justify the definitions to be given later on.

«Clopen » is a set whiceh is both open and closed in a topological
space.

« Boolean » is a space which is compact and totally disconnected
(that is, Hausdorff with a basis of clopen sets).

The famous representation theorem of Stone ([1]) states that if T
is the set of all ultrafilters of the Boolean algebra A4, then: (ealling
«x» the point of ' which i8 the ultrafilter X).

1) T'is a Boolean space with the «lhull-kernell » topology (the

YR
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closure of the set {u;| is the set of all nltrafilcers containing the
| filter I:lx.].

2) If to every filter F one assigns the closed set F whose points
' are all ultrafilters containing F, and if to every closed set F one
assigns the filter F obtained as the infimum (interseetion) of all
| ultratilters which are points of F, then a correspondence is estu-
' blished between the lattice of all filters of A and the lattice of all
closed sets of 7', whicli is an anti-isomorphism : the bigger the filter,
the smaller the closed set.

3) The correspondence set up in 2) gives in particular an iso-
morphism between the elements of A and the clopen sets of 7, via
the principal ideal generated by each element. The Boolean operi:
tions go into the nsnal set operations.

1) Elements of A equivalent modulo a filter F correspond to
clopens in 7' with equal intersection with #. In this way F, which
is 4 Boolean space in the relative topology, becomes dual to the
quotient Boolean algebra A/F.

In particular an element p of A belongs to a flilter F iff the asso-
ciated clopen set P eontaing the associated closed set F.

5) Subalgebras of A correspond to equivalence relations in T
with certain qualifications which we presently determine anew, as
they have not been quite clearly translated into this language in
the existing libterature.

An equivelence velation £ in a set 7'is a partition of T, that is; u
covering of ' by disjoint subsets which we call the «£-sets»: £ [

£ generates un operator on the class of all pavts of 7'z satwration.
To every part 8 of T there corresponds its satwrated £8, consisting
of all points £-equivalent te some point of 8

£8 = UL £08F 2 |

It is elear that every saturation operator tulfills the three K-con
ditions:

Lp =@ L£828; L(SNER)=£LSnLR, for 8, ReT.
80 that the operator £ is a quantifier on the Boolean algebra of all

parts of 1.
Conversely, if K is a quantifier on snch an algebra, it can be re-




— Y

garded as a saturation by defining the K-sets as: Ky = K for
each one-point set x| of 7',

In faet, ity f K, then K,n K, — Kiphnk,) =Ko = <, 50 the K,
traly form a partition, and calling £ the eorresponiling equivalenee ;

LS =U{K_ ;w8 S kS

and, if e K8 —£8 (set difference) :

KNS =0 =K2 — Kk.n KIS, absurd,

The proof of the general ease is hardly less trivial, but requires
topological coneepts. Let us recall then that an equivalence relation
ina topological space is called closed (open) iff the saturated of every
closed (open) set is closed (open).

We will also say that the quotient space of 7' hy £ : T/, is the
topological space whose Parts «are» the saturated parts of 7' and
whose open sets «are » the open saturated sets of 7',

TarorEM 1. (Davis [4]}. Let A be a Boolean algebra, T its dugl
Boolean space. There is a biunivoeal correspondence between sil)-
algebras B of A and snch equivalences £ in T that make 7T/L a
Boolean space. 7L is then dual to B.

Proor, 1o every equivaleuce £in 7 we assign canonically a
subalgebra Be: the £-saturated ¢lopens,

To every subalgebra B in A we assign canonically an equivalence
Lg: the £ -sets in 7 are the (closed sets associated to the) filters
of A generated by the ultrafilters of B. They are iisjoint because
any two ultrafilters of B are incompatible, They cover T beeanse
every ultrafilter of A intersected with B is a ultrafilter of B.

For every element » of B and every ultrafilter F of B, either » ar
Cr belongs to F. This means that the clopen sets associated to ele-
ments of B are £3-aatumhed, in other words - B{B = B,

For the same reason, every Lgset is the intersection of clopen
sets from B. An ordinary argument of compactness shows then that
every saturated clopen set is afinite intersection of clopens from B,
that is, belongs to B. So B:y =B and we have shown at the same

time that £g is the Goarsest equivalence whose saturated clopens
are exactly B.




The fact that the £g-sets are separated by saturated clopens
means that 7/£g is Haunsdortf, compact, totally disconnected. The
obvious isomorphism between its clopens and the elements of B
menns that 7/£g is the dnal space to B.

Conversely, starting with an equivalence £, it is clear that the
Lg-sets contain the £-sets. But if in addition 7/£ is Boolean space,
each £-set is the intersection of £-saturated clopen sets, and so
contains a £g -set.

CoroLLARY ; The equivalence £ associated to a subalgebra is
closed.

ProOOF: T/£ is compact Hausdorft,

We mention that the proof of Theorem 1 also shows that the
bigger the subalgebra, the finer the equivalence, and expresses the
known isomorphism between the lattice of all snbalgebras of A and
that of all equivalence relations in 7' snch that the quotient is
another Boolean space.

Such equivalences onght to be called Boolean, but as that term
las already been used for a special class of them (Halmos, op. ¢it.),
we settle by calling them « B-equivalences »,

Now ib is easy to characterize thoose equivalences corresponding
to the rapge of a quantifier, that is, to a «relatively complete »
subulgebra,

TarEorREM 2. (Halmos, op. ¢it.). Let A be a Boolean algebra, 7 its
dnal Boolean space. There is a biunivoeal correspondence between
quanifiers in A and open-and-closed equivalence relations in 7, such
that the saturation operator is an extension of the Quantiﬁer to all
subsets of T.

Proor. Let & be a quantifier in A, with range B, and let £ be
the equivalence canonically generated by B, as in Th. 1. For every
clopen R we have KR:B, then KE is £-saturated; and so KE= LR,
Suppose there is n £-set £;in KR — £/ as £ is, by definition, an
intersection of ¢lopens from B: £; = E_lEE; we have ? KEnR =g,

o )
and, by compuctness, N KE, n K = @ . But then
' k1
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" "
P=K2=K (n KExnR)=nKE.nkR= £, a contradiction.
kax] ' 1

£ is then an extension of K. We know it is closed, and it is also
open because every open set K is a join of clopens €, and saturation
is infinitely distributive with respect to joins :

£R= £V (,=VUL0, = U KC, — open.,
.3 i i

Conversely, let £ be an open and closed equivalence rvelation.
Then it transforms ¢lopens into clopens and fulfills the K-conditions,
al so is the extension of a quantifier & whose range is obvionsly
the subalgebra canonically generated by £ (Th. 1).

No B-equivalences in Boolean spaces are always closed, and the
open ones amongst them correspond to quantifiers,

That the three kinds are actually different is seen in the following:

ExaMprLe 1. Let 7 be Cantor’s discontinuum. that is, the set of
all denumerable sequences of zeros and ones, with the topology of
the lexicographic orvder. 7' is then a Boolean speee, and its elopen
intervals — the closed ones wlhose left end is sequence ending in
zeros and whose right end isa sequence eding in ones — form a
hasis.

[Fwe identify consecutive points (that is, if we consider i,...,
@y, 0,1, 1, 1, ... equivalent to | By ys 1. 10, 0, 0,...1) we obtain as
the quotient the real interval [0, 1] with its natural topology. So
this not a B-equivalence, yet it is closed, because [0,1] is compact.

It we only identify those consecutive points in which n (the last
coineident term of the sequences, as above) is less than a fixed
number, we obtain a Boolean space, becanse between any two points
there will still always be a jump. But the clopen interval [}0,1,0.0.0....{,
{01, L, 1, L | beeomes (10,0, 1, 1, 1,04y 11,0,0,0,... {| which is not
open. So we have a B-equivalence which is not a quantitier,

It is a known result of Stone that if 7' is a compaect Hausdortt
space and C(7) is the Banuel algebra of all complex valued conti-
nuous funetions on T with the norm of the supremum, then closed
subalgebras of O (1) correspond binnivoeally to eloged equivalenee
relations on 7 (the functions ol the subalgebra take on constant

values on eaell £-set).
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As we have seen the sitnation is, ol course, different in the
Boolean case, where funetions on 7' are only allowed to assume two
different values: 0 and 1. A closed equivalence only ensures that the
quotient space is compact, but here we also need it totally dis-
eonnected if the two-valued continnous funetions arve to be enough
to define the topology, and that is a proper extra conditon.

Closed equivalence relations are more closely related to lattices
than to algebras; in fact.

THEOREM 3. — Let T be a compact Tp-space, and C a lattice of
closed sets of 7 including @and 7 and which is a basis (Ehat is,
every closed set is the intersection of members of €). Let A be
an operator with domain €, range in C and satisfying the three
K-conditions. Then there is in 7' a closed equivalence velation £
extending A to all subsets of 7.

PrRoox. In the fivst place notice that K=K, and K (KR n KS)—
KRN KS(this inevery lattice with 1, though K (KRU KS)= KR U K8
is not valid in general).

Now define, for ench w:7:

L, =N|{KCy; a:0,:0 |

Ify f.ﬁ, then, — as y = n D, with D.:C — compactness of T gives:

@ =lyinL=nDb.nn K¢, = n D, nn KCyi= DnkKC
" 1 =l =]

with D=0, @#z0:C, by what was said above.
But then, by K3: KDn KO = @&, so L Nd= @&.

The £, form then a partition of 7' by closed sets. Define
£R =y} Le; wel {. Then if R=C, clearly £8 = KR. Lot we KR — £ ;
then £, € KK — LR, so £,n K= ©, and compactness gives as
before KON K = @, with ®:C:C and K¢ = KR, a contradiction
whith KOnKE = @, by K —3.

S0 £ extends K. Let us see that it is closed. If & is closed, and
== r| C, with ('<C, then obviously £l = ns.(,, —= n KO, Suppose

£, nR @ | then as before there is a 00 w1th P=Gand Exnl=
But also £, n KO =£.0 £0= @ ,s0n KO, 2 £K. Inall: £R=n ﬁ'.r.".

L]

which is closed.
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The case treated above is not so particular, hecause it is well
known that any distributive lattice R may be Immmnnrphiually
represented by a basis C of closed sets of a T'-compact space (the
family of'all its ultrafilters with the hull-kernel] topology: Wallman’s
compactification).

Let [ be the liomomorphism : J(R) = C, and suppose there s
defined in R an operator & satisfying the three K-conditions. Then
if we define K on C by: K[ (1) = [(Ka) for all azR, it is eclear that
A7 also satisfies the K-conditions, provided it is well defined, that
is. that f(a) = f(b) implies /(Ka) = f(Kb).

But this is always true: for suppose that all ultrafilters in R
containing b also contain a, and let U be an ultrafilter containing
Kb. Then for each element e=U we must have ¢ A Kb == 0, and, hy
K—35: b A Ke 4= 0. There I8 then an ultrafilter V containing b A Ke,
and b, and also « and Ka, whence ¢ A Ka ==0. As U was an ultra-
filter, this means that Kuazl.

Thus the eanonical llomomorphism J preserves quantifiers. Unfor-
fortunately, for 7 to be an isomorphism there is 2 strong necessary
and soflicient condition : for any non-null @, b in R there must he
4 non-null e such that a A b A ¢ — 0 ande<a or e<b (Wallman’s
disjnnetion condition), whieh is not fulfilled in general in Bronweriun
logios.

Neither does it seem easy to characterize in distributive Intfices
the ranges of quantifiers. They must of course he A-relatively com-
plete (for any element there is a least element in the range following
it): they need not he sublattices and they must fulfill some éxtra
conditions implying K — 3,

But if the lattice is Brouwerian the situation is as simple as in
Booleun algebras : the ranges of existential quantifiers are exactly
those Brouwerian sublattices -relatively complete.

Returning to Boolean algebras, now that we know the meaning
ofa quantifier iy fopological térms — qn open-and-closed equivalence
— We can translate into this language the rest of the monadic
concepts.

THEOREM 4. Let (A. A) be m-algebra, with (7, L) its dual
Boolean space and open-and-closed equivalence relation. Then :

1) m-filters of A correspond to saturated closerl sets of 7. The
w-ultrafilters are exactly the £sefs, that is, the points of T/E.
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2) ffilters correspond to those closed sets F sueh that £ = T

3) Individual constants eorrespond to those closed sets which
have exactly one point in each £ set.

4) An individual 1 is a witness toa clopen set Ritl: Rnl=£Rn 1.

Proor. We think of the £-sets as vertical lines, ffilters then eut
across all these lines, and m-filters are vertical stripes.

1) If K corvesponds to a saturation £, then CK O is a desaturation,
noted £~ . £- K is the greatest saturated set contained in K.

[t is trivial then that it M is a saturated closed set and & a clopen
confaining M, then also £~/ contains M, so M is a m-filter.

And conversely, if M were not saturated, take zz£M-M and let
E be a clopen sueh that B2 M and ez, Then £=R=2 M and M iz
not a m-filter.

2) £F =T and B> F imply £R =T, so if F is closed it isa
t-filter.

Conversely, let £; be a £-set such that £, n F = @, with ¥ closed.
Then by compactness there is a clopen [ such that & 2 F and
Raki= @, ,s0Lk 4 Tand #isnot a Hilter.

3] Observe that it #is any fHilter, then no two different saturated
sets can have the same intersection with F. This means that A/F
contains a subalgebra isomorpliic to B, the range of I, In order that
A/F itself be eanonically isomorphic to B it is necessary and sufil-
cient to prove that any clopen A has the same meet with / as some
saturated clopen N. If F has only one point in each £-sel, then for
every clopen £, £ (£ n F) is obviously the complement of £ (CA N0 F).
and sinee they are both closed (Rn F and CR 0 Fare closed sets)
we find in £(8n F) the saturated clopen set eqnivalent to I
Conversely, suppose F has two points; @, ¥, in one £set. Then a
clopen set & which separates » from y cannot corvespond canonieally
to auy saturated set,

4) Because /n B =1nLE means that [ runs inside B in all
L-zets which intersect A,

Individaals are obviously f-ultras. That the converse does nof
hold is seen in the following elementary example:

EXaMPLE 2. Let T'= 1, 2, 3, ..., w0, w’, ...y 3, 2, 1/} (= the first
ordinal of the second kind). 7"is topologically the sum of two homeo-
morphic Boolean spaces (in each «half'» space the clopen sets are
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the finite sets not containing 2, 2’, and their complements). Let £
be the equivalence relation of symmetrization, whose £ sets are the
two-point sets (n, #'), for n = 1, 2, ..., 2.

£ is ¢learly open and closed, so (7, £) is a m-algebra. Now the set
F =12 4, 6, .y w, ', ..., B, 3%, 17] is closed, and furnishes an exam-
ple of a f-Alter which is not an individual (it has two points in the
£seb (1w, w'), none ol which ean be eliminated without destroying
closure).

In this case we have F homeomorphic to 7, while 7/£ is not
homeomorphic to 7 but to {1, 2,..,w{, so that fultras may be
«really » bigger than individuals,

Kelley gave — in another connection — an example of a monadic
algebra without any individuals, which we repeat for completeness.

Exampery 3. (Kelley, in [6]). Let 1, = |1, 2,..., w,..., 2", 1|, (w as
above) and Tyw= 1, 2, ...y W, .., 2% 17[ (W the first non déenumerable
ovdinal), both Boolean spaces in the order topology. Then the pro-
duet 1T = T, % Ty is o Boolean space.

Define as £-sets the 2-point sets {(n, 2), (w, 29, j(0, 2). (n, 2,
i, WY, (0!, W)L e, 2), (0, 2] for n<ie,z < W and the 1-point
set jlw, W)

Then £ is open and closed and no elosed set has exactly one point
in euch £ sef: there are no individuals. We leave the cheeking to
the render (details in |6]).

When individuals do not exist, they can be got by judiciously
embedding the given algebra in a bigger one. A rather striking
way of doing this is the following,

T D

£iR
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| Let (T, £) be a m-algebra, and call 7" the set in 7'x I' which repre-
sents the equivalence £, that is 7" = U { sk | 2 ||
nl

‘I Clearly 1 is closed in T T, and so is a Boolean space. Consider
in 7" the equivalence £' whose £"-sets are the «vertical segments »
|

2 & z{, for each 2:7. It is also easy to see that £'is open and elosed.
so that (7% £%) is a m-algebra.
To every clopen R = T assign the clopen set of 1”:

= B'= {(FxR)4 ™

obviously we get in this way a subalgebra of (the clopen sets of) 7"
isomorphic to the algebra of (the clopen sets of) 7.
More than that, £ & goes into £ R/, so quantification is preserved.
Now in 7" there is at least one individual: the « diagonal »
D = {(&, 1)}, 1.
Halmos goes a step further. trying to get an individual I to
«witness» a given clopen £, which as we know means: nl=£Rnl.
' This is not true in general of the only individual we know of: D
| (as seen in fig. 1). To make it true, Halmos simply erases the diffe-
rence £ (LR 0 D) — £ n Dy:

H T

(R }R o }Ra fig 2

And in this new Boolean space Ty, with the quantifier £; defined
in the obvious way, there is still a subalgebra isomorphie to 7, pre-

serving £ and of ¢ourse now Dy = Dn Ty is an individual such
that (writing 8z = 8 n 75)

Ryn Dy=£uBpn Dy,

Suppose further that | was an individual in 7' witnessine some
pp : -
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clopen 8; then Ip=(TxI)n Tyis an individoal in 7, witnessing §j,
80 the extension from 7 to Ty does not eliminate witnesses.

The situation being so pleasant, a transfinite induetion over all
clopens of T gets Halmos an ultimate m-algebra which is rieh (has
wirnesses) for the elements of the original m-algebra, but which
need not be ecomplete, nor riel) for the rest of its own elements,

I ruNerion u ALGERBRAS

Let Y be the set of all individuals of a mealgebra A: we call its
elements: (x, y, Fyea) OF (D 1y, Lyein), indifferently, and suppose it is
not empty.

As A/l, = B for every y: ¥, we can Set up a functional represen-
tation of A: to an element a of A we assign the fanction from ¥
into B which at the point y assumes as its value the image of a in
A/l,. Elements of B are the constant funetions,

With pointwise operations this correspondence is an homomor-
phism, though not an isomorphism in general,

Clearly the function « (#) is bounded above by the constant fu-
ction Ka, and below by the constant CK(a. These bounds are
attained iff there are individuals who witness @ and Oa respectively,

[t is also clear that if the representation is faithful, that is, one-

to-one onto its image, the only constant functions are elements of

B, and for every a:A. Ka is the supremum of the function a(y):
it is the smullest constant, funetion bounding « () above.

Now let ns proceed conversely : let B be . Boolean a lgebrea, X" a
non-empty set, and consider the Boolean algebra BX of all funetions
from X into B, with pointwise operations.

If /:B, its range /(X) WAy or may not have a supremum in B.

IT'it has one, we define K/ to be the constant funetion whose value

is sup {f(#); x:X{. K is then an operator with range isomorphic
to B, but its domain is not in general all of BY, nor even a subulge-
bra. We consider from now on only non-trivial subalgebras of BX
closed nnder K ;

DEFINITION 1. By a « m-funetion-algebra » we understand a sub-
algebra A of a BY ¢losed under I (for every J:A, sup [/(X)] exists
in B), including the constant funetions and separating points (for
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every ®, yz\ there is an f:A such that f(x) =1 and [f(y)==1).
It is elear now that :

ProvostrioN 1. Let A be a m-function-algebra in BY. Then:

1) K is a quantifier in A,

2) For every x:=X, the set |, = /zA; f(a) = 1{ is an individual,
and @£ y implies 1y ==1,.

3) The image of a funetion [f:A in the quotient A/l is /().

The proof is routine checking.

In agreement with preceding definitions, we say that the point «
is a witness to a funetion [ it f(x) = K/, and that A is rich in X iff
there are in X witnesses to every one of its funetions.

A m-funetion-algebra may be rich without being rich in A: for
instance let B be complete and take A = BY. We will show later
that sueh an algebra is vieh, yet if theve is an element bzB different
from 0 and 1, a function assuming as values only b and €b is not
witnessed by any =X,

Of conrse there may be more individuals than the pointg of X
call ¥ the set of all individuals of A, then ¥=2 X, and it is clear.
from Prop. 1, that the functional representation of A in B is an
extension of the functions fzA to Y. This extension does not change
the sup of fanetions, becuuse constant funetions are extended as
constants and order is preserved.

The new individuals Y- are superfluons in a way, because the X
were already enough for a funetional representation, but they may
be wanted in order to witness elements. Suppose then that A is
rich : ave all individuals necessary to provide a vich representation ?
Let us say that an individual 1:1 is expendable iff A is rich in
Y — 1, then:

Provosirion 2. Let | A, K| be a rich m-algebra, Y the set of
all its individuals. Then an individual 'is expendable iff it is not a
principal filter,

Proot: Let | be the principal filter generated by »:A. Then in
the dual space T, both » and | are represented by the same clopen
get K. For another individual J to witness K, the definition is:
Jn R=1q&k But £F = T becanse R is an individual, so J = k.
However, J and R have one and only one point in each £-set. so
J = K. Only | is a witness to r.
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Conversely, let the set I be an individual, and ¥ any clopen set.
In the first place, if 1§ — I'4= @ there is a clopen F contained in
H — 1, non-empty. Any individnal J witnessing (F — £F)u ¥ will
at the same time witness # and be different from I. Graphieally it
is obvious; algebraieally :

JNE2Jn[(E-£LF)uF)=JnL[(E—£F)y F)=Jn £E.
JNF3 while InF= @.

We may suppose then that ¥ =1, and let I be a non-principal
filter, that is, ! non-open.

I — K= CLE so C£F must contain some £-set with more than
one point: otherwise CLE = I — Eand 1= (Il — EyU E would be
open. So Ol n CEF = @ and we can choose a non empty clopen
set Fcontained in it. Bot then any individual witnessing 2 U F will
also be o witness to K and be different from 1.

Examprres. When A = BY with B and X finite, all filters are
prineipal, so none is expendable. But it we let .\ be infinite, the
dnal space of BY is not discrete and has a finite number of £-sets,
which are then clopen. Individuals arve then all sets with one point
in every L-set, so not all of them can be open.

In the m-algebra of 7, (Example 3) every single individnal is
expendable. On the other hand 7' (Example 2) provides a non-finite
instance of a m-algebra without expendable individuals.

[f'we want to characterize those families of individnals simulta-
neously expendable we may choose between two well known methods:
either we define in X' a measure whose null sets are the expendable
ones, or we define a topology whose open sets are not expendable,
The second alternative appears to be more natural :
for every [zA put

We=luw:X: [(w)= Kf|

then
Wyn W, = Wy,
where
h=(IANgV(f—Kg)\Vlg— Kf) it K(fAg) = KfA Ky
anmd

k=0, thatis, W, = @,
otherwise,
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With these sets | Wy as a basis, we define the W-topology in X.
(Bvery rich m-algebra being a m-function-algebra, this W-topology
has a meaning in all interesting situations).

It is easy to see graphically that the W, are clopen, although

CWy=U{W,; Kr=1, KirAf)=Kfl%= Wen

The W-topology is Hausdorfl, totally disconnected, but in general
not loeally compact.
A dirvect corollary of its definition is:

THEOREM 5. Let A be a rich m-algebra and X the space of all
its individuals with the W-topology. Then u set % of individuals are
simualtaneously expendable — that is, A is rich in X—% — iff X — %
is dense in .

The W-topology is « natural» in the following sense:

Prorosirion 3. Let A be a m-function-algebra in BY, rich in .\,
1f we consider in B the discrete topology, then the W-topology for
X is the coarsest one for which all functions of A are continuons.

PrOO¥: The coarsest topology on X induced by A with B dis
crete has for a basis the sets of individuals defined by :
Apop=lw: X f(x) = b for every [:A, b:B,
and this is a W,, with
g=S NV (Of A Cb) if OKOf<b<Kf

and is empty otherwise.
And of course no Wy is superfluous, because

Wy =2 &n.

The obvieus correspondence between the sets of the basis | W, |
and the elements of A, which is biunivocal for elements of the
form [\ CKf, must not lead us to expect that the continnons
«characteristic funetions» of BY will belong to A. Curiously enongh
appart from trivial exeeptions quite the contrary is the case becanse:

PROPOSITION 4. Let A be a m-function-algebra in BX, rich in .
Then every [:A attains in X its maximam. its minimom and every
intermediate value.
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PrRooF. Max and min are trivially assumed. Let now b=B be such

that :
OK O < b < KY,

then at any @ witnessing

(bA S A(Ch A G

Jassumes the value b, This is graphically evident, and algebraically

becanse

K[ A SV ObA € =1

S0 we see that it is not often that an J2A is finite valued, and in
particalar it never can be a characteristic function unless B B ={0,1{
or it is the first or the last element of the algebra. (Of course the
family of all chavacteristic funetions of BY, which is a vich subalge-
bra, is not a m-function- algebra, as it does not contain all constants),

Other topologies with interesting properties may be defined on \
in a similar way,

IV, GENERAL REPRESENTA I'ION THEORY

Having shown that the ideas and results of monadic theory can
be expressed and extended in terms of certain equivalence relations
in certain topological spaces, we proceed now to generalize. The
preceding paragraphs are to be remembered as a justification of the
terminology to be adopted,

Let us quote first some elementar N properties of equivalence rela.
tions, extremely easy to prove :

LEMMA 1. Let £ be an equivalence relation in a topological space
7. Then :

@) £ is closed iff, for every set & of 7' E£ER € &R

b) £ is open ift the elosure (the interior) of every saturated set
is saturated,

¢) £ is open iff for every set K of T': £R] 2 £R.

d) £ is closed and open iff saturation commutes with elosure (de-
saturation commutes with interior).

DEFINITION 2. Let £ be an equivalence relation in a4 set 7, and
let B be a subset of 7. Then we will always call £ the induced equi-
valence in F, whose £,-sets are exactly the £sets intersected with 2.
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Leaya 2. Let £ be a closed equivalence relation in a topological
space T, Fa closed subset of 7. Then £p is closed in F, and £y is
closed in £F, The two quotient spaces F/Lp and £F/£¢p are homeo-
morphie, (Again, substituting «open» for «c¢losed » everywhere).

We will only use this Lemma when £F = 7, and then it reads
« F/£p homeomorphic to T/£ ».

The kind of represeéntation that we are looking for is the following:

DEriNrrton 3. Let 7' be a set, {Ful, v2 ¥, a tamily of parts of T';
P, the algebra of all parts of F,, and [IP, the product set of all
P, yY.

Then by the set representation of T through |F,|, we mean the
homomorphism ¢ from the algebra of all parts of 7 into [1P,, defined
by : @,(R) = En £, for every B = T, and pointwise operations.

This representation is faithful ift U ¥, = 7', becanse we are consi-
v
dering all parts of 7. But if we restriet the domain of @ to a certain
g 1

family of parts of 7', then equality may not be a necessary condition.

Now suppose there is an equivalence relation £ defined on 7. £
induces an equivalence £, in every #,, which in turn generate an
equivalence £ in 11P,, whose suturation is defined by

£ 80 = [£,8,( for every |N,|:IIP,

This £ is not in general a proper representation of £, because we
only have, for ke 7'

Emn P, =2 £ (Rn0EF), or LR =2 £9p(R).

In faet it is clear that, unless we heavily restriet the domain of g,
the equality
(ER) A F,= £,08 n Fy)

will hold for every I iff F, is £-satnvated. In particular we obvionsly
have :

Proposition 5. With the previous notation, take as |F,| the
Lsets. Then the representation of 7 through the | F,} is biunivocal
onto, and £" is the image of £ :

@(LR) = L' (R) forevery RcT.
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We shall eall this the monadic or «m-set representation » of 7.
Every £, is the «simple » or « chaotic » equivalence :

LK, =F, for RnF, =g

Suturated sets of 7' correspond binnivoeally to « chavacteristie fune-
tions » of 11P,.

Monadic vepresentation is then trivial. Buot in most other situa-
tions we will not have a proper image of saturvation £,

An exception is the case where all P, are isomorphie, because
then it is meaningful to define:

K 18,1 = the constant function valued U S, at every yz Y.
zil

With this notation we have:

ProrvosroN 6, Let ¢ be a faithinl set-representation of 7' thro-
ugh (£, and let all P, be isomorphic in such a way that eommon
points of two F, arve invariant under the isomorphism. Then K is a
proper image of £ ifl’ every F, meets every £-set in exactly one
point.

Proor: Graphically obvious. Algebraically : g (F,) = 1, so, if
IUis the image of £ we must have £F, =T, that is, I', meets
every L-set,

Hvery £-set L; is represented by a constant function, so all sets
Li 0 Fy, eorrespond one anotlier in the isomorphism of the P, and
so must have the same cardinal number of points. Then if 4, s: 0, q I,
for a certain ¢ and g, and arve different, the one point set |¢] destroys
the correspondence £ — K.

Conversely it is evident not only that £ — K, but that all P, are
isomorphie to 7L, with invariant common points,

We now investigate what becomes of these trivial results when
the domain of ¢ is restricted, as in logical applications,

DeriNtrion 4, By a monadie space, or m-space. we understand a
triple |7, £, Pl where T is a topological space, £ an equivalence
relation on 7, and P is a psendo-complemented lattice of closed sets
including @ and 7.

In particular we say that a m space is a B-m-space ifl':

a) T'is Hansdorft totally disconnected.
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b) £ is closed and the £-sets are compact.

¢) P is the family of all clopen sets.

In every m-space we say :

[-filter for any closed set € = 7'such that £C = T

Jeultra for any minimal ffilter ;

individual for any fFultra with just one point in each L£-set;

m-filter for any saturated closed set.

And we say that a fullra, F, is witness to PzP ift Pn F=£Pn F.

The m-space is rich iff for every =P there is an individuel witnes-
sing it.

From what we have seen before it is clear that the monadie set
representation of P is as trivial in general as when P was the family
of all parts of 7'

The other case, which we call the f'set vepresentation, sets up
two main ptoblems :

a) Are there many f-ultras?

b)) Which of the f-ultras are individuals?

Luvya 3. Let [T, £ P{ be a m-space such that all £-sets are
compact. Then every f-filter can be minimalized.

IFor let I be the given f'filter, and consider a echain of ffilters
F; = F, each F; contained in the preceding ones. Then n F;is a

closed set and it cannot have an empty meet with any £-set by
compactness. Now an appeal to Zorn finishes the proof.

Prorosirion 7. Let |7, £, P{ be a B-m-space. Then every £:=P
is witnessed by some f-ultra ift £ is open.

Prooy. If £ is open, minimalize £ U C£P,

Conversely, let P:P and F be a tultra such that 2 n ¥ =£Pn F.
Then £P n Fis a £p-saturated clopen set of F, and so £P, which is
the image of £Pn F in the bomeomorphism between F/£, and
7'/€ (Lemma 2), is clopen in 7.

Eyery open set being a join of clopens and saturation being eom-
pletely additive, £ is open.

In the general case there is no hope for a similar result, unless
nowhere dense sets are neglected, or some such modification of the
definition of witness is introduced. As to problem b):
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LevyMa 4. Let |7, £ P! bea m-space such that 7' is Hausdorir.
Then a faltra F is an individual iff £, s open,

Proo¥. Let @, y belong to the same Leset and choose a closed
neighborhood Vof @ in F, such that y# V.

Then, if V° denotes the interior of V, the set £4(V°) ~ ¥ = N is
open in F, y=N, and N does not contain any whole £pset. #N
would then be a filter properly smaller that F. Necessity is trivial,

COROLLARY. Tn a Hausdorfl Space with an open equivalence
relation £, if every open set contains a £-sel, £ is discrete,

LEMMA 5. Let |T, £ P{ be a m-space such that 7'is Hausdorft, P
is & basis for the topology, and £(P)is a subaigebra of P. Then a
f-ultra Fis an individual iff, for every PsP: £,(PaF)y= (£Q)n F
for some QzP.

Proor. Let @, y, Vbe as in the preceding Lemma, and we can
choose VzP. Now let (£Q)n F = Lp(V N P) ds CEQ is the pseudo
complement of £¢), it must be saturated by hypothesis. ya"c?c)
would imply then @:0£Q which is impossible because V is disjoint
from CEQ. So ysCTEQ and then VU (F g f:‘I:_f)) is a ffilter properly
smaller than #,

Necessity is trivial,

LEMMAS 2,4, 5 give us three kinds of nee, and suff, conditions
for a fultra to be an individual, none of which is very useful.
For the applications it seems that one has to seaveh for suflicient
conditions, though they be not necessary. To this end we prove:

LuvMA 6. Let |7, £ P} be a m-space where the only proper
ffilber is 7. Then every clopen set is the interior of its L-saturation,

Equivalently, it is the closure of its £L-desatnration,

PROOK. We prove the second assertion. Let J be a clopen set and
put § = CLOR. OR being clopen :

CRAS=0RnnS = o,
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On the other hand, £(CRU8)=T, so— T being the only f-filter—,
CRVU S = T. That is: B= 5.

This Lemma suggests another nee. and suff. condition, rather
unwieldy :

TurorkM 6. Let {7, £ P| be a m-space and F a fultra in it.
Then Fis an individual iff: a) Fis Hausdorff ‘totally disconnected,
and b) the £psaturated of every clopen in F has a clopen interior
in the quotient topology F/Lp.

ProoF: apply Lemmas 2 and 6 to the m-space |F, £y, P 0 F
But it also yields a handy sufficient condition for the Boolean
case :

TurorEM 7. Let |7, £ P| be a B-m-space, such that 7/£ is extre-
mely disconnected. Then every fultra is an individual, (Extreme
disconnection means that he closure of every open set is open. For g
Boolean space this means that the dual Boolean algebra is complete).

Proot. Let Fbea fultra. We will show that £5 is open, or just
that the £p-saturated of every clopen R of Fis clopen in F, which
implies that £ is open. (We do not need £ to be open).

By lemma 6, K = 8, with § a £p-saturated set whieh is open,
beeause £ is closed (Lemma 2).

So £, = £,8, but, £ being closed, £48 is the closure of 8 in
Fl/Ep = T/£. By the extreme disconnection of I/E, £pR is then
clopen in K,

Now a general way of getting individuals suggests itself:

Barichment. | T, £, P{ be a B-m-space. Considerin 7/£ any extre-
mely disconnected topology finer than its own. Adding the new
saturated open sets we generate a finer topology for 7, whose name
we change then to 7". The sets of the form P n 8, where PP and §
is o (new or old) saturated clopen set, form a basis of T"-clopen sets.

The relative topologies induced by 7 and 7" on every £-set coin-
cide, so the £-sets are T"-compact.

£ is T"-closed, because each closed setf is an intersection of elopens
from the basis, that is, the meet of a T-closed set and a saturated
closed seb.
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1f £ was open in 1, it is open in 7", again becanse £(P n §) =
(£P) n § and complete additivity of £,

Calling P’ the family of all T"-clopen sets, | 7%, £, P’| is a B-m-space,
satisfying the hypothesis of Theorem 7, and of Proposition 7 if £
was T-open. It contains {7, £, P| in a most natural way.

There is & more drastic method of enrichment, not restricted to
the Boolean case:

SUPERENRICHMENT. {7, £, P{ be a m:space. Define in 7 the new
topology 1" obtained adding as new open sets all £-sets (in the
preceding case: considering the discrete topology in 7/£).

Now of course every set with just one point in each £-set is elo-
sed, and so, an individual. | 7%, £, P[ is then rich. All saturated sets
being clopen in 77, £ is T-open and 7"-closed, whatever it was in 7.
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