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Curvas de Darboux sobre las superficies de rotacion '

Por SERGIO SBISPANOV

BEn la presente nota nos ocnparemos en una forma mis general y
detallada de un tema propuesto en la Revista de lo Uniin HMatemd-
tica Argenting, por nuestro estimado colega profesor Luis A. Santalo
(Volumen IX, niimero 4, afio 1943, pagina 121, probrema 47).

Se trata de las curvas de Darboux sobre las superficies de rotacion.
Iin este caso el problema puede reducirse a cnadraturas por log mé-
todos casi elementales. Para esto tendremos en cuenta que el centro
de la esfera osculatriz de la curva debe hallarse sobre la normal a la
superficie en el mismo punto.

Sea M (¥, y, 2) nn punto de la superficie de rotacién alvededor del
eje OZ y P (v, y) suproyeceion sobre el plano XOY. Las coordenadas
del punto M se expresan por las formulas @ = r cos @, ¥ = r sen @,
2 = f(r)(1), siendo »y @ las coordenadas polares del punto P, La
liltima de las formulas representa 14 ecuacién de Ia generatriz en el
plano X0OZ.

En el primer término dejamos a un lado el easo trivial de ser
r = const,, que corresponde al ¢ilindro recto civeular. Se sabe que
para las hélices cilindricas el centro € de la espera osculatriz, coin-
cide con el centro ¢ de enrvatura, pero éste iltimo estd sobre la
normal del eilindro. De manera que las curvas de Darboux en este
caso son hélicos o etrounferencias.

En el caso general las eurvas sobre las superficies de revolucion
se determinan por sus proyecciones sobre el plano XOY. De suerte
que el problema se reduce a la determinacién de la dependencia
funecional entre las variables r y ¢. Como 2 es una funcién dada de r,
entonces es también funcidon de .

' Recibido el 12 de enero de 1956. Conferencia dictada por el doctor Sergio
Sispinoy en el Segnudo Congreso Matemdtico Argentino (Buenos Aires).
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Derivando las expresiones (1) encontramos sucesivamente

(2)

@ =1"cos P —rseng (0=("—r).cosp— 2r.sen
y' = r'sen @ + r cos @ 'iy”—-: (r" —r).sen ¢ -+ 2r'. cos ¢
2= (¢ — 3r').cos @ — (3" — »).8en @
i Y= (1" — 3y .sen @ 4 (3¢ — r).cos ¢

siendo 7, #, ¥ derivadas eon respecto a @, y
¥ = f'?’, 4" = fi,’.y + j_.'u,-.ts’ 2 = j'r,,m + 3 fnr;rgr = f”f‘-’-s- (3)

en donde [, /", f” representan las derivadas de la funcion dada f(r)
con respecto a su argumento r.

Z o Para simplificar los cilen-
los giremos el sistema
coordenado en un cierto
angulo ¢ alrededor del eje
0Z. Designando por 0 Sz
‘el nnevo sistema, tenemos
evidentemente :

<XE=<YOr=¢

En la fignra 1, vemos la
generatriz G H, cuya ecua-
¢ién es 2 = f(r); un pun-
to My = r;m =0, 2) si-
~ tuado sobre la misma, y
- su proyeceién Py (5 =,

L i = 0).
Y En el sistema 0%qz los
fig t cosenos directores de la
novmal M M” a la superficie en el punto M, serin
']
T4 (R

Las derivadas de las coordenadas £ y 4 se hallan por las férmu-
las (2) haciendo en ellas » = 0, lo que nos da

gl =y i @ =pl—y  (B=p =3¢

(o =r o = ' z_.qm = 8r'—p (5)

-y
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Las relaciones (3) que determinan 2/, 2, 2 quedan invariables.
Formemos también las expresiones

| ¢ = §% = Ef! e .Qrs S L— ALY e -+ e
[ 03 =&8" = 2" 4 (1" 4 #)

en donde s es el arco de la eurva buseada JK
Los cosenos directores de la tangente M,Tala enrva JE en el
sistema 47 serdn

v
Er ] ¢

§ " 2
,_-_’ = =
Ve ¢y Je,
o con auxilio de las (5)
.'.! P . z(
f'ey Jie, Ve

Los cosenos divectores de la normal principal M N a la misma
CUrviy seran

o \ iy ! an
e | [T
Jed, Ved, e d,

en donde los eoeficientes
@ = 872" — §8"2 = (1 v2) o — (0 ).
W =85 — AW = — 2 (=) 2 v (=2 — ) (T)

qa— -‘l‘"‘q” P S-’s”'r"" = = g 2 U O (”..rr — gyt = 1,.*.')

se encuentran haciendo uso de las (5).
Sin dificultad pueden determinarse también los cosenos directo-
res de la binormal M,B que son iguales a

bt Bty
Fldl J dl | dl
siendo
( by = 8" — " =—rr” 4 2 4yt
E by = %27 — izt = v — 2y

o 33“1;” . .ﬁ”E' = — 2 4 {’.r_r - ,'.) o

Si se quiere podrian ealenlarse, ademés, los radios de curvatura e
v de torsidn = mediante las relaciones

= 3 T i’

d d
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Las contidades d, y d que figuran en las f6rmulas anteriores deben
cer caleuladas previamente por las ignaldades.

d]_ = b'u + bﬂl + bsg = _(r” L l"’) .?’-”g -_— ‘}r”(f’" + ']:} -Z’z."-l'
4 (=2 + 07+ 7). 2 (= 92 4 ')?
d = blgm I bn‘ﬁm 4 buz’"’ =(_ P 2,.12_‘_,?.3.) 2 (i" JE—
— apt — 2rr) .2 + (= opt 4 Sri¥ — 4rr” + 62 4 %) 2

Habiendo obtenido las formulas generales relativas a las curvas
sobre las superficies de rotacidn, pasemos al estudio de las ourvas D.

Sean 0(Eq o Zo)y €1 centro y R ¢l radio de la esfera osculatriz en
un punto M (5, 7, #) de la eurva. Considerando £, 4, # como funciones
de @ formemos 12 expresion ‘

® () =€ — &+~ o+ (2 — =)

La ecuaeion de la esfera serd :
D) - BE=0
Dicha esfera pasa por 4 puntos infinitamente vecinos de la curva

y por lo tanto
q-,a' (‘?) p— q,u (¢) — .I,w {¢) =)

o mas detenidamente

((E — Ep) - & + (g — M)+ 4 (a—2):# =0
(€ — By BT +ilni— A R R 6, =0
(B —E&)-5" + (g — o)™+ (- — dp)+ &+ 363 = 0.

Haciendo coineidir M con MyE=1731=0; z) y teniendo en
cuenta que el eentro (O debe hiallarse sobre la normal MM” a la super-
ficie, con auxilio de las (%) transformamos 1as relaciones obtenidas
del signiente modo

pr——

T YEr — 2 o
ByE—2)_, BUE - yo=0 BUE 20 4 30,=0.
y1+/* A 1+

Reemplazando 2 2", & por sus expresiones (3) ¥ @, &, 2 por (0)
vemos que la primera de estas igualdades se convierte en una iden-
tidad y las demds dos nos dan

fl-R=01V1+f=-! fg.R=3eg(/1+j‘3 (8)
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de donde

j.l =j‘u_r12 +f!’ f! — {Sf”?‘” + fm,’.m + 3f;j
o= (1 4+ /e 40t og = ¥ [(1 + [ + [ 2 4 7).

Oomparando entre si las formulas (8) se llega a la relacion
0yfs = 3fiey

Si las letras ¢,, f; ¥ ¢ [y € reemplazan por sus expresiones y
se efectiian las operaciones, enfonces, después de simplificar ambos
miembros por » ==0, se obtiene la signiente ecuacion diferencial

YE . 4 By 4 Byt =0
siendo
1;' — ﬂﬂr —f’{l +f12)
1 . ’
V£, =L+ g -y
1
Fg — g .,Jf.m - (l 15 j‘tﬂ) [,’:fu __f)-

Hs féeil comprobar que los coeficientes F, F\, F, verifican a las

identidades
1 }
F5,=§rlf"— F, rFi=Q1+4+/%.F—-ff".F (9)

Para integrar la ecnacion obtenida se practica el cambio de varia-
ble tomando » por argumento y ¢ por funeién. De manera que

P = — ?"." = — — (10)
¥ la ecnacion diferencial se convierte en

rF.o'e" = F, + Fy. 9" (11)

en donde las derivadas se toman con respecto a r.
En primer término consideremos el ¢aso excepeional en que

F=af'— (1 +%=0.

Tomando ¢ = f(r) por funeién desconocida e integrando resulta

r¥ 4 (2 — )t = of
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siendo b y ¢ constante de integracion, o bien

z = const,

Se obtiene, pues, una esfera con el centro sobre el egjo OZy su
easo particular un plano.

Bste caso no ofrece interés, ya que todas las enrvas sobre un pla-
no o una esfera son enrvas .

Supongamos ahora que F == 0, idénticamente. Introduciendo la
nueva variable  bajo la eondicion :

g
se tendrsi devivando '

y la ecnacion (11) toma la forma
2 .
Y = = (F 4+ Fy) b+ 2rF,.

Si se sustitnyen aqui Fyy rFy, por sus expresiones (9) se llega
a la relacion

P+ 2 =g P+ (4 /)

o separando las variables

LI)-: + gﬁf”
P+ @+

La integracion nos da

Y+ (1 + /7 = kBB

2
.—gl

B
F

Volviendo a la variable primitiva g, encontramos

¢ =+ (R — (L ) (12)

en donde la constante arbitraria k debe ser positiva. Finalmente

P = %if%y’k F — (1 4 %) dr (13)
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giendo _
F=of" = ['(1+ /7 (14)
¥ @, otra constante arbitraria

Introduciendo el resultado obtenido en las relaciones (8) hallamos
sin difienltad

o kit s _ r(kfF" 4+ F)
R o ey U 7 gy

k)1 7
R —(1 4 )

Para el punto M, (5= r; 5 =0; 2) coordenadas del centro C serdin

kv i
G=r—mrw  1=0  a=rtgmoam

(15)

Apliquemos la teoria expuesta a un toro, o sea a un anillo cireular
euya generatriz en el plano £ 0Z se da por la ecuacién

(r—a)® + (2 = b)® — &
Despejando z, vamos a tener
s=f() =bF|* — (r—af
o derivando

fln=+ ——2

Ve — (r—a)
Luego por las firmulas (14), (15) y (13) ealeulamos

ac? Le*

F=+4 — 3 R T —
=6 — (r — a)¥]¥® k{r— a)+ Jae*

=9, ;gw___b..df.

rfe¥ — (r — a)?

Para que el numerador de la funeciéon subintegral sea real debe
cumplirse con la condicion

v 23
= (E e
o
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Supongamos, primero, que en esta desigualdad tenga Ingar el
signo >.

Integrando e invirtiendo los resultados llegamos @ tres Casos :
1° 8i a > ¢, entonces

2 — ot
r= ————————————————®

a £ o sen 1($ — o)
siendo

-
a.” == («'2
=l %
k (aﬂ%)‘.m . cﬂ
ul radio i aleanza a sus valores exftremos r = a 4 ¢ cuando
1
o=, + e La curva D. tiene forma helicoidal y su proyeccion so-

3]
bre el plano £ 0y es una curva perivdica de petmdo oL

2° 8i a < ¢, entonces

& —af

o e B BNt
e Chl(e — %9 — @

o=
’#Vk(m”)mﬂ ¢

El radio r aleanza a su maximo = a -+ ¢ cuando ¢ = g, Para
@ = 2o resulta r = 0. La curva Dy su proyeceion tienen la forma
de espirales.
3° 8i a = ¢, entonces

siendo

2a

= ———3
14 U — ‘Fu)ﬁ
siendo

=7 k>1.

La curva D y su proyeceion son espirales.

208
Bn el caso limite de ser k= (g) ol mumerador de la funeién sub-

integral se anula y por 1o tanto @ = ¢,

De manera que las carvas I coinciden con los meridianos que son
al mismo tiempo generatrices del toro.

Pasemos al estudio de las curvas geodésicas : Para lag curvas de
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esta especie la normal prineipal M,N de la curva coincide con la
normal M,M” de la superficie y como esta es perpendicular al eje Oy
entoncees, conforme a Ia tercera de las relaciones (7) se obfiene

a=—1.3%" 4+ 2r.2% — (' — 20" — )= (.

Introdueiendo aqui las expresiones (3) y simplificando por »’

resulta
(L # P2 ¥ [ = 2L Y] 72 = 2 =0

Tomando » por argumento y % por funcion, con anxilio de

las igunaldades (10) llegamos a una ecuacion diferencial que des-
0

pués de ser multiplicada por el factor integrante — toma la forma
r

2
:-1 =,
~

U

el ) it e
.,.l B :Fu 1.1 q;hl

Integrando ambos miembros, se tendra

1 LI |
T i + == k.
Pt P
Despejando g7, resulta
1T 14/
f = + —_ —_——
¥ ) k=1 )

en donde la constante de infegracion &k verifica a la desigualdad &>0.
Finalmente
I ] I{‘r!
S L - el MUY (SR
P=Fd Vvl =1
Consideramos ahora las enrvas helicoidales que se caracterizan por
la condicion p/z = const.
Tormando OF por el eje de la hélice y recordando que la normal
principal MyN es perpendicular & dicho eje, en virtud de la primera
relacién (7) tendremos

Wyr= (1% = )2 — (0 )2t =0

Haciendo uso de las ignaldades (3), hallamos

'..sj‘r,an +f” i il + ¥ (‘,.fu ___fr};),.‘-r&S 0.
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8i, como antes, » se toma por argumento y ¢ por funeion, enton-
ces hallamos haciendo nso de las expresiones (10}

’.'.‘j'tlf_?u = '.(,’:fn _P)(pf _i_{F;’

lo que es la eenacion de Bernoulli con respecto a 2" Su integracion
nos da

| -

¢ == |kf¥—1 (17)

=

siendo k una constante que debe ser posifivi,
Finalmente

-

"]
cp:cpui

r

Ocupémonos también de las curvas lowodrémicas que corfan los
meridianos de ly saperflcie de rotacion bajo un cierto dngulo cons-
tante . Los cosenos directores de la tangente M, M' al meridiano
G H son

1 Wit
_ﬁ; ) : ._——_".;.,‘
YL = fL 12

Los ¢osenos directores de la tangente M, 1" a la curva buscada se
dan por las fdrmulas (G

Recordando la expresion para ¢l coseno del dngulo entre dos

rectas, sin difienltad encontrumos

» -+ 2
COR 6 — —— 'f'

fey o |l +f’=

Reemplazando aqui ¢, por 2° + v 9% y 2, a su vez, por [0
vamos a tener

v {1+ )
I{I +f'r! . 1(1—'1"}'3) ',’J:!ﬁﬁ

= C0S &
de donde
"

+——=tnga="F
W i

siendo & constante.
Teniendo en enenta que
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hallamos
’ s k / e o
’-F"—_:‘:;_“'i'f‘- (18)
Finalmente
i
=1, + %k —!,Fl +f“‘*dr

En conelusion apliquemos los resultados obtenidos para demos-
trar algunas proposiciones de la teoria de superfleies. Procurenios
por ejemplo, encontrar las superficies de rotacion enyas enrvas ) son
hétices. Para esto ignalemos las expresiones (12) y (17), lo que nos
conduee a la relacion

j: ’. Fkll(_‘,.n — {1 +Ja'.4] = 'i' ;ifkgjn. =1
en que 'k, y ke son dos constantes.
Elevando al enadrado y simplificando, hallamos sucesivamente
Ry = — (1L +f’9) = ;"&/w =2l

T\R2 ] ko + 1\2R
FL”tﬁiﬁﬂ % 'T“=Vu+fﬂi(;: ) Viad

fn'l 5]

Recordando que la funcion /(#) que actualmente se busca, fué
designada por la letra z y haciendo

kg + 1\%2
q:li(aj—)
47 |

Hegamos a la ecuacidn diferencial
re’t = 2" 4 g
enya integral general es
P =2p.(z — 7)) - q(z — “Tt'.-')s

en donde p y 2, s0n constante de integracion.

Queda pues, demostrado ¢l teorema de Blaschke segiin el eual la
coincidencia de las ¢urvas 0. con las helicoidalés tiene lugar sola-
mente para las superficies de rotacidn cuyas generatrices son seceio-
nes conieas.

Consideremos otro ejemplo. Vamos a ver si pueden las eurvas D
convertirse en las lazodromicas. Igualando (12) o (18) se obtiene
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= ke ———
[P — (1 + ) = “SVL /%

<=

de donde deducimos sucesivamente

2 w2
B — (1 4+ % =R (L + %), F=2 ("—“‘g—’) e

o =1+ /- [j-” % (J‘T-L.s—,"ll-——l)ZF VW]'

Haeciendo

K +1)'-.w .
N I

firy=2 ¥ .i(

representamos la ecnacion diferencial obtenida bajo la forma

v = (1+ 2% ,(z' + : i1+ -z'*"‘)-

Su integral general es

(g —apf + (r = b= (kD)

giendo a y b constantes arbitrarias,

De esta manera estd demostrado ¢l teorema de Santalé que dice
que lu superficie de rotacion con las curvas D idénticas a las lawo-
drémicas son inelndiblemente el foro y sus degeneraciones : el cono
y el eilindro, asi como la esfera y el plano.

San Juan 16 de diciembre de 1949,




Topologies minimales dans les espaces vectoriels topologiques '

Par R, RICABARRA et E. H. ZARANTONELLO

1. Introduetion. La topologie du produit cartesien ordinaire dans
Pespace vectoriel R’ (produit de droites) est une topologie minimale,
dans le sens suivant : si <t est une topologie separée dans R compa-
tible aveec les opérations algébriques, loealement convexe (il existe
une base de voisinages de 0 formée par des ensembles convexes) et
moins fine que la topologie dn produit cartesien, alors elle est iden-
tique & cette topologie. En plus, cette proprieté caracterise la topo-
logie dn produit eartesien [2, X VIII, page 61].

L'object de cette note est de montrer que cette proprietd subsiste
en une forme nn peu plus forte, savoir, que la minimalité est verifiée
dans la famille de toutes les topologies separées, localement con-
vexes ou non, compatibles avee la strueture algebrique de R

Nous énnongons les résultats pour des espaces veetoriels topologi-
ques sur le corps des nombres réels on complexes, bien que quel-
quuns d’entre eux sont valides pour des domaines des sealaires plus
généranx.

2. Quelques propositions auxiliaires. Les propositions suivantes
sont bien connues, ou bien elles sont faciles & démontrer. On peut
trouver des généralizations A d’antres domaines des scalaires dans
L. Nachbin [1, spécialement Théorémes 6 et 7], et dans Bourbaki [2),
ou, bien on peut les démontrer par une généralization convenable
de la notion de convexité. Notre terminologie est celle du fascicule
¢ité de Bourbaki.

a) Soit X un espace veetoriel topologique separé a dimension finie
sur le corps K des nombres réels ou complexes. Alors, toute forme liné-
wire sur X est continue.

b) Soit K| Uespace vectoriel topologique somme directe topologique
de n fois le corps K, et soit W un emsemble convewe et équilibré (| <1,

' Regn ¢ 20 octobre, 1955.
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entraine » W o Wj. Ni W esi absorbant (pour tout x=K' il y a un ».> 0
tel que rx=W), alors W a wn intérienr non-vide.

¢) Si W oest un ensemble convexe, dquilibyé @ intériewr non-vide dans
un espace vectoviel topologique X sur K, alors lorvigine d'X est un point
intériewr de W.

dy Si W est un ensemble convere et dquilibyé dans un ¢space vectoviel
topologique X swr I, alors W contient wn plus grande sous-espace vec-
toriel M; si W est en plus fermé, alors M est aussi fermé et M4 W= W.

3. Topologies localement convexes minimales. Soient K, I deux
espaces vectoriels en dualité séparée (w, 2/). Cet & dire (v, @') est,
pour @’ on @ fixe, nne forme lindaive sur K ou £’ rvespectivement qui
s‘annule identiqnement si et senlement si @’ = 0 on @ = 0,

DEFINITION. On appelle topologie faible de la dualité sur E, indiquée
g (B, 7Y, a la moins fine des topologies sur B compatibles avee les opé-
rations algébriques d'espace wvectoriel pouwr les quelles les [onctions
® = (@) sont continuwes powr fout w's B’

Comme on sait g (H, &) est une topologie séparée localement con-
vexe. 8i F e 7 est un sons-espace vectoriel de 1. on définie g (#, 1)
d’une facon tout & fait pareille. Cette topologie n’est séparée que si
P est total, cet 4 dive, que si (@, /) = 0 pour tout 'z # entraine
=0

TaioriME 1. Soit © une topologic sur B compatible qvee la strie-
ture d'espuce vectoriel, séparde et moins fine que o (B, E). Alors, il
enisty in sous-espace vectoriel total 1 e K tel que = = o (I, I7).

DEMONSTRATION. Soit ¢/ = | U] la famille de tous les voisinages
faibles (de 1n topologiec a(, £') de Porigine qni sont & la fois con-
vexes, quilibrdés et fermés pour la topologie < donnée. ‘1l est une
hase du filtre des voisinages de 0 pour une topologie =, sur E com-
tible avee la stroctuve d’espace vectorviel de H. Pour chague U=l
nous appellons By le sous-espace veetoriel maximal contenu dans U7
(§2, d); Hp est & codimension finie et il est fermé pour la tapologie =,
et par suite, pour o (£, H). )

Désignons E'y = (Hp)" le polaire de Fy dans E (varieté «ortho-
gonale » par la velation (#, @)). Etant donnés U7, U, = L. on vérifie
sans peine que

U U, Boge =By + By,
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done, si on met
B = Uy,
(hEd7]
I est un sous-espuce vectoriel de I que, nous disons, véritie la
these du Théoreme, Pour le voir, nous allons considérer les trois
Gtapes snivantes :

(i) a(H, I") est moins fine que =. Bn d’antres termes, si alzF, 1a
forme linéaire sur E, @ — (¢, @), est continue par rapport a <. Soit
U910 tel que @' By ot soit 9 Papplication canonique de B sur LB y.
Alors, il existe une forme linéaire sur B/ Ey soit 1, telle que

[ oe](r) = (a, a:’).. (1)

Si nous considérons # muni de la topologie <, puisque By est fermé
dans la topologie = et & codimension finie, Pespace quotient B/Ey
est un espace vectoriel topologique separé i dimension finie, et ¢
est une fonetion continue, Done, du § 2, a), on obtient que ! est wne
fonction continue, et daprés la formule (1), que la forme (o, a') est
elle méme continue.

(i) = est moins fine que z,. Soit W un voisinage de 0 quon peut
supposer fermé, de la topologie <. I’aprés Phypothése il y a un
voisinage de O pour la topologic o (M, E'), convexe et équilibré,
contenu dans W. Son adhérance par rapport 4 < est encore contenue
dins W et appartient & 9[.

(1EF) = est moins fine que o(F, ). Soit U un voisinage de 0 de la
topologie 7. On peut supposer que UL Puisque Hy + U= U
(§2, @), il en vésulte que [7est l'image inverse, par Papplication
anonique ¢ de B sur E/Ey, de Pensemble ¢ (U). Comme ¢ est
continue dans la topologie o (#, F), il suffira de demontrer que ¢ ()
est un voisinage de 0 dans F/Ey, car, dans un tel cas, [/ sera un
voisinage de O pour o (#, I'), Mais ¢ (U) est convexe et absorbant
dans F/Hy, done, d’apres § 2, ), ¢ (U) est effectivement un voisinage
de O dans K/ Hy.
Ca achéve la démonstration du Théoréme 1.

COROLLARE 1. Si B, B sont en dualité (x, x'), non ndeessaivemant
séparée, toute topologie < sur B compatible avee les opirations algebri-
ques et moing fine que o (K, &) coincide avee s (H, F), pour un sous-
espace vectoriel convenable ¥ = B,
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DHEMONSTRATION : On la reduit au cas antérieur en prenant com-
me nouvean H, Pespace quotient H/N, oit N est 'adhérence de O
dans la topelogie 7, et comme nouvean H',, a N°.

DEFINITION. On dit gu'une topologie séparde = définie sur B et com-
patible avee la structure d'space vectoriel est mintmale si toute autre
topologie dw méme type moins fine que < coincide avee .

CorRoOLLAIRE 2. Soient K, B en dualité séparée (v, @), Alors pour
que la topologie o (B, K') soit minimale il faut et il suffit que E' n’ait
pas des sous-espaces totales propres, cet @ dive, il faut et il suffit que
tout sous-espace veetoviel de B @ codimension [ ne soit pas total. Autre-
ment dit, il faut et il suffit que toute forme linéaive sur B’ soit repri-
sentée par o — (x, @), pour un cevtain we B,

DEMONSTRATION : Pour un sous-espace & corldimension 1 la pro-
prieté de n’étre pas total est éqnivalente i celle d’étre fermé dans la
topologie o (K, B). D’ailleurs, elle est bien connue la relation entre
les formes linéaires et les sous-espaces i codimension 1 (voir par
example Bourbaki [2, X'V, page 26]).

Nous somes maintenant, en conditions d’ennonger le résultat prin-
cipal de cette note:

THEOREME 2. Soit - une topologic séparée localemont convere sur
wn espace vectoriel E. Powr que < soit minimale il faut et il suffit que
E topologisé par = soit isomorphe & wn produit cartesien K§. En parti-
culier, un espace H topologisé par une topologie minimale est complet ;
il est métrisable si et seulement si I est dénombrable.

DEMONSTRATION : 8i B’ est Vespace vectoriel des formes linéai-
res continues snr 4, il en resulte d’abord que si la fopologie donnde
est minimale elle doit coincider avec o(H, F'); en plus, d’apres le
Corollaire 2, il est évident, que & doit etre isomorphe & I’espace vee-
toriel de toutes les fonetions & valeurs dans K definies sur nn sous-
ensemble quelconque de E' qui soit algebriquement libre et maximal

{base de Hamel de B’), avec la convergence simple.

COROLLAIRE. Pour qu'un espace vectoriel B topologisé par une topo-
logie faible o (B, B') séparde soit complet il faut et il suffit que o (B, K')
soit mintmale. Par suite, toul espace vectoriel B aver une topelogie
Saible séparée o (B, B') est dense dans un espace K.

\
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DEMONSTRATION : Si H est complet il doit contenir les limites
des filtres de Cauchy ; en partieulier, si une forme linéare (a) défi-
nie sur B’ est telle que pour tout sous-space F' e B & dimension
finie il existe ap tel que

(@, ) = 1(a"), pour a'zF",

alors il doit exister un @=# tel que (@, @') = L (@) pour tout a'zH".
Il est maintenant facile & voir que cette condition est vérifiée pour
toute forme linéaire I (x’), done la those !

Pour en finir nons voulons rémarquer que nous ne savont pas si
dans Pénnoneé du Théoreme 2 on peut Oter la condition d'éfre B
localement convexe. Un probleme intéressant dans cet ordre d’idées,
€0 que nous n’avons pas réussi i résoudre, est celui de décider si 14
topologie de la convergence en probabilité sur Pespace deés fonetions
mesurables dans Pintervalle [0,1] est minimale ou non. Cette Jiffi-
culté nait de notre ignorance sur la structure des espaces vectoriels
topologiques non localement convexes,
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Les ensembles ordonnés compacts

Par A. A, MONTEIRO *

L. Introduction. Nous allons indiguer, dans cette note, nne générali-
sation d’'un théoréme démontré par-J. W. Alexander [1], d’aprés
lequel s « powr qu'un espace topologique soit compact il faut et il suflit
qu'il eviste wne sous-base d’ensembles fermés qui soit compacte ».

Une démonstration tres élégante de ce théoréme a é1é indiquée
par O. Frink [2[, dans le cas particulier des espaces 7).

Dans une note qui n’est pas encore parue ', nous avons indigqué
une généralisation du théoréme d’Alexander pour les réticulés dis-
tributifs contenant un premier élément. Cette fois -ei nons allons le
démontrer dans le cas plus général des ensembuoes ordownes semi-
orthogonauww, dont la définition est indiquée plus loin (Definition 6).

Les ensembles ordonnés semi orthogonaux qui sont réticulés su-
périeurement (c.a.d. o chaque conple d’éléments a une borne SIE-
rieure) sont identiques anx ensembles striables de P. Jaffavd (3], qui
ont, d'aprés cet antenr; sune valewr se structure « wniverselle», e
qui éelavre lavantage de lowr introduction dans Uétude des idéawe d’un
anneaw et dgalement dans celle des groupes abéliens ordonnds »,

Le théoréme de Tychonoft [4], dapres lequel le produait d'espaces
compitets est un espace compact, étant une ¢onsequence immédiate
du théoréme d’ Alexander, nous voyons, par ¢ela méme, que la notion
de semi-orthogonalite, se ratiche directement 4 une question impor-
tante de topologie géndérale.

Dans une autre note, nous montrerons que des ensembles ordon-
nés semi-orthogonaux, que ne sont pas striables, se présentent une
fagon naturalle dans Pétude des bases fermés des espices compacts.

® Regn le 168 Sepr,, 1955,

b Propiadmies caracleristiony do low filtvos de in alyelia de Boole. ABHh Cuyans

de Ingenieria YVolmmen 1| 19535,
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5. Les ensembles ordonnés compacts. Soit £ un ensemble ovdonné,
e'est-d-dire: un ensemble sur lequel est definie nne relation binaire
<, qui vérifie les propriétés suivantes: 01) a = d, quel que soit a de
B;02)8ia<betb<aalorsa=>b;03)Bia=het b < ¢alors a<c.

Nous allons supposer, dans cette note, que B contient un premier
@ément, Cest-d «lire un élément 0 tel que: 0 <&, quel soit x de E.
Pour rappeler ¢ette hypothése nous representerons E par Ey.

Btant donnée une partie, non vide, X' — {oyl, de E, nous dirons
que @ est la borne inférieure des élément wy, si les conditions suivantes
son verifiées : 11) & < w;, quel que soit l'indice i3 12y siz de J, est
tel que = < ay, quel que soit i, alors & = @3 et nous éerirons:

.1‘-—'—)\:0.'

Nous dirons aussi que @ est la borne inférienre de la partie X. La
borne inférienre des élements a et b sera représentée par la notation
a A b, Dans ces conditions si dans F, nous avons a /A b =0, cela
signifie que: siz <a et 2 =< alors == 0.

D’une fageon duale on définit la borne supdricure des éléments ;

=N

Si chaque couple d’éléments de F, a une borne supérienre nons
divons que B, est réticulé supdrieurement.

Nous dirons qu'une partie, non vide, X = };i:;l A’éléments de H,
a un centre, s'il existe un élément ¢ == 0 tel que ¢ = @;, quel que soit
Iindice i, et alors ¢ sera dit un centre de X.

DEPINITION 1. Une partie, non vide, C de Uensemble By sera
dite compatible, si toutes les parties finies, non vides, de O ont un
centre.

DEFINITION 2. Lensemble ovdonné By sera dit compact si cha-
que partie compatible de B, @ un centre.

La famille de toutes les parties compatibles de E, ordonnée par la
rélation d'inclusion, est induetive supérienrement, done, d’aprés le
théorbme de Zorn [5), chaque partie compatible est contenue dans
une partie compatible maximale.

Pour qu'une partie compatible U7 soit maximale if fant et soflit
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que si @ est un élément de By que n'appartient pas & 07 il existe une
partie finie, non vide, de U7, soit juy, g, ... u, | telle que

Uy A Mg AN oo A Uy At =0

Remarqguons que si la partie compatible €, contient In parte com-
patible O ef si Opa un centre e, alors ¢ est aussi un centre de .
Dans ees conditions pour que £ soit compact il fant et il suilit que
les parties compatibles maximales de I, aient un centre.

Déterminons la forme des parties compatibles maximales U, qui
out un centre. Pour cela rappelons qu’on donne le nom de point
(ou atome) de B, i tout élément p de I, que vérifie les deux condi-
tions snivantes : :

Py p=0; P2) sic<palors:v=0 on v =p,

Soit p nn centre d’une partie compatible maximale U, nous allons
montrer que p est un point. La condition P1) est vérifiée d’apris la
détinition méme de centre. D’antre part p deit appartenir a U ear
autrement la partie de H, formée par p et U7 serait compatible et
contiendrait I/ comme partie propre, ce qui est impossible car U est
une partie compatible maximale. Cela étant, soit @ <=0 un élément
tel que & < p, alors @ étant un centre de U7, nons pouvons afirmer
que @ appartient & (7 et alors p < @ et par conséquent p = w». Cela
montre bien que p eést un poinf. En parvticulier une partie compati-
ble maximale ne pent avoir qu'un seul centre,

Montrons maintenant que si 7 est nne partie compatible maxi-
male ayant pour centre 'atome p et si @ est un élément tel que p =< @
alors @ appartient & U, Dans le eas contraire 'ensemble formé par
U et @ serait compatible et contiendrait 7 comme partie propre, ce
qui est impossible

Nous venons done de montrev que: si la partie compatible mawi-
male U a un centre p, ce centre est un point et U est formée par la
famille de tous les éléments x de 1, tels gue p < X.

Réciproguement : si p est un point de By la famille U (p) de tous les
eléments x de W, tels que p < x est unpe purtie compatible mavimale
de B, Il est évident que U (p) est une partie compatible de B, Pour
montrer que 7(p) est nne partie compatible maximale soit @ un élé-
ment de B, n'appartenant pas & U(p), e.a.d. tel que la condition
p =@ ne soit pas vérifice. Comme p est un atome nous pouvons afir-
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mer que pA 2 —=0.Ainsi pour chagne élément que @ n'appartient par
A [ (p) il existe un ¢lément p de U (p) incompatible avee @ et cela
montre bien que (p) est une partie compatible maximale.

Dans ces conditions pour que B, soit compach il faut et il sufflt
que toutes les parties compatibles maximales soient de la forme
[7(p), ou p est un point de Hy.

Nous allons maintenant définit 1a notion de compacité d’une par-

tie P de Vensemble ordonné E,

DEFINITION 3. Nous dirons quune partie, non vide, P de 15, exl
compacte si chaque partie compatible de P a un cenire (dans Hy.

Nons cherchons dans cetie note & demontrer la compacité de

A pavtiv de v compacité de certaines parties spéciales de B,

4. Bases d'un ensemble ordonné compact. Nous allons voir que le
probléme que nous avons indiqué a nne solution si mple, dans lecas o
nne partie B de f; est une base de B, Qapres la définition suivante :

DEFINUTION 4. Nous dirons qu'une partie B (non vide) d'un
ensemble ordonnd K, est une base de 15, si tout élément x de 15, est
la borne inférieure d'une partie, non vide, de Vensemble 13.

Dlapres cette définition E, est une base de B, ear rout élément ©
de Ej penb Séerive sous la forma & = @ A @

LeymE 1. Si B estune base d'un ensemble ordonné Iy, pour que

I3, s0it compact il faut ot il swffit que B soit une partie compacte de 18
D 11 est évident que la condition est nécessaire. Pour voir

¢ B de Pensemble ordonné

qu’elle est suffisante supposons quiune has
3). Ponr démontrer

17, soit une partie compacte de B, (Définition
que N, est compact soit ¢/ une partie compatible de B, Chague Gle-
mient ede Cest 1 borie inférienre 'une famille, non vide, 1B @élé-
ments de B, dest-d-dive:
o =ADY | (1)
Soit B(0) la famille de tous les éléments bY', ol ¢ varie sur . Mon-
trons que B (C) est una partie compatible de H, Pour cella soit F

une partie (inie (non vide) de B(C):

(CH]
1" :—H,,:‘J A wes o w h

ey | i
o
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Nous aurons:
) TR T 9
¢ =< ;,;;; ypor g=1; 2, .0

oules ¢;(j =1, 2 ..., n) sont des éléments de €. Comme € est une
partie compatible de H, les éléments de C: 1 wees €4 ONE 0D Contre,
cest-a-dire il existe un élément @ =0 tel gue:

a<c, ponrj=1,..,m
done

0<e<bf, pourj=1l,.,n

Nous voyons ainsi que les parties finies F de B(C) ont un centre,
c'estidire : B(0) est compatible et omme B () est una partie non
vide de Belle aura un centre. 11 existe done un 6élément iw==0
tel que:

w =B, pour tous les b de B(C) (2)

Des conditions (1) et (2) on déduit que w < ¢, quel que soit 1616
ment ¢ de C. Nous venons done de montrer que toute partie compa-
tible €' de B, a un centre w et par conséquant £, est compact, ce
qulil fallait démontrer,

4. Sous-bases d’un ensemble ordonne compact. Nous allons main-
tenant indiquer la définition de sous-base d'un ensemble ordonné,

DEFINITION 5. Nous dirons qu'un partie, non vide, S d'un
ensemble ordonné B, est une sous-base de B, 8%l existe une hase B
de 1, telle que chague élément b de B est la borne superiewre d'une
partie finie, non vide, de S.

Si K, est réticulé supérieurement nous pouvons dire que S, est une
sous-base de I, si la, famille B de toutes les bornes superienres des
parties finies, non vides, de 8 forment une base de H,. Si Hest com-
pact toute sous-base de #, est évidemment nne partie compacte de 1.
Pour démontrer la réciproque nous allons supposer que la rélation
@ordre vérifie la proprieté indiquée dans la définition suivante :

DEFINITION 6. Nous dirons qu'un ensemble ordonné B, est
semi-orthogonal si étant donnés trois éléments a, by, by, de B, tels
que ") a0, 2°) a A by =a A by = 0, il existe un element x de
Bytel que: a A x=10; b, <x; b, <x.




— 192 -

Si H, est réticnlé supérieurement la semi-orthogonalité de H, s'ex-
prime plus simplesment sous la forma suivante: si a A by =0 et
as A b =0 alors a A (b V bg)=0 et nous aurons 4 faive & un ensem-
ble striable, dans la terminologie de M. P. Jaffard [3]. Tout réticulé
distributif, ayant un premier élément, est évidemment striable. Dans
une étude sur les bases des spaces T, compacts nous avons eu be-
soin de considérer des ensembles semi-orthogonaux que ne sont pas
striables.

Les parties compatibles maximales des ensembles ordonnés semi-
orthogonaux ont une propriété importante que nos allons mainte-
nant indiguer.

DEFINITION T. Une partie P dun ensemble ordonnd L serd
dite primitive si lorsqu'un flément p de P est de la forme p = &,
\ flg Vv Vi, alors wn au moins des élements a; appartient a .

Démontrons maintenant que

LevMME 2. Toute partie campatible mawimale U dun ensemble
ordonné semi-orthogonal B, est primitive.

Disv. Soit w=a, V ag V ... Vay un élément de [7 et supposons
UG Gy Ty, eeey U n’appartienent pas a /. Alors pour chaque a;(i=1,

3 - 4 oy - (i i 1,
2, ..., n) il existe un nombre fini d’¢cléments de Us uf, ud, ..., i, tels

que:
) AU A e A uf,': A ;=0 (1)

La partie finie X de U formée par les éléments -u}“, =1, 2, ey Wy
(7 = 1, 2y ..., w;) et par IPélément w o un centre z, ¢'est-a-dive il existe
nn élément 2 de H, tel que:

z==0 (1)
z< ujﬁ, quels que soient i et j, (2)
z2<u (3)

De (i) et (2) on déduit

2 A a; = 0, quel que §0it 1 = 1, 2, .y (4)
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BEn tenant compte de la semi-orthogonalité de E, on déduit de (1)
et (4) 'existence d'un élément @ tel que:

e/Nwe=0 (5)
a; < @, quel que soit; i, (6)

De (6) on déduit que
@ VagV..Va, =u<ua (7)

De (3) et (7) on déduit que z < @ done z = 2 A w, done @’apres (5)
# = 0, ce qui est en contradiction avee (1) et le lemme est démontré.
Nous pouvons finalement démontrer le théoreme snivant :

THEOREME 2. Powr quun ensemble ordonné semi-orthogonal 1,
soit compact il faut et il suffit qulil existe une sous-base de E, qui
soit compacte.

Dy, La condition est évidemment néeessaire car ¥, est une
sous-base de . Pour démontrer quelle est suffisante soit N une
sous-base compacte de E, et B la base de B, indiquée dans la Défi-
nition 5. Pour démontrer que B, est compacte, il suffit de démon-
trer, d’aprés le Lemme 1, que B est compacte. Pour cela nous avons
4 démontrer que toute partie compatible ¢ de B a un centre. La
partie compatible O est contenue dans una partie 7 de E,, compati-
ble et maximale. Soit B(U) la famille de tous les éléments de B
appartenant & U: il est évident que € est una partie de B (U), done
si nous démontrons que B(U)a un centre il en sera de méme pour
. Soit b un élément de B (U); comme b appartient a B, nous anrons
b=35V 8V ... V8,0l les s sont des éléments de . D’apres le
Lemme 2, nous pouvons affirmer quun an moins des éléments §;
appartient & 7. Dans ces conditions pour chaque élément b de B(U)
il existe un élément s de S, appartenant & U tel que s < b, Soit 8(17)
la famille de tous les éléments de S qui appartiennet a U. Comme
S(U) est une partie compatible de 8, 8(U) a un centre, ¢’est-a-dire
il existe un élément ¢==0 tel que ¢ <s quel que soit s de S(U).
Monfrons que ¢ est aussi un centre de B(U). Poar chaque b de
B(U)il existe un s de 8(U) tel que & < b, done ¢ < b, quel que soit b
de B(U) et 1a démonstration est terminée.
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