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Este libro nacié como unas notas para un curso de Analisis, y de a poco se fue convir-
tiendo en algo mds que unas notas. Traté de conservar un estilo coloquial, sumado al
rigor de definiciones y teoremas, sin evitar ningiin tema, atin aquellos que suelen tener
(inmerecida) fama de intratables. Pienso que todos los temas que aqui se estudian son
accesibles para un estudiante que haya hecho un curso de cdlculo en una variable real,
y otro de dlgebra lineal, si se abordan de la manera adecuada. En lo posible intenté evi-
tar el uso de coordenadas, y aunque en muchos casos es necesario volver a ellas para
dar un sentido concreto a las ideas geométricas, puede decirse que en general, con
modificaciones menores, las pruebas se adaptan a un contexto mas amplio. Esa fue
mi intencion al preparar las clases, y es la intencién de este libro: hacer accesibles
temas sutiles del analisis y el cdlculo en una y varias variables reales, y vincular estos
temas de manera intrinseca con la geometria del espacio, sin permitir que el uso de
coordenadas oscurezca esta relacion.

Si bien el libro contiene problemas que surgen naturalmente a lo largo de la presenta-
cién de los temas, estos no suplen una verdadera practica donde los conceptos se traba-
jen a partir de ejemplos progresivamente mas sofisticados. En este caso, las practicas
de la materia Andlisis I (dictada por el Departamento de Matematica de la Facultad
de Ciencias Exactas y Naturales de la Universidad de Buenos Aires) son el comple-
mento ideal para estas notas, que fueron pensadas con estas practicas en la mano. Se
puede acceder a las mismas a través de la pagina del Departamento de Matematica,
cms.dm.uba.ar.
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PREFACIO

Es supersticiosa y vana la costumbre de buscar
sentido en los libros, equiparable a buscarlo en
los suefios o en las lineas cadticas de las manos.

J. L. BORGES

En este libro queremos estudiar problemas que involucren varias variables o incégnitas, todas ellas nime-
ros reales. Como aprendimos en cursos de cdlculo elementales, lo mas practico es darle nombre a las varia-
bles y después pensar cudles son las funciones que modelan el problema; estas funciones van a depender de
esas variables. Es la estrategia de “nombrar y conquistar”.

Por ejemplo, si queremos saber qué forma
debe que tener un terreno rectangular de
drea 100m?, para gastar la menor cantidad a
de alambre en su borde, al perimetro lo lla-
mamos P, el drea A, y llamamos b a la base
del rectdngulo y a a su altura. b

Se tiene A = b.a = 100 y por otro lado P = 2a + 2b. Despejando de la ecuacion del darea nos queda una
ecuacién en una sola variable, P(a) = 2a + 2.%. Entonces aparece una funcién P, de variable real a, a
la cual le buscamos el minimo. Es importante entender el dominio de la funcién, que es a > 0. Por otro
lado, para buscarle el minimo, ;que hacemos? Simplemente le buscamos los extremos locales a P. |Y para
eso hace falta calcular la derivada de P! Hagdmoslo: se tiene P'(a) = 2 — 2%. Igualando a cero se tiene
a? =100, y como a debe ser un nimero positivo, a = 10, y en consecuencia b = 10. Es decir el terreno debe
ser cuadrado.

Vemos como para resolver un problema muy simple, aparecen herramientas que no son “obvias”. En
primer lugar la nocién de dominio, que requiere entender un poco el conjunto de los nimeros reales. En
segundo lugar, la nocién de derivada, que si la pensamos un poquito era pensar en las rectas tangentes al
grifico de P, que a su vez se obtenian como limite de rectas secantes. Si, apareci6 el limite. Y todo para
probar que el terrenito era cuadrado.

En la préxima figura se representa el grafico de una funcién P, y una recta secante al grafico en el punto
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(a,P(a)). La pendiente de esta recta se calcular como

y en los casos en que esta cantidad tiene limite cuando x — a, decimos que P es derivable en a y al nimero
que nos da el limite lo llamamos P'(a).

]
I
I
I
I
I
I
a
1

I

/3= Pa)(x—a) + P(a)

También sabemos que los limites nos dicen que pasa con el grafico de la funcién en puntos “conflictivos”;
que tipo de discontinuidad tiene, si tiene o no asintotas. Por otro lado, la nocién de derivada es muy util para
entender el comportamiento de la funcion, no necesariamente cerca de un maximo o un minimo.

Otras cosas que aprendimos fueron que una funcién muy complicada se puede aproximar con la recta
tangente para calcularla “cerca”, y también que usando el polinomio de Taylor, en muchos casos se la puede
aproximar tanto como uno quiera, e incluso estimar el error que cometemos cuando usamos el polinomio en
vez de la funcidn original. En la siguiente figura se presenta el grafico de f y se observa que el polinomio P,
es una buena aproximacién de f para los x que estdn cerca de x = a.

A

y
fla+h)

P,(a+h)
fla)

aTﬁ—f—h X

Pues bien: todas estas herramientas se pueden generalizar a funciones de varias variables. Asi, por ejem-
plo, de aqui a unos meses vamos a estar en condiciones de resolver el siguiente problema:



Notar que, en el problema que aqui se presenta,
hay demasiadas variables (y pocas ecuaciones)
como para intentar el truco de despejar y llevar
todo el problema a una sola variable. Volveremos
a este problema en el Capitulo 5, cuando dispon-
gamos de otras herramientas. Mientras tanto, in-
vitamos al lector a resolverlo usando argumentos
de simetria en las variables a,/, p que lo modelan.

Queremos armar una caja rectan-
gular, tal que la suma del ancho,
el largo y la profundidad de la
caja no excedan los tres metros
(a+ 1+ p <300cm). (Cudl es el
mdximo volumen que puede tener
la caja, y cudles serdn sus dimen-
siones?

Por el camino, van a surgir ideas, herramientas y ejemplos que tienen valor por si mismos, y que no
solamente van a servir para resolver problemas de maximos y minimos como el de arriba. Van a surgir
problemas que en principio sélo tienen que ver con la formulacién de estas definiciones, es decir, problemas

intrinsecos de la matemadtica. jComencemos!
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1 CALCULO EN [R”

iNo soy un nimero! jSoy un hombre libre!

El Prisionero

1.1. Numeros reales

Lo primero que notamos en la charla del prefacio, es que es relevante entender cdmo es el dominio de
una funcién, que es un subconjunto de IR; y si vamos a hablar de limites y derivadas, es bueno entender un
poco mejor los niimeros reales.

Observacion 1.1.1. ;Qué es un niimero real? Esta pregunta inocente es mds dificil de contestar de lo que
parece. Una primer aproximacion intuitiva (o que aprendimos en la escuela) nos dice que es el conjunto de
los niimeros que ocupan la recta numérica, es decir, hay una correspondencia entre los niimeros reales y los
elementos de la recta. R

0
Pero esto trae otras preguntas, como por ejemplo qué es una recta y si todas las rectas son iguales o al
menos equivalentes en algiin sentido, y como es la tal correspondencia. Esto no quiere decir que la idea la
tengamos que descartar, jpor el contrario! esta idea es fundamental para poder imaginar mentalmente los
nimeros y los problemas que sobre ellos consideremos.

Si repasamos un poco lo aprendido, veremos que lo mds importante no es qué son, sino que propiedades
tienen. En realidad, desde un punto de vista mds formal, uno podria pensar que la pregunta ;qué son? se
contesta haciendo una lista de las propiedades mds importantes, y viendo que si un conjunto cumple estas
propiedades entonces es R. Pero ;quién garantiza que hay algiin conjunto que cumpla esas propiedades en
abstracto? Si alguien dice "el conjunto que las verifica es R”, pues yo le contestaria jque no lo puede poner
como ejemplo si todavia no nos pusimos de acuerdo en qué es un niimero real!

Repasemos: los nimeros naturales N = {1,2,3,---} son todos nimeros reales. Los nimeros enteros
(que se obtienen tomando los inversos de los naturales respecto de la suma y agregando el neutro 0 de la
suma), Z = {---,—2,1,0,1,2,3,---} son todos reales. Si uno considera cocientes de nimeros enteros (algo
bastante natural al pensar en la divisién), obtiene los racionales Q = {p/q: p,q € Z,q #0}.


http://en.wikipedia.org/wiki/The_Prisoner_in_popular_culture

2 Calculo en R"

Sabemos que con esto NO alcan-
za. Por ejemplo en un tridngulo de
catetos unitarios, la hipotenusa es
h = /2, que no es ningdn ndimero
racional.

Esta tiltima afirmacién requiere una prueba: supongamos que v/2 es racional. Entonces existen p,q niimeros
naturales tales que /2 = p/q. Vamos a suponer que cancelamos todos los factores posibles de p y g de
manera que no tengan ninguin factor comun. Elevando al cuadrado,

_r
2=—,
q
o0 equivalentemente
2¢4% = p°.

Ahora pensemos cudntas veces aparece el factor 2 en la factorizacién de p>. Como p? = p - p, el factor
2 aparece un nimero par de veces en la factorizacién de p?, pues aparece el doble de veces que en la
factorizacion de p. En el caso en el que no aparece (o sea si p es impar) esta afirmacion sigue siendo cierta
pues vamos a adoptar la convencién de que 0 es un nimero par (pues se puede escribir como 0 = 2 -0).
Entonces a la derecha de la igualdad, tenemos un nimero par de factores 2. El mismo razonamiento aplicado
a ¢° nos dice que a la izquierda el factor 2 aparece un niimero impar de veces. Esto es imposible, lo que
prueba que v/2 no es racional.

Todo nimero real que no es racional se denomina irracional, y al conjunto de nimeros irracionales se lo
suele denotar con la letra II. Se tienen las obvias inclusiones estrictas

NcCcZCcQCR.

Observacion 1.1.2. Como curiosidad, los irracionales también se pueden clasificar como algebraicos o
trascendentes. Los primeros son los que son ceros de polinomios con coeficientes enteros, por ejemplo /2
es algebraico puesto que es raiz del polinomio p(x) = x* — 2. Ejemplos de niimeros trascendentes son e y
7. Por supuesto, jprobar que estos niimeros NO son algebraicos tampoco es elemental! Para una prueba a
s6lo un clic puede verse la Wikipedia ' (en inglés).

1.1.1. Axiomas

Volvamos al asunto de las cosas que hacen que R sea IR. Veamos primero los axiomas que hacen de R
un cuerpo ordenado. Esto es, propiedades que no se demuestran sino que se suponen validas.

Ihttp://en.wikipedia.org/wiki/Transcendental_number
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1.1 Niimeros reales 3

Entre triviales y excesivamente abstractos para nuestra intuicion, son la base sobre la que se construyen
todos los resultados del andlisis.

Axiomas de la suma:

S1) Conmutatividad: si a,b € R, a+b = b+ a.
S2) Asociatividad: si a,b,c € R, a+ (b+c) = (a+b)+c.
S3) Elemento Neutro: existe y lo llamamos ”0”. Sia € R, a+0=a.

S1) Inverso Aditivo: si a € R, existe un inverso aditivo, lo llamamos ”—a”, verifica a + (—a) = 0.

En general escribimos @ — b en vez de a + (—b).

Axiomas del producto:

P1) Conmutatividad: si a,b € IR, a.b = b.a.
P2) Asociatividad: si a,b,c € R, a.(b.c) = (a.b).c.
P3) Elemento Neutro: existe y lo llamamos ”’1”. Sia € R, 1.a =a.

P4) Inverso Multiplicativo: si a € R, a # 0, existe un inverso multiplicativo, lo llamamos ?q~1” verifica
=i
a.a " =1.

En general omitimos el punto, es decir escribimos a.b = ab. También es usual escribir é =a L.

Propiedad distributiva:

D) Distributividad: si a,b,c € R, a(b+ c¢) = ab + ac.

Axiomas del orden:

O1) Tricotomia: si a,b € IR, hay s6lo tres posibilidades (excluyentes), que son a < b,a = b, a > b.

02) Transitividad: si a,b,c € R son tales que a < by b < ¢, entonces a < c.
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03) Monotonia de la suma: Si a,b,c € R son tales que a < b, entonces a +c¢ < b+ c.

04) Monotonia del producto: si a,b,c € IR, son tales que a < by ¢ > 0, entonces ac < bc.

En particular dados dos nimeros reales distintos
siempre hay un tercero en el medio, y siguien- . .
P Y . , ¥ 518 . los axiomas! Se deduce facilmente
do este razonamiento se ve que hay infinitos. Si . .
. . que si a < b, entonces el promedio
a,b € Q, el promedio estd en QQ y entonces se X
’ P . p = %L es un ndmero real tal que
ve que hay infinitos racionales. Estos hechos los 2

. . a<p<h.
usaremos sin otra aclaracion.

Se tiene 0 < 1 jjustificarlo con

Algo mads sutiles, son las pruebas de que entre dos reales siempre hay un racional, y de que entre dos
racionales siempre hay un irracional, pruebas que dejaremos para el Corolario 1.1.12.

Hasta aqui las propiedades que hacen de IR un cuerpo ordenado. El problema es que no es el tinico. Es
decir, Q cumple todos estos axiomas. Lo que falta es el axioma de completitud, es decir, ver que no hay
agujeros en IR, cuando por ejemplo si los hay en Q.

Intentamos formalizar un poco. ;Esta claro que si A C IR es no vacio, y tiene un tope por encima, entonces
podemos buscar el tope mas chiquito? Pensarlo en la recta: indicamos al conjunto A con lineas mas gruesas

A
— ~ . R

¢ Optima c

Un tope por encima es una cota superior. Es decir,

Definicion 1.1.3. Una cota superior es un niimero real M tal que para todo a € A, se tiene a < M.

Si hay una cota superior, hay infinitas (cualquiera mas grande sirve). El asunto es encontrar la 6ptima (la
mads pequefia). Esta se denomina supremo del conjunto A, y se anota supA. Es decir,

Definicion 1.1.4. s € R es el supremo de A si para todo a € A, a < M y ademds si s' es otra cota superior,
s <.

Lo relevante, que hay que tener en cuenta en esta discusion es el axioma de completitud de los nimeros
reales, que dice que

Axioma. Si A C R es no vacio, y estd acotado superiormente, entonces A tiene supremo s.

Se dice que IR es completo en el orden”. Algo obvio:

Proposicion 1.1.5. El supremo de un conjunto es tinico.



1.1 Niimeros reales 5

Demostracion. Si hay otro, s, se tiene por un lado s' < s (pues s es cota superior y s’ es la menor cota
superior), y por otro lado s < s’ (pues s también es la menor cota superior). o

Andlogamente se define cota inferior e infimo,

Definicion 1.1.6. Una cota inferior es un niimero real m tal que para todo a € A, se tiene a > m. El niimero
i € R es el infimo de A si para todo a € A, a > iy ademds si i’ es otra cota inferior, i > i'. Es decir el infimo
es la mds grande de las cotas inferiores, y también si existe es tinico.

Definicion 1.1.7. Un conjunto A C R se dice acotado si estd acotado tanto superiormente como inferior-
mente.

El supremo (o el infimo) puede pertenecer o no Problema 1.1.8. Probar que si

al conjunto. Hagamos algunos ejemplos con cui- r€R r>0yr*=3, entonces
dado, por mas que parezcan obvios. Queda como r & Q. Es decir, probar que V3 es
ejercicio para el lector el siguiente problema, cu- irracional. Se sugiere ver la

yo resultado usaremos de aqui en mds: prueba de que \/2 no es racional.

Con este resultado a mano, podemos hallar el supremo del siguiente conjunto.

Ejemplo 1.1.9. Hallar el supremo s del conjunto A = {x € R : x* < 3}.

El candidato es s = v/3. Notemos que s es cota superior pues si x € A, entonces <3 implica |x| < V3,
luego x < |x| < /3. {Cémo probamos que es la menor? Por el absurdo: supongamos que hay otra cota
superior mas pequefia, digamos s' < v/3. Ahora entre s’ y s hay al menos un niimero real a (hay infinitos).
Se tiene a < s = /3, luego a? < 3, es decir a € A. Por otro lado s’ < a, con lo cual s” no serfa cota superior.
El absurdo proviene de suponer que hay otra cota superior mas pequefia que s.

Observacién 1.1.10. Notar que si uno busca el supremo del conjunto A = {x € Q : x> < 3}, el supremo va
a ser nuevamente s = /3, jque no es un niimero racional! Esto nos dice que la propiedad de completitud
es inherente a los niimeros reales. Es decir, hay subconjuntos de Q que estdn acotados superiormente en Q,
pero que NO tienen supremo en Q.

Demostremos mejor esta tltima observacion. Para ello necesitamos algunas herramientas técnicas.

Proposicion 1.1.11. Arquimedianeidad o principio de Arquimedes: Si x es un niimero real, entonces existe
n € IN tal que n > x. Permite comparar cualquier niimero con un natural. Se puede deducir del axioma de
completitud.

Demostracion. Seax € R,y consideremos X = {k € N : k <x}.Si X =0, en particular 1 > x, luego se puede
tomar n = 1. Si X no es vacio, como estd acotado superiormente (por x), tiene un supremo s = supX € R.
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Como s — 1 no puede ser cota superior de X (pues s es la mas chica), debe existir ko € X tal que s — 1 < ky.
Tomando n = ko + 1 se tiene n € IN y ademads n > s. Por esto dltimo n ¢ X, lo que nos dice que n >x. [

Con esta herramienta podemos probar algo que todos sabemos que es cierto. En nuestra formacién inicial
y media, aprendimos algunos hechos supuestamente ttiles sin ninguna pista del por qué de su validez (jo el
por qué de su relevancia!).

Corolario 1.1.12. Entre dos nimeros reales distintos siempre hay un niimero racional. Entre dos niimeros
reales distintos siempre hay un niimero irracional.

Demostracion. Sean a < b nimeros reales (elegimos los nombres para que queden en ese orden, es decir,
llamamos a al mas chico y b al mds grande). Entonces b —a > 0, y en consecuencia blTa > (. Existe por el

principio de Arquimedes un nimero natural n tal que n > bL—a‘ Observemos que

nb=na+n(b—a)>na+1l.

1

] ]
T T

1
na na+1 nb

En consecuencia, tiene que existir un nimero entero k entre nb y na. Es decir, existe k € Z tal que
na < k < nb. Dividendo por 7 se obtiene a < % < b, que nos dice que % €Qestaentreay b.

Ahora veamos que entre dos nimeros reales siempre hay un irracional. Vamos a volver a suponer que
a < b. Multiplicando por % obtenemos %a < %b. Por lo anterior existe un niimero racional % entre ellos,

es decir %a < % < %b. Multiplicando por v/2 se obtiene a < %\/i < b. Afirmamos que este nimero del

medio es irracional: si fuera racional, existirian j,m enteros tales que %\/ﬁ = # Pero entonces \/ﬁ = %

seria racional, lo cual es falso, como ya probamos. O

Ejemplo 1.1.13. Sea A= {x€ Q:x*> <2yx>0}. Entonces A C Q es no vacioy estd acotado superiormente
en Q, pero no tiene supremo en Q.

Demostracion. Que es no vacio es evidente pues 1 € A. Por otro lado, C =2 € Q es una cota superior de
A pues si x € A entonces x2 <2 < 4, con lo cual |x| < 2,y como x es positivo, se tiene x < 2. Por iltimo,
supongamos que existe s € Q tal que s = supA. Es decir, s es una cota superior, y es la mds pequefia de ellas.
Hay tres posibilidades: la primera s = /2 es imposible pues v/2 no es racional. La segunda es que s < v/2 (
y podemos suponer s > 1 pues 1 € A). Pero si tomamos r un niimero racional tal que s < r < v/2, llegamos a
un absurdo pues elevando al cuadrado obtenemos > < 2, y como r es positivo (por ser mayor que s), se tiene
r € A. Esto contradice que s es cota superior de A. La dltima posibilidad es s > 4/s. Pero entonces volvemos
a elegirr € Q tal que /s < t < s, y este nimero es una cota superior de A en Q més pequea que s, lo cual
es imposible. o

Corolario 1.1.14. El cuerpo Q no es completo en el orden (no verifica el axioma de completitud).



1.1 Niimeros reales 7

Ejemplo 1.1.15. Hallar el supremo s del conjunto A = {1 — % :neN} js€eA?

Aqui el candidato natural es s = 1 (que NO es un elemento de A). Es una cota superior pues 1 — % <1 para
todo n natural. Falta ver que es la menor. De nuevo: si hubiera otra cota superior, digamos s’ < 1, tomemos
no € IN tal que ng > ﬁ que siempre se puede por el principio de Arquimedes. Entonces despejando se

obtiene s’ < 1 — % lo que contradice que s’ sea cota superior.

Observacion 1.1.16. Puede probarse que si A es conjunto que es un cuerpo ordenado (cumple los axiomas
de arriba S,P.D,0), y A es completo en el orden, entonces A ES R (o mds bien se lo puede identificar con R
respetando las operaciones y el orden)”.

Algo que quedo en el tintero y que no vamos a tratar aqui, es como se pueden construir (si, construir a
partir de los nimeros racionales) los nimeros reales, para de esa forma estar seguros de que hay un conjunto
que verifica todo lo que queremos. jRecordemos que nunca dijimos quién es IR! Hay varias maneras de hacer
esta construccion, por ejemplo usando cortaduras de Dedekind o sucesiones de Cauchy; el lector insaciable
con acceso a Internet puede leer sobre estas construcciones en la Wikipedia®, aunque hay otras fuentes en
papel mejor escritas de donde leerlo, como por ejemplo, el libro de Birkhoff-McLane de Algebra [1].

Volvamos al supremo de un conjunto A C IR. Una caracterizacion 1til es la siguiente, en términos de €
(algo habitual en las definiciones de limite)

Proposicion 1.1.17. s es el supremo de A si y sélo si
1. s> aparatodoa € A
2. dado € > 0, existe a € A tal que s —€ < a.

e=s5—s

1 1
T T

=s5—¢€ acA K

Demostracion. Empecemos con la definicién vieja, entonces obviamente se cumple 1). Por otro lado, dado
€ > 0, se tienen s — € < s y esto nos dice que s — € no es cota superior de A (recordemos que s era la mas
chica). O sea, existe algin a € A tal que s — € < a, lo cual prueba 2).

Si partimos de esta definicion, tenemos que probar que un s que verifica 1) y 2) es el supremo. Claramente
s es cota superior, falta probar que es la mds chica. Si hubiera una cota superior mas chica, digamos s,
entonces tomamos € = s — s’ > 0 y llegamos a un absurdo pues 2) nos dice que existe a € A tal que s — (s —
s') < a, es decir, s’ < a lo que contradice que s’ es cota superior. O

2http://planetmath.org/?ongetobj&from:objects&idZB607
3http://en.wikipedia.org/wiki/Constr;ctionfoffreaifnufbers
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Andlogamente, se tiene el siguiente resultado que deja-

mos como ejercicio al lector. Problema 1.1.18. i es el
infimo de A si 'y solo si

(Qué se puede decir de un conjunto A C R tal que

fnf(A) = sup(4)? 1. i <a para todo a € A

2. dado € > 0, existe a € A
(Y si B C R es tal que inf(A) < inf(B) y sup(B) < tal que i+¢ > a.
sup(B)?

1.1.2. Sucesiones

Una sucesion se puede pensar como un cierto conjunto de niimeros reales, ordenado de alguna manera.

Mis precisamente, es una funcién s : N — IR, que en general se anota s, en vez de s(n). Es decir, si ponemos

sp = 1/n, lo que queremos nombrar es la sucesién cuyos primeros términos son 1,%, %, }U .-+ y asi sucesi-

vamente. Es importante observar que no es lo mismo que la sucesion 1, %, %, %, ;{, -++ (en otro orden). Estas

sucesiones tienen todos sus términos distintos. Pero esto no tiene por qué ser asi. Por ejemplo
1,2,1,2,1,2,---

toma sélo dos valores distintos, y como caso extremo
3,3,3,3,3,3,---

es una sucesién que se denomina sucesion constante. Las sucesiones son ttiles para describir problemas
de aproximacién. Asi, si quiero descubrir que pasa con 1/x cuando x tiende a infinito, basta mirar algunos
términos como 1; 1'—0 =0,1; ﬁ = 0,01 para descubrir que tiende a cero.

Definicion 1.1.19. Se dice que una sucesion a, tiende al niimero | cuando n — oo, si dado € > 0 existe
no € N tal que si n > ny, entonces |a, — | < €. En ese caso escribimos

, . n—oo
lim a, =1 o bien a, — 1.
n—oo

Es decir que a,, tiende a [ si todos los términos de a, estdn tan cerca de / como uno quiera a partir de un
término dado. Recordemos que |a, — I| < € quiere decir

l—e<a,<l+e,

como se indica en la figura:

I—¢ ay ; Antp an+1
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La condicién de que todos los términos de la su- Problema 1.1.20. Si a, <!/

cesion estén suficientemente cerca del limite a para todo n € N, para probar

partir de un np se simplifica cuando sabemos a que lim a, = [ basta probar que
n— oo

priori que todos los términos estdn a un lado de I —ay, < €. Andlogamente, si
una constante dada. I?e]amos el s.1gule.:nte p.roble— ay > 1, basta probar que
ma que pone de manifiesto esta simplificacion. a,—1 <&

Para una exposicion mas detallada (pero todavia elemental) sobre sucesiones, puede verse el libro de
Noriega [5], o la guia de Andlisis del CBC de la UBA. Nosotros vamos a ir directamente a lo que nos
interesa, que para empezar es una caracterizacién del supremo.

Definicion 1.1.21. Recordemos que una sucesion es creciente si
ap<ay<az<---,

y estrictamente creciente si

aga<<ap<az<---.

Andlogamente se define sucesion decreciente y estrictamente decreciente. Una sucesion se dice mondtona si
es creciente o decreciente, y estrictamente monotona si es estrictamente creciente o decreciente.

Como vimos, todo conjunto no vacio A C R, si estd acotado superiormente, tiene supremo. Se tiene el
siguiente resultado util que relaciona el supremo con las sucesiones:

Proposicion 1.1.22. Si s = supA, entonces existe una sucesion creciente {a,} de elementos de A tal que
an =5 5. Sis 2 A, se puede elegir a,, estrictamente creciente.

Demostracion. Si s € A, basta tomar a, = s la sucesiéon constante (que es creciente). Si no, tomamos algin
elemento @y € A, y ponemos a; := aj. Ahora consideramos a; = a‘Tﬂ el promedio, que es un nimero menor
estrictamente menor que s. Existe entonces algtin elemento a; € A tal que a; < ax < s (sino a3 seria cota
superior de A, lo cual es imposible pues a; < s).

Asi vamos definiendo @, como el promedio a"’TlH y tomamos como a, cualquier elemento de A que
estd entre a, y s. Ciertamente a, es creciente pues a, > a, > a,_1, y por otro lado 0 < s — a, < MT”"
Luego, repitiendo esta acotacion se consigue bajar hasta a;, y por cada vez que bajamos, aparece un niimero
2 dividiendo, con lo cual obtenemos.

S —dap—1 §s—aj

O<S—an< ) <F

Esto dltimo prueba que lim a, = s, usando la definicién de limite, pues s — a; esta fijo. O
n—oo
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Dejamos como ejercicio para el lector, un resulta- Problema 1.1.23. Si i = infA,
do andlogo para el infimo de un conjunto. Recor- entonces existe una sucesion
dar que es clave verificar que todos los términos decreciente {ay} de elementos
ay de la sucesion deben ser elementos del conjun- de A tal que ap — i. Si i € A,
o A. se puede elegir ay,

estrictamente decreciente.

Subsucesiones

Una herramienta extremadamente ttil son las subsucesiones. Recordemos que son simplemente una
eleccion de un subconjunto de la sucesién original, provisto del mismo orden que tenia la sucesion original.

Asi por ejemplo, si a, = %, una subsucesion es by = z—lk, es decir, tomamos

111

e
que son algunos de los términos de la sucesion original. Para dar mas precision a esta idea, recordemos que
una sucesion es simplemente una funcién s : N — IR.

Definicion 1.1.24. Sea a : N — R una sucesion. Una subsucesion de a es una nueva sucesion b : IN — R que
se puede construir a partir de la original de la siguiente manera: existe una funcion estrictamente creciente
Jj:IN — N tal que para todo k € N, b(k) = ao j(k). Mds coloquialmente: si

ap,dz, - ,dn, -
es una sucesion, entonces una subsucesion {ay, } de {a,} es una sucesion de la forma

Ap sQpy st 5 Apyy
donden) <np <---<m <---.

Observacion 1.1.25. Se puede seguir esta idea un paso mds: una subsucesion de una subsucesion se define
en forma andloga. Pero si lo pensamos un poco, nos hemos quedado con un conjunto avin mds reducido
de la sucesion original, y los indices deben seguir siendo estrictamente crecientes. Luego una subsucesion
de una subsucesion de {a,} no es mds que otra subsucesion de la sucesion original {a,} (y si todavia no
consegut marearlos es porque lo dije muy despacito).

Una consecuencia de la Proposicién 1.1.22, es que toda sucesion creciente y acotada tiene limite, el cual
coincide con el supremo:

Proposicion 1.1.26. Si {a,} es una sucesion creciente (a,11 > an > -+ > a1) y acotada superiormente,
entonces si s = sup{a, }, se tiene lim a, = s.
n—yoo
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Demostracion. Consideremos el conjunto de puntos que forma la sucesién, es decir A = {a, } Por la Pro-
posicion 1.1.22, existe una sucesion dentro de A que es creciente y tiende a s = supA. Pero esto es lo que
llamamos una subsucesion, es decir la nueva sucesién consta de algunos de los elementos de {a,}, y la ano-
tamos {ank}. En consecuencia, dado € > 0, existe ko tal que k > ko implica s — a,, < €. Tomando np = ny,
se observa que si n > ng, entonces por ser a, creciente se tiene

§—ay <5 —day, =S5 —dpy, <E,

que es lo que queriamos probar. O

Proposicion 1.1.27. Si {a,} es
una sucesion decreciente
(anr1<an<---<a1)y
acotada inferiormente,
entonces si i = inf{a,}, se
tiene lim a, = 1i.

n—oo

Se tiene un resultado andlogo con el infimo de una su-
cesion decreciente y acotada inferiormente, cuya prueba
una vez mas queda como ejercicio.

Volvamos a pensar en sucesiones que no son mondtonas.

Hay algo bastante evidente: si una sucesion no estd acotada (por ejemplo, no estd acotada superiormen-
te), entonces podemos extraer de ella una subsucesion creciente. De la misma manera, si no estd acotada
inferiormente, podemos extraer una sucesion decreciente.

Lo que sigue es un resultado clave que nos va a ser muy util mas adelante, que generaliza esta idea a
cualquier sucesion de nimeros reales. Su demostracién es un tanto técnica (paciencia).

Proposicién 1.1.28. Sea {a,} una sucesion de niimeros reales. Entonces existe una subsucesion {ay,} de
{an} que es mondtona.

Demostracion. Para armar la subsucesion, nos interesan los términos de la sucesién que son mds grandes
que todos los términos que les siguen, es decir, los a,, tales que a, > a; para todo k > n. Los vamos a llamar
términos dominantes. Hay dos casos: hay infinitos términos dominantes o hay finitos. Pensemos primero el
caso en el que la sucesion tiene infinitos términos dominantes

Apy,0n,y,Aps,--- cOnnp <np <nz <---

Por ser todos dominantes, a,, > a,, > a, > ---. Hemos construido una subsucesion decreciente.

Veamos ahora el caso en el que hay finitos términos dominantes (incluyendo la posibilidad de que no
haya ninguno). Por ser finitos, hay uno que es el dltimo (es decir, de alli en adelante ningtn término de la
sucesién es dominante). Tomemos a,, el primer término de la sucesién que viene después de este ultimo
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dominante (si no hay ningin término dominante en la sucesién tomamos n; = 1). Existe entonces mds

adelante algtin ny > ny tal que a,, > a,, (jexiste sino a,, seria dominante!). Asf siguiendo, vamos hallando

ng > - >n3 > np > ny tales que ap, > -+ > ayy > ap, > ay, . En este caso hemos construido una subsucesion

creciente. O
Se obtiene asi un corolario fundamental, que luego generalizaremos a IR”.

Corolario 1.1.29 (Bolzano-Weierstrass). Sea {a, } una sucesion acotada de niimeros reales. Entonces existe

una subsucesion {ay, } de {a,} que es convergente.

Demostracion. Por la proposicién previa, podemos extraer de {a, } una subsucesién monétona (que estd aco-
tada por estar acotada la original). Por la Proposicién 1.1.26, esta subsucesion tiene a su vez una subsucesion
convergente, que seglin lo observado antes, no es mas que una subsucesion de la sucesion original. o

Por dltimo recordemos qué quiere decir que una sucesion “tiende a infinito”.

Definicion 1.1.30. Una sucesion {a,} de niimeros reales tiende a mds infinito si para todo M > 0 existe
no € N tal que n > no implica a, > M. Lo anotamos

3 . n—oo
lim a,, = + 0 bien a,, —> +-oo.
n—oo

Andlogamente, decimos que 1im a, = —oo si para todo M < 0 existe ng € N tal que n > ng implica a, < M.
n—soo

Es decir que para cualquier cota que a mi se me ocurra, todos los términos de la sucesién son mds grandes
que esa cota a partir de un ng (en el caso +oo).

1.2. El espacio como n-uplas

En esta seccién vamos a establecer las herramientas bésicas para poder hablar de limites en IR"”. Necesi-
tamos recordar nociones de vectores, norma, producto interno y también extender la idea de entorno de un
punto de IR". Muchas de las primeras definiciones (las que involucran norma, distancia y producto interno)
les van a resultar familiares, aunque algunas demostraciones de propiedades tal vez no las hayan visto antes.

Dado n € IN, una n-upla es una tira ordenada de nimeros,

(xl 7x27x37' o 7xn)7

no necesariamente distintos.
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El plano en el cual estamos acostumbra-
dos a pensar lo podemos describir con 2-
uplas (que en general llamamos pares or-
denados):

P= (P17P2)

R? = {(x1,x2) : x; € R}. D2

La primer coordenada la llamamos abcisa
y la segunda ordenada. En un gréfico las
representamos en el eje horizontal y verti-
cal respectivamente.

Lo mismo ocurre con el espacio IR?, al cual representamos usando tres ejes:
ZA

C ~

1.2.1. Distancia

y (Cudl es la distancia de un punto P = (p1, p2)
P=(p1,p2) al origen? Si observamos nuevamente la fi-
) : gura del plano xy, se ha formado un tridngu-
lo rectdngulo, con vértices en (0,0), (p1,0) y

S (L)

Por lo tanto d = \/p% + p%. En el caso general, la distancia de P = (p1, p2,- - ,pn) € R" al origen (que
escribimos con un cero gordo, O € R"?) estd dada por

d=\/pi+p5+-+p}

como puede observarse por ejemplo en el dibujo en R? de arriba.
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(Como se calcula la distancia entre dos puntos? Es sencillo, en la figura se ve que si P = (p1,p2) y
0 = (q1,92), entonces queda determinado un nuevo tridngulo rectdngulo, de lados |p1 — q1| y |p2 — q2|

A

y

P=(p1,p2)
R e

: ~ \,\dz =(p1—q1)*+(p2—q)?
EE \ Q:(QIaCIZ)

P1 q1 X

Luego

d(P.O)=/(p1— 1)+ (p2—@2)?,
y en general, si P = (p1,p2,---,pn) ¥y O = (91,92, - ,qn) son puntos de R", su distancia estd dada por

d(P,Q) = \/(m —q1)*+(p2=@2)* -+ (Pn—an)*

Si a los puntos del plano los pensamos como vectores, entonces la distancia de P = (p1,p2,-+ ,pn) € R" al
origen es la longitud del vector P, y la llamamos norma de P. La anotamos

1Pl = \/p} +p3 -+ 2.

En el caso de dos vectores P, Q, su distancia es la longitud del vector que los une, que es Q — P (o P—Q
dependiendo de donde lo hacemos empezar). Luego

d(P,Q) =IP—-2ll.

1.2.2. Producto escalar

De las propiedades geométricas basicas, tenemos también la nocién de angulo entre dos vectores, para
lo cudl es qtil pensar primero en el producto escalar

(P,Q) = p1g1+ p2g2+ -+ + Pnn-

Tiene las siguientes propiedades (que dejo para verificar al lector, salvo la dltima). Sean P,Q, R, S vectores
de IR", entonces

1. (P,Q) =(Q,P)
2. (P,P) = ||P||* > 0 paratodo P € R", y es cero si y sélo si P = O.
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3. (aP,BQ) = af(P,Q) para todo par de nimeros o, 3 € R.
4. (P+R,0) = (P,Q) + (R, Q).
5. |(P,0)| < ||P||]|Q]| (desigualdad de Cauchy-Schwarz).

Demostracion. (de la desigualdad de C-S). Dado € R, consideremos la funcién real g(¢) = ||P —tQ||%. Por
las propiedades anteriores se tiene

1P —1QlI> = (P—1Q,P—1Q) = (P,P) —2t(P,Q) +1*(0, Q).

Como P,Q estén fijos, g es un polinomio de grado 2, g(t) = at®> + bt + ¢ donde a = ||Q||*, b = —2(P,Q) y
¢ = ||P||?. Por otro lado, como g(t) = ||P —tQ||> > 0, este polinomio tiene a lo sumo una raiz real. Como
a > 0, debe tener discriminante no positivo, es decir, se debe cumplir b? —4ac < 0. Pero esto es

(2(P,0))* - 4/|0|I*||1P|I* < 0,

una expresion de la que se deduce facilmente la desigualdad deseada pasando el termino negativo a la derecha
y tomando raiz cuadrada a ambos miembros. o

Observacion 1.2.1. La igualdad en la desigualdad de C-S vale si y sélo si P,Q estdn alineados, es decir
si existe o € R tal que P = aQ. En efecto, de la demostracion anterior se deduce que para que valga la
igualdad el discriminante del polinomio g debe ser igual a cero. Pero en ese caso, el polinomio g tiene una
raiz (doble), es decir existe o € R tal que g(a) = ||P — aQ||*> = 0. En consecuencia debe ser P — aQ = O,
puesto que la norma se anula vinicamente en el origen.

Volviendo al angulo entre dos vectores, como

podemos pensar que la cantidad del medio define el coseno del dngulo o(P, Q) entre los vectores, es decir

(P,0) = [IP[lllQl] cos(a).

Ciertamente en los casos que podemos dibujar (IR? y R®) ustedes saben que el dngulo asi definido es el
angulo que los vectores P, Q sustentan cuando uno los dibuja. En el caso n > 4, siempre se puede pensar que
dos vectores generan un plano {P,Q} de R", y la figura que corresponde es el dngulo formado en este plano
(independientemente de que no nos podamos imaginar el espacio en el cual este plano estd metido).

Propiedades de la norma

La norma tiene también una serie de propiedades bastante utiles, que enunciamos a continuacién. Sean
P,Q e R
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1. ||P|| >0,y ||P]|=0siysélosi P=0.
2. ||AP|| = |A]]|P]| para todo A € R.
3. ||IP+QJ| <||P]| +|Q]| (desigualdad triangular).

Las dos tltimas requieren alguna demostracién. Pensemos primero qué quieren decir. La propiedad de sacar
escalares simplemente refleja el hecho de que si uno multiplica un vector por un nimero, lo que estd haciendo
(si el ndmero es positivo) es estirar o achicar el vector sin modificar su direccion. Si el nimero es negativo,
el vector simplemente se da vuelta y la magnitud relevante es entonces el médulo del ndmero.

Por otro lado, la dltima propiedad se conoce como desigualdad triangular, y es un simple reflejo del
hecho de que en la figura de abajo, es mas corto el camino yendo por la diagonal que primero recorriendo
un lado y después el otro.

P+Q

Demostremos la desigualdad triangular. Tenemos
1P+ QI = (P+Q,P+0) = ||IPI* +|CII* +2(P,0).

Por la desigualdad de C-S,
(P.O) <[(P.O) < PllllQll-

Es decir, nos quedo
2
1P+ Q|> <|IP|1* + [|II* + 2IIPIlIll = (1Pl + llel)?.

Tomando raiz cuadrada a ambos términos se obtiene la desigualdad triangular.

La desigualdad triangular en este punto parece un tanto técnica, pero si recordamos que queremos hablar
de limites, nos dice algo fundamental: si dos puntos estdn cerca del origen, entonces jsu suma también
esta cerca del origen!

Asimismo, si X estd cerca del origen e Y estd cerca de X, entonces la desigualdad triangular nos dice que
Y estd cerca del origen pues

Y[} <Y =X} +[1x].

1.2.3. Entornos y conjuntos abiertos
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Pensando en la norma como distancia, po- ; )

demos definir un cierto entorno de un pun- B,(P)
to P € IR” de la siguiente manera: nos que- r ¢

damos con el conjunto de puntos que estan \ P

a distancia menor que un nimero positivo E

r de un punto P dado. Es decir, si pensa-

mos en el plano, con un disco alrededor del
punto, como en la figura de la derecha.

Lo denotamos asi: B,(P) = {Q € R" : d(Q,P) = ||Q —P|| < r}

Observemos que los puntos del borde del disco NO pertenecen a este conjunto. El conjunto se denomina
bola abierta de radio r con centro en P. En el caso de la rectareal (n = 1) se obtiene un intervalo: si tomamos
un nimero xp € R y consideramos B, (xo) = {x € R: |x —xo| < r}, lo que obtenemos es el intervalo abierto
de largo 2r (el “diametro”) centrado en x.

R
( l )
0 1 7
Xo—r X0 xXo+r

Las siguiente definicion generaliza esta idea.

Definicion 1.2.2. Un conjunto U C R" es abierto si para cada punto P € U existe una bola abierta B.(P)
centrada en P tal que B,(P) C U (el radio puede depender del punto P).

La idea intuitiva es que en un conjunto abierto, no hay puntos que estén en el borde, sino que estin
todos propiamente adentro. Porque los puntos del borde no tienen esta propiedad, ya cualquier bola centrada
en ellos, tiene puntos tanto de fuera del conjunto como de adentro. Insisto con una parte importante de la
definicion: el radio r, para cada punto P del conjunto abierto U, va variando para adecuarse a la forma del
conjunto y permitir que B,(P) C U.

Un ejemplo ilustrativo se obtiene tomando algunos puntos en una figura en el plano como la siguiente:
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Se imaginan que una bola abierta deberia cumplir la definicién de abierto (jsi no, estamos mal!). Veamos
su demostracion, que se deduce del dibujo

Lema 1.2.3. Sea B,(P) una bola abierta en R". Para cada Q € B,(P) existe t > 0 tal que B;(Q) C B(P).
En particular una bola abierta es un conjunto abierto.

Demostracion. Como Q € B,(P), se tiened = ||Q— P|| <r.Sid =0, es porque Q = Py tomamos ¢t = r. El
caso interesante es 0 < d < r. En el dibujo se ve que B;(Q) C B,(P), donde t = r —d > 0. Demostrémoslo.
Tomemos X € B,_4(Q), entonces ||X — Q|| < r—d. En consecuencia

IX=P[|=[X-Q+Q—-P[|<[X-Q+[|Q—Pl|<(r=d)+d=r
donde hemos usado la desigualdad triangular. Esto nos dice que X € B,(P), como afirmdbamos. o

Tenemos la siguiente equivalencia:

Proposicion 1.2.4. Un conjunto U C R" es abierto si y sélo si U se puede escribir como unién de bolas
abiertas.
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Demostracion. Veamos =), supongamos que U es abierto. Entonces para cada punto P € U existe r > 0
tal que B,(P) C U. En consecuencia UpeyB,(P) C U pues todas las bolas estdn en U. Y por otro lado es
evidente que U C UpecyB,(P). Es decir hemos probado que

U C UpeyBr(P) C U,

lo que nos asegura la igualdad U = Upecy B,(P), 0 sea U es una unién de bolas abiertas.

Veamos ahora <), supongamos que U = Up,B,(P;) es una unién de bolas abiertas, donde los P; son
algunos de los puntos de U (pueden ser todos). Si Q € U, tenemos que ver que existe > 0 tal que B,;(Q) C U.
Como U es unién de bolas abiertas, el punto Q debe estar en alguna de ellas, digamos Q € B, (P). Pero
por el Lema 1.2.3, existe t > 0 tal que B,(Q) C By,(Po). Por propiedad transitiva de la inclusién, se tienen
B/(Q) CU. O

Y una propiedad fundamental:

Proposicion 1.2.5. Si {U;}ics es una familia de conjuntos abiertos de R", entonces la union U = Ui U; es
un conjunto abierto.

Demostracion. Cada abierto U; se puede escribir como una unién de bolas abiertas por la proposicién an-
terior. Entonces U es la unidn de todas las bolas de todos los abiertos, y resulta ser abierto de nuevo por la
proposicién anterior. O

Algo similar ocurre con la interseccidn, pero teniendo cuidado porque sélo es cierto el resultado si son
finitos conjuntos. Basta verlo para dos, ese es el contenido del siguiente lema.

Lema 1.2.6. Si U,V son conjuntos abiertos de R", entonces su interseccion U NV es un conjunto abierto.

Demostracién. Dado P € UNV, existen r; >0y rp > 0 tales que By, (P) C U (por ser U abierto) y B, (P) C
V (por ser V abierto). Si r = min{ry,r, }, entonces B,(P) C UNV lo que prueba que éste dltimo es abierto.
O

Se extiende el resultado anterior a finitos conjuntos abier- Problema 1.2.7. Comprobar
tos. que si U, = (0,"H) C R

Sin embargo, el resultado es falso si consideramos infini- entonces NyU, = (0,1], que no
tos abiertos. es abierto.

Antes de seguir, quisiera que discutamos brevemente qué estamos haciendo.

Si recordamos la definicion de limite en IR, la idea central es establecer con claridad qué quiere decir
“estar cerca” de un punto xg. Para eso usamos el orden de IR, y alrededor de x( establecemos un intervalo
(xo — €,x0 + €) para un € > 0 dado,
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L 1 )
\ 1

7
X0 — € X0 X0+ €

Observemos que hay s6lo dos direcciones desde donde acercarnos a xq (por la izquierda o por la derecha),
que se corresponden con los limites laterales. Esto es asi porque los nimeros reales estan ordenados, y por
lo tanto sélo se puede ser mayor o menor que xg (o igual). Sin embargo, en el plano (o el espacio) no hay un
orden entre puntos. Por lo tanto hay infinitas direcciones desde donde acercarse a un punto P € R".

De hecho, acercarnos por rectas no agota todas las posibilidades porque uno podria acercarse con una espiral
u otra curva. Sin embargo, con las nociones de bola y abierto queda claro qué quiere decir estar cerca del
punto P.

Otra nocién util que necesitamos es la de interior de un conjunto.

Definicion 1.2.8. Si C C R", un punto P € C es interior si existe una bola abierta centrada en P tal que
B,(P) C C. El conjunto de todos los puntos interiores de C se denomina interior de C y lo denotamos C°.

Un conjunto puede no tener ningln punto interior, es decir C° = (. Por ejemplo si C es una recta en el
plano. Aunque es evidente, esta afirmacidn requiere demostracién. Seamos entonces concretos.

Ejemplo 1.2.9. SiC = {(x,y) : y = x}, entonces C° = 0.

Demostracion. La manera mdas simple de probar lo enunciado es por el absurdo. Es decir, suponemos que
hay un punto interior y llegamos a una contradiccién. Supongamos entonces que P € C es interior. Debe ser
P = (a,a) para alglin nimero real a. Si P es interior, existe r > 0 tal que B,(P) C C. Nos guiamos por el
dibujo siguiente
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Si tomamos el punto Q = (a + %,a — %) evidentemente Q ¢ C. Sin embargo, como

lo—Pl=y/C4" =" <
N
4 4 12

se tiene Q € B,(P), y como supusimos que B,(P) C C, se tiene Q € C, una contradiccion. O

En el otro extremo estdn los abiertos, donde todos los puntos son interiores. Primero una aclaracion: el
conjunto vacio, C = 0, es abierto pues no hay puntos para verificar la condicion. Se tiene

Proposicion 1.2.10. 1. C° es un conjunto abierto de R".

2. C° =C iy solo si C es abierto.

Demostracion. Veamos 1. Como dijimos, si C = 0, C° = 0 con lo cual es abierto. Si es no vacio, y tomamos
P € C°, por definicién de interior se tiene que existe r > 0 tal que B,(P) C C. Afirmo que todos los puntos
de B,(P) son interiores, con lo cual en realidad B.(P) C C°, lo que probarfa que C° es abierto. Para verlo
tomemos Q € B,(P); por el Lema 1.2.3 existe una bola B,(Q) C B,(P). Como B,(P) C C, tenemos Q €
B/(Q) C C, o sea Q es interior, como queriamos ver.

Ahora veamos 2. Supongamos primero que C° = C. Entonces por 1. C es abierto. Supongamos ahora que
C es abierto. Tenemos por definiciéon C° C C. Veamos que vale la otra inclusion. Para ello tomamos P € C,
por ser C abierto existe r > 0 tal que B,(P) C C. Pero esto nos dice exactamente (releamos la definicién) que
P es un punto interior, o sea P € C°. O

Problema 1.2.11. Probar que
C? se puede escribir como la
union de todos los conjuntos
abiertos de C, es decir

C° = UU,, donde U; C C es
abierto en R".

El interior C° de un conjunto es, en algin sentido, el
abierto mds grande contenido en C, segin nos ensefa el
ejercio que dejamos para el lector.
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1.2.4. Limites en R”

Vamos a generalizar la nocién de sucesién de nimeros reales a sucesiones de vectores.

Definicion 1.2.12. Una sucesion {Py }reN de puntos de R" es una tira ordenada de vectores
P17P27P37"' 7Pk7"'
Equivalentemente, es una funcion P : IN — R".

Ejemplo 1.2.13.  [. Tomemos P, = (%,COS %) Entonces {P;}reN es una sucesion de R>.

2. Si ponemos Qi = (%, k?, %), entonces {Qx }reN es una sucesion de R>,

3. 8iX;= (e’j, % sen(2j), jiz, (1+ %)1) entonces {X;} jeN es una sucesion de R*.

Observemos que como un vector P € IR” estd determinado por sus n coordenadas (que son nimeros
reales), entonces una sucesion de IR” se puede pensar como una tira ordenada de n sucesiones de nimeros
reales, y al k-ésimo término de la sucesion (que es un vector de IR?) lo anotamos as{

Pk:((Pk)la(Pk)Zv"'v(Pk)")'

Es decir, usamos un paréntesis y un subindice para sefialar qué coordenada nos interesa. Asi por ejemplo, si
Py es la sucesion de R? dada por
k
Py =(1—1/k,2%),

se tiene (Py)1 =1 —1/ky (Pr)2 = 2k,

Ahora que sabemos qué es una sucesion, podemos dar la definicién de limite de sucesiones usando la
norma (que nos provee de los entornos).

Definicion 1.2.14. Si {Pi}reN es una sucesion de R", y P € R", decimos que Py tiende a P si para todo
€ > 0 existe ko € IN tal que
||Px — P|| < € para todo k > ko,

" . . k—roo
y lo escribimos 1im P, = P o bien P, — P.
k—o0
Observemos que esta definicion coincide con la definicidn de limite de una sucesion en el cason = 1. Se
puede definir también que quiere decir que una sucesioén de vectores tienda a infinito, pero en el caso n > 2
lo que queremos decir es que la norma de los vectores se hace arbitrariamente grande, es decir

Definicion 1.2.15. Si {P }ren es una sucesion de R", decimos que Py tiende a infinito si para todo M > 0
existe ko € IN tal que
[|Pe|l > M para todo k > ko,

. . . k—yoo . . . .. .
y lo escribimos kllm Py = o0 0 bien Py — oo. También es habitual decir que la sucesion { Py} diverge.
—3o0
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Lo que uno imagina, si piensa en las coordenadas del vector que forma la sucesion, es que si tiene limite
cada coordenada entonces tiene limite la sucesion original. Esto no sélo es asi sino que vale la reciproca.
Para verlo, primero una observacion ttil sobre la norma.

Observacion 1.2.16. Si P = (p1,p2,-+,pj,*** ,Pn) es un vector de R", entonces se tiene, para cualquier j
desde 1 hasta n,

il S1IPI| < v/n max |pj]. (1.1)

Para verlo basta recordar que

1Pl =\/p}+ 3+ + D2+,
Y en consecuencia se tiene
2 2 2 2 2 i 2
pi<pi+prt-+pitopy Snjglﬁ?fnpj-

Ahora si, escribimos el resultado que establece que la convergenciaen IR” es simplemente la convergen-
cia en todas y cada una de las coordenadas.

Proposicion 1.2.17. Sea {P,} una sucesion de R". Entonces P = (p1,p2,-+- ,pn) es el limite de la sucesion
Py si y solo si cada coordenada del vector sucesion tiene como limite la correspondiente coordenada de P.
Es decir

lim P, =P < <lfm(Pk)j:pjparat0d0j: 1n>
k—ro0 k—ro0

Demostracion. Supongamos primero que todas las coordenadas convergen al correspondiente p ;. Esto quie-
re decir, que dado € > 0,

1. existe k1 € N tal que |(P)1 — p1] < % sik > k.
2. existe ky € IN tal que |(Pr)2 — p2| < % sik > ko.
3. ..

4. existe k, € IN tal que |(Pr)n — pul < % sik > ky.

Si tomamos kg = mdx k;, entonces
j=1l..n

g2 g2
||Pk—P||:\/((Pk)l—p1)2+---+(Pk)n—pn)2< ;+---+;:x/e_2:s.
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Esto prueba que ll’lgn P, =P.

Supongamos ahora que h’lzn P, = P, queremos ver que todas las coordenadas convergen a la correspon-

diente coordenada de P. Pero por la definicion, tenemos que dado € > 0, existe ko € IN tal que k > ko implica
||Px — P|| < €. Pero si miramos la ecuacién (1.1) de arriba, se deduce que

[(P)j = pil < |IPc— Pl <e

para todo j = 1...n, siempre que k > kg. Esto nos dice que la sucesién de cada coordenada converge a la
coordenada correspondiente de P. o

Observacion 1.2.18. Atenti, que el resultado anterior no vale para sucesiones divergentes. Por ejemplo, si
Py = (k, 1), entonces ||P|| = /K2 + klz — oo, es decir Py tiende a infinito o diverge de acuerdo a nuestra
definicion. Sin embargo, no es cierto que ambas coordenadas tiendan a infinito.

Problema 1.2.19. Calcular los limites de las sucesiones del Ejemplo 1.2.13.

1.2.5. Puntos de acumulacion y conjuntos cerrados

Ahora vamos a usar la nocién de limite para pensar en otro tipo de conjuntos, que son los acompaiiantes
naturales de los conjuntos abiertos que estuvimos charlando mds arriba. Hagamos una lista de los objetos
que nos interesan.

Definicion 1.2.20. Sea C C R" un conjunto.

Decimos que P es un punto de acumulacion de C si existe una sucesion {Py} de puntos de C tal que
P = lim Pk.

k—yoo

La clausura del conjunto C es la unién de todos los puntos de acumulacion de C. La denotamos C.

Decimos que C es un conjunto cerrado si para toda sucesion convergente { P}, tal que todos sus términos
son puntos de C, se tiene P = kh’m P, eC.
—o0

Observemos que C C C puesto que dado un punto P € C, la sucesién constante Py = P nos dice que P
es punto de acumulacién de C. A partir de estas definiciones, se tienen la siguiente propiedad fundamental,
que relaciona los conjuntos abiertos con los cerrados:

Proposicion 1.2.21. Un conjunto C C R" es cerrado si 'y sdlo si su complemento C¢ es abierto.

Demostracion. Supongamos primero que C es cerrado, pongamos U = C¢ y veamos que U es abierto. De
acuerdo a la definicién, basta probar que todo punto de U es interior. Tomemos P € U, supongamos que no
es interior y llegaremos a un absurdo. Si P no es interior, entonces para todo k € IN se tiene B; (P) ¢ U, es
k
decir existe P, € U¢ = C tal que P, € B (P). Observemos que P, — P, pues ||P, — P|| < % Hemos llegado a
k
una contradiccion, pues P, € C, P ¢ C'y por hipétesis C es cerrado.
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Supongamos ahora que U = C¢ es abierto, y veamos que C es cerrado. Tomemos {P;} una sucesion de
puntos de C con limite P € IR*. Queremos ver que P € C. Si esto no fuera asi, serfa P € U que por hipdtesis es
abierto. En consecuencia existiria r > 0 tal que B,(P) C U. Tomemos k € IN tal que || P, — P|| < r (recordemos
que P, — P). Se tendria P, € B,(P) C U, lo cual es imposible pues P, € C = U°. Luego debe ser P € C, y
esto prueba que C es cerrado. (]

Observacion 1.2.22. Atencidn, que hay conjuntos que no son ni abiertos, ni cerrados. Por ejemplo, el
intervalo I = [0, 1) en R. Que no es abierto se deduce de que 0 € I no es un punto interior (;por qué?). Que
no es cerrado se deduce de que la sucesion a, = 1 — % de puntos de I, tiene limite 1, que no es un punto de
I

Con esta dualidad entre abiertos y cerrados es facil establecer los siguientes hechos, a partir de las
demostraciones que ya hicimos para conjuntos abiertos.

Sea C C R".

1. La clausura C es un conjunto cerrado.
2. C=Csiy sélosiC es cerrado.
3. Si {C;}ies es una familia de conjuntos cerrados, entonces N;e;C; es un conjunto cerrado.

4. Si C; y C; son conjuntos cerrados, su unién C; U C; es un conjunto cerrado.

Demostracion. Veamos 1. Si A = Z‘C, y P € A, entonces existe r > 0 tal que B,(P) NC = 0 (de lo contrario,
uno podria fabricar una sucesién X; de puntos de C tal que X; — P, lo que dirfa que P € C, contradiciendo
que P € C). Afirmo que B,(P) C A, lo que probaria que A es abierto, y entonces C serfa cerrado. Tomemos
Q €B,(P), ||Q—P||=d < r. Si fuera Q & A, tendriamos Q € C. Existirfa entonces una sucesién ¥; € C tal
que Y; — Q. Pero con k suficientemente grande, tendriamos

V=Pl <|M—Qll+[lQ-Pl[<(r—d)+d=r

lo que nos dice que Y; € B,(P), contradiciendo que B,(P)NC = 0.

Veamos 2. Supongamos primero que C = C. Entonces por el item previo, C es cerrado. Reciprocamente,
si C es cerrado, entonces dado un punto P € C, existe una sucesién de puntos Py de C tal que P — P, y
como C es cerrado debe ser P € C. Esto prueba que C C C, y como la otra inclusion siempre vale, obtuvimos
C=C.

La propiedad 3. se verifica observando que, por las leyes de de Morgan, (A N B)¢ = A° U B°. En conse-
cuencia,

(Nie1Ci)* = UielC .

Si cada C; es cerrado, por la Proposicién 1.2.21, cada C} es abierto. Pero una unién arbitraria de abiertos
es abierta por la Proposicion 1.2.5. Asi que el lado derecho de la ecuacién es un conjunto abierto (y por lo



26 Calculo en R"

tanto el lado izquierdo es un conjunto abierto). Si volvemos a tomar complementos, obtenemos que N;C; es
cerrado (recordar que (A°)¢ = A).

La propiedad 4. se verifica en forma idéntica, usando ahora que (AUB)° = AN B¢ y el Lema 1.2.6.
iEscribirlo! 0

Problema 1.2.23.

Se deduce del tltimo item que si Cy,---,C,, son finitos Clomasidleraimas los ezrmadlas die

conjunto cerrados, su unién es un conjunto cerrado. Sin R dados por C; = [0,1— L] G
., . . K . J o

embargo una unién 1nﬁn.1ta Qe cerrados puede no ser ce- j € N. Verificar que

rrada, como muestra el siguiente problema. U;Cj = [0,1), que no es un

conjunto cerrado.

Observacion 1.2.24. Si B.(P) es una bola abierta en R", su clausura se denomina bola cerrada de radio r
centrada en P, y es el conjunto _
B,(P)={Q€eR":[|Q— Pl <r}.

Aunque bastante obvia, esta afirmacion requiere alguna demostracion

B,(p) = B,(P).

Queremos ver que el conjunto de puntos de acumulacion de B, (P) es B.(P). Sea Q un punto de acumu-
lacion de B,(P). Entonces existe Qi € B,(P) tal que Qx — Q. En consecuencia,

1Q =PI <[IQ = Ol +11Qk = Pl <[IQ = Oull +r-

Tomando limite para k — o se obtiene ||Q — P|| < r, es decir hemos probado que si Q es un punto de
acumulacion de B,(P), entonces Q € B,(P) (o sea hemos probado que B,(p) C B,(P)). Veamos ahora que
vale la reciproca. Tomemos un punto Q € B,(P), es decir ||Q — P|| < r. Consideremos la sucesion Qi =
P+ (1—1)(Q — P). Ciertamente

1 1
10k =PIl = 1= JlQ =PI <[1 = lr<r

para todo k € IN, pues |1 — %| =1- % < 1, lo que prueba que Qy € B,(P). Y por otro lado, como Q) =
0- %(Q — P), se tiene

1
10~ 2l = lie—P

lo que prueba que Q; — Q. Entonces Q es punto de acumulacion de B,(P), lo que prueba la inclusion

B, (P) C B.(p) que faltaba para tener la igualdad.
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1.2.6. Conjuntos acotados

Antes de pasar a hablar de funciones, extendamos la idea de conjunto acotado a IR” y veamos sus pro-
piedades basicas.

Definicion 1.2.25. Un conjunto A C R" es acotado si existe M > 0 tal que
[|P|| <M para todo P € A.

Observacion 1.2.26. Es decir, un conjunto es acotado si lo podemos poner dentro de una bola. Se deduce
de la Observacion 1.2.16 que un conjunto es acotado si'y solo si todas las coordenadas del conjunto estdn
acotadas, ya que por un lado, cada coordenada estd acotada por la norma, y por otro lado, la norma
estd acotada por n veces el mdximo de las coordenadas.

Toda sucesion convergente es acotada, pues si P, — P en R, existe ky € IN tal que k > ko implica
[|Pc — P|| < 1, con lo cual
1Pl < (1P = Pl + [|P[| < 1+ |7l

para todo k > ko. Y los primeros términos de la sucesion estdn acotados (pues es un conjunto finito). Es
decir, si tomamos M = kn}é)i {U|1Pe]l, [|P]] + 1}, se tiene
=1..ko

||Pc]] < M para todo k € IN,

lo que nos dice que la sucesion estd acotada por M.

Ahora podemos escribir una generalizacion del Teorema de Bolzano-Weierstrass que probamos para [R.
La idea es simplemente que cada coordenada tiene una subsucesién convergente, pero hay que elegir en
forma ordenada para no arruinar la convergencia de la anterior. Un hecho importante que vale en general, y
que usamos aqui, es que una subsucesion de una sucesidon convergente es siempre convergente.

Teorema 1.2.27. Si {P;} C R" es una sucesion acotada, entonces existe una subsucesion convergente.

Demostracion. Si {P,} es una sucesién acotada, entonces todas las sucesiones (P); que forman sus coor-
denadas (con j = 1...n) son sucesiones acotadas de nimeros reales. Por el Teorema de B-W (Corolario
1.1.29), como la sucesién (Py); de la primer coordenada estd acotada, tiene una subsucesién (Py,); conver-
gente. Ahora miramos la segunda coordenada, pero sélo los términos que corresponden a la subsucesion que
ya elegimos en la primer coordenada. Es decir, miramos la subsucesién (P, )2. Esta es de nuevo una sucesion
acotada, por ser una subsucesion de una sucesion acotada. Entonces por el Teorema de B-W, existe una sub-
sucesion (Pkl.‘ )2 que es convergente. Seguimos asf hasta llegar a la dltima coordenada del vector que forma
la sucesion. Observemos que en cada paso nos estamos quedando con una subsucesion, por lo tanto esto no
altera el hecho de que en la coordenada anterior nos quedamos con una subsucesién convergente (pues una
subsucesion de una sucesion convergente es convergente). Obtenemos asi una subsucesion convergente en
cada coordenada, y por ende, tenemos una subsucesion convergente de la sucesion Py original. o
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Problema 1.2.29. Probar que
la frontera de la bola (abierta o
cerrada) es la esfera que
forman los puntos del borde. Es

decir
Definicion 1.2.28. Sea C C R". La frontera de C es el

conjunto de puntos de acumulacion de C que no son inte- 0B,(P)={Q€eR":||0—P| =r}.
riores. La denotamos
_ Probar que si C es cerrado, con
JdIC=C-C". interior vacio (por ejemplo, un
subespacio), entonces dC = C.
/Se les ocurre algiin ejemplo en
el que dC = 0?

1.3. Problemas

1.I. Probar usando los axiomas de cuerpo ordenado que 0 < 1, y que si a < b entonces el promedio p = “T“’
verificaa < p < b.

1.11. Probar que i € Res el infimode A C R si i < a para todo a € A y ademds, dado € > 0, existe a € A tal
quei+€>a.

1.IIL. Probar que si {ay }reN es una sucesién de nimeros reales tales que a, < [ para todo n, entonces
Ve>0 JnpeNtalquel—a,<e (Yn>ng)]= lima,=1.
n—oo
1.1V. Probar que si infA ¢ A, existe una sucesion estrictamente decreciente de elementos de A que converge
al infimo.

1.V. Probar que si {a, } es una sucesién decreciente y acotada inferiormente, entonces lim a,, = inf{a, }.
n—oo

1.VI. Supogamos que {a,} es una sucesién que no estd acotada superiormente. Probar que {a,} tiene una
subsucesion estrictamente creciente que tiende a +oo.

1.VIL. Sea U, la coleccién de intervalos abiertos en R dados por U, = (0, ”—::l) Probar que N,U, = (0,1] y
concluir que la interseccién arbitraria de conjuntos abiertos no es necesariamente abierta.

1.VII. Sea C C R", y sea {U;}i¢s la familia de todos los conjuntos abiertos de IR” tales que U; C C. Probar
0
que C* = U;U;.

1.IX. Probar que (AN B)¢ = A°N B¢ para todo par de conjuntos. Concluir que la unién finita de conjuntos
cerrados es un conjunto cerrado (asumiendo que la interseccion finita de conjuntos abiertos es abierta).
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1.X. Consideremos los cerrados de R dados por C; = [0,1 — 5], con j € IN. Probar que U;C; = [0, 1), que no
es un conjunto cerrado.

1.XI. Sea C C IR", y sea {Ci}ier la familia de todos los conjuntos cerrados de IR" tales que C C C;. Probar
que C =N;C;.
1.XII. Probar que la frontera de la bola de radio r > 0 alrededor de P € IR” son los X € IR" tales que ||X — P|| =

r. A este conjunto se lo denomina esfera centrada en P de radio r.

1.XII1. Probar que si C es cerrado y tiene interior vacio entonces dC = C. Dar un ejemplo de un conjunto en
IR? tal que 9C = 0.
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Equality is not in regarding different things
similarly, equality is in regarding different
things differently.

ToMm ROBBINS

2.1. Dominio, grafico, imagen

Podemos empezar a pensar en funciones de varias variables; ya desarrollamos las herramientas para
pensar en dominios, limites y demds nociones que involucren conjuntos en R".

2.1.1. Funciones f: R* — R

Recordemos primero que el dominio natural de una funcidn es el conjunto de puntos donde tiene sentido
aplicar la funcién. Ya estuvimos trabajando sin decirlo con funciones de IR” en R.

Ejemplo 2.1.1. Veamos primero algunos ejemplos donde Dom(f) = R". Sea X = (x1,--- ,x,) € R".

1. Lanorma || X|| = \/x} +x3 + - +x2 es una funcion.

2. Simiramos una coordenada concreta, la asignacion X — x; es una funcion. Estas se llaman funciones
coordenadas o proyecciones a las coordenadas.

3. Si fijamos P € R" y movemos X en el producto escalar (P,X) lo que tenemos es una funcion X
(P,X).

4. Six,y € R, entoncesla f(x,y) = xy es la funcidn producto de las coordenadas, y por otro lado g(x,y) =
x+y es la funcién suma de las coordenadas (ambas funciones de R en R).

Ahora consideremos ejemplos donde el dominio sea un subconjunto propio de R".
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1. f(x,y) = ¥. El dominio es el conjunto Dom(f) = {(x,y) € R? : x = 0}, es decir, todo el plano salvo el
eje y.

2. flx,y,2) = m = W En este caso, para que se anule el denominador, debe ser x =y =z = 0.
Luego Dom(f) = R* —{0}.

3. Sea

oD si (x,y) = (0,0)

flx,y) =
0 si (x,y) = (0,0)

En este caso es Dom(f) = {(x,y) € R? : y # x+ 1}, que es R*> menos una recta.
q

2.1.2. Curvas

Una curva es una funcién o : I — R"?, donde I es algin subconjunto (en general un intervalo) de IR.
Ejemplos de curvas son

1. o: R — RR? dada por a(t) = (cos(t),sen(t)).

2. B: R — R? dada por B(x) = (x,x—1,3)

3. v: R — R* dada por y(y) = (y,%,y%,y%).

4. Si f:Dom(f) C R — R, 8(x) = (x,f(x)) es una curva en el plano.

Observemos que en el dltimo ejemplo la curva J tiene como imagen lo que llamamos el grdfico de f,
Gr(f). En el caso de curvas a valores en IR? 6 IR?, lo que interesa en general es la imagen de la misma
(a diferencia de las funciones de mds variables, donde lo que interesa es el grafico como vimos). Asi por
ejemplo, la imagen de la curva o es una circunferencia de radio unitario centrada en el origen,

y

Mientras que la imagen de B es una recta en el espacio R® como se deduce de (x,x —1,3) = x(1,1,0) +
(0,—1,3). A las curvas también se las suele denominar frayectorias o arcos.
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2.1.3. Grafico, curvas y superficies de nivel

(Se acuerdan del grafico de una funcion f : R — IR? La siguiente definicion es general, e incluye el caso
que todos conocemos:

Definicién 2.1.2. Sea f : Dom(f) C R" — R. El grdfico de f es el subconjunto de R"*! formado por los
pares ordenados (X, f(X)), donde X € Dom(f). Lo denotamos Gr(f) C R"*1.

Asi, por ejemplo, el grifico de una funcién f : Dom(f) C R — R es un subconjunto del plano IR?, que
muchas veces si f no es muy complicada podemos dibujar. Por ejemplo el gréfico de f(x) = (x— 1) — L es

una pardbola, mientras que el de f(x) = ff} es una hipérbola.

\ 4
A

_ x+1
Y=

Pensemos un poco en el caso n = 2, donde segiin la definicién, el grafico serd un subconjunto de IR3. Por
ejemplo, si f(x,y) = 3 (juna funcién constante!), se tiene (ya que Dom(f) = R?)

Gr(f) =1{(x,»3) :x,y € R}.

Como puntos del espacio, tienen la tnica restricciéon de tener z = 3, mientras que x e y pueden moverse
libremente. Es decir, el grafico se representa simplemente como un plano horizontal puesto a altura z = 3.

Si tomamos un ejemplo un poquito mds complicado, g(x,y) = x +y, se tiene

Gr(g) = {(x,y,x+y) :x,y € R}.

Los puntos del grafico verifican entonces la relacion z = x + y, lo que nos dice que el grafico lo podemos
representar en R? como un plano por el origen, de normal N = (1,1, —1) (puesto que x +y — z = 0).

Veamos un par de ejemplos mds interesantes. Consideremos i (x,y) = x> 4+ y?, y también j(x,y) =
/X2 +y2. Ambas tienen como dominio R?. Los puntos del grifico de & verifican z = x> + y, mientras
que los del grifico de j verifican z = 1/x2 4 y2. ;Cémo podemos descubrir qué figuras representan en IR> los
puntos que verifican estas relaciones?

Se recurre a las curvas de nivel. Esto quiere decir que tratamos de pensar que figura queda si cortamos el
grafico con distintos planos. Por ejemplo, si consideramos planos horizontales, es decir z = cte, se observa
que en ambos casos no puede ser z negativo. Dicho de otra forma, la curva de nivel que corresponde a z
negativo es el conjunto vacio.
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Esto nos dice que los graficos de ambas 3
funciones estdn por encima del plano xy de
IR3. Por otro lado, si pensamos en valores
positivos de z, como por ejemplo z = 1, ob-
tenemos en ambos casos la relacién 1 =
x? +y2. Esta figura es una circunferencia.
Estrictamente hablando, la curva de nivel
es una circunferencia en el plano IR?.

Sin embargo, hemos descubierto que si cortamos cualquiera de los dos graficos con un plano de altura 1,
queda formada una circunferencia de radio 1, lo que nos permite dibujar lo siguiente:

3

Z

Probemos ahora con z = 4. En el caso de 4 obtenemos x> + y> = 4, que es una circunferencia de radio 2,
mientras que en el caso de j obtenemos x> 4 y? = 16, que es una circunferencia de radio 4.

Z

En general, si z = zo es un niimero positivo fijo, la ecuacién x* + y*> = zo es una circunferencia de radio
\/Z0, mientras que la ecuacion x4y = z(z) es una circunferencia de radio zo. Pareciera que las dos figuras,
salvo el ancho, son muy parecidas. Incluso el caso z = 0 en ambos casos da la ecuacién x> + y* = 0, cuya
tnica solucién es el par (0,0).

Sin embargo, la técnica no se agota aqui. No necesariamente tenemos que cortar con planos horizontales.
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iPodemos elegir cualquier plano!

Por ejemplo, si tomamos x = 0 estamos considerando la pared formada por el plano yz. En el caso de la
funcién 4 se obtiene la ecuacion 0° + y?> = z. Es decir, z = y2, que es una pardbola. Por lo tanto el grifico de
h es lo que se conoce como paraboloide

)
(X, 3,%7 +7) el gréfico de & es un paraboloide

X y

Por otro lado, en el caso de la funcién j se obtiene 0% + y? = z2. Esto es z2 — y> = 0, que se factoriza
como diferencia de cuadrados (z —y)(z+y) = 0. En consecuencia debe ser la recta z =y o bien la recta
z = —y. Recordemos que tenia que ser z > 0, con lo cual la figura que se obtiene es la siguiente,

z=y|

(6,3, V2 +2)

el grafico de j es un cono

que es lo que se conoce como cono. Miremos la diferencia de las dos figuras en el origen: ciertamente van a
tener distintas propiedades cuando pensemos en las derivadas.
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Superficies de nivel

En el caso de funciones f : R? — IR, el grifico es un subconjunto de IR*. Para dibujarlo hay que recurrir
a sustancias ilegales. Sin embargo, si recurrimos a la técnica de antes se pueden dibujar lo que se conocen
como superficies de nivel de f, que nos dan una idea del comportamiento de f.

Definicion 2.1.3. Dada f : Dom(f) C R" — Ry un niimero real ¢, se denomina superficie de nivel de f al
subconjunto del dominio dado por

SC(f) = {()C[,"' 7x'1) EDom(f) :f(xla"' 7xn) :C}‘

Por ejemplo, consideremos f(x,y,z) = x> + y*> — z%. La superficie de nivel que corresponde a ¢ = 0 es el
conjunto {(x,y,z) € R3 : z> = x> + y*}, que como vimos antes, es un cono (aunque hay que destacar que en
este caso el gréfico se extiende en forma simétrica a ambos lados del plano z = 0).

2.1.4. Limite

Pasemos ahora a hablar de limite de funciones. Escribimos la definicidn, que contiene al caso conocido
cuandon = 1.

Definicion 2.1.4. Sea f:R" — IR, P € R". Decimos que | € R es el limite de f cuando X tiende a P (y lo
anotamos %frr})f(X) =1) si para todo € > 0 existe & > 0 tal que
—

0<||IX —P|| <& implica |f(X)—1|<e.

Notar que la definicién de limite excluye al punto P en cuestién. As{ por ejemplo, el limite de la funcién
real de la figura de abajo, cuando x — 2, es igual a 1, independientemente de cudnto valga f en xo =2 (ni
siquiera tiene por qué estar definida en xo = 2):

Observacion 2.1.5. En el caso en el que el dominio de la funcién no sea todo R" (esto es usual), se puede
razonar de la siguiente manera. Lo que queremos ver es a qué valor se aproxima f(X) cuando X se aproxima
a P, para una f : A — R (con A C R"). Por lo tanto tiene sentido considerar como P no sdlo a cualquier
punto del conjunto A donde f esté definida, sino a cualquier punto de acumulacion A. Es decir, es licito
tomar P € A. Hay que hacer la salvedad de que nos aproximemos con puntos donde se pueda evaluar f.
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Con esto, se obtiene la definicién de limite que cubre todos los casos relevantes:

Definicién 2.1.6. Sea f:A CIR" — R. Sean P € A y | un niimero real cualquiera. Decimos que %irr}) fx)y=1
-

en A si para todo € > 0 existe & > 0 tal que

0<||IX—P||<dyX €A implican |f(X)—I|<Ee.

Algebra de limites, propiedades

En general probar a mano que un limite existe es muy engorroso (aunque a veces no queda otra). Sin
embargo, si uno establece algunas propiedades que permitan desarmar el limite en limites mas simples, esto
facilita la tarea. Este es el objetivo del dlgebra de limites.

Antes, una observacion: si tenemos dos funciones distintas, pueden estar definidas en subconjuntos dis-
tintos A, B de IR”. En consecuencia la suma, resta, producto y division de ellas s6lo va a tener sentido en la
intersecciéon A N B de estos conjuntos. Y los puntos donde tiene sentido calcular el limite tienen que ser en-
tonces puntos de la clausura de A N B, de acuerdo a lo discutido en la Observacién 2.1.5. Ademas el cociente
solo se puede hacer en aquellos puntos donde no se anula el denominador, que es la interseccién de A con
B—Co(g).

Vamos a suponer que ya hicimos la interseccion de dominios, con lo cual f, g estdn definidas en el mismo
conjunto A C IR".

Teorema 2.1.7. Sean f,g: A — R, dos funciones, con A C R". Sea P € A, y supongamos que
it X)=hL€eR it X)=hLeR.
lim fX)=heR y limgX)=he

Entonces

1. limyx_,p(f£g)(X)=1 £ enA.
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2. limyp(f.g)(X) =1.1p en A.

3. Sily 0, limy,p(£)(X) = {- en A= Co(g).

Demostracion. Veamos 1, la suma. Dado & > 0, existe 6; > 0 tal que |f(X) — ;| < § siempre que 0 <
[|IX — P|| <81 yX €A (pues limx_,p f(X) = ;). Andlogamente, existe &, > 0 tal que |g(X) —»| < % siempre
que 0 < [|X —P|| < & y X € A (pues limy_,pg(X) = ). En consecuencia, siX €Ay 0 < [|[X —P||<d=
min{d;,9,}, entonces

(F+9)(X) = (Li+ L) 1K) = b +]g(0) —b] < = +5 =e.

Lo que prueba que limy_,p(f + g)(X) = [ + [». La resta es andloga.

Vemos 2, el producto. Tengamos presente que podemos conseguir que |f(X) — 11| y |g(X) — I2| sean tan
chicos como nosotros queramos, por hipétesis. Escribimos

|fe(X) = Lik| = |f(X)8(X) = fX) b+ f(X)— Lk < |f(X)||g(X) = b| + | f(X) = L]|L2]-

El dnico término que no es evidente que estd acotado es | f(X)|. Pero de nuevo por la desigualdad triangular,

IFCOI < 1F(X) = b+,

con lo cual
|fe(X) —hib| <|f(X) = L] (|g(X) — L]+ [k]) +|li]|g(X) — L. (2.1)

En consecuencia, como /; y I, estdn fijos, y las cantidades |f(X) — 1| y |g(X) — /2| se pueden hacer tan
chicas como uno quiera (eligiendo convenientemente el entorno de P), se obtiene que |fg(X) — /112| es tan
chico como uno quiera. Mds precisamente, consideremos los dos casos /1 =0, [} # 0.

1. I; =0. Entonces [/, = 0, y por la cuenta (2.1) de arriba,

1f8(X) = Lila| = |f(x)g(X)| < [F(X)[ (Ig(X) — o] + [2]) -

Dado € > 0, elegimos 9 > 0 tal que 0 < ||X — P|| < &, implique |g(X) — l»| < 1, y elegimos &; > 0

tal que 0 < ||X — P|| < &; implique | f(X)| < m Si tomamos 8 = min{8,, 8, }, entonces

|fe(X) —hh| < (1+]h]) =e.

_ &
(1+|%])

2. I} #0.Dado € > 0, i elegimos &, > 0 tal que 0 < ||X — P|| < &, implique |g(X) — | < ﬁ, y elegimos

81 > 0 tal que 0 < ||X — P|| < &; implique |f(X) — 1] < m Si tomamos 6 = min{J;,3,},
27+
nuevamente por la cuenta (2.1) de arriba, ]
€ €
X) -1l -+ - =€
[feX) —lib| <5 +5 =¢
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Veamos 3, el cociente. Observemos primero que f/g tiene sentido en el conjunto A — Cy(g) pues remo-
vimos los ceros de g. Sacando denominadores comunes tenemos

[f(X)la —g(X)h].
[E2lls(X)] ( )l
El numerador se puede hacer tan chico como uno quiera pues

|f(X)h = g(X)li| = [f(X)2 = il + Ll — g(X) 1| < |b||f(X) — 11| + |1 ||l — g (X))-

Falta acotar el primer factor por alguna constante, es decir, falta ver que existe M > 0 tal que |g( < M si

|f/e(X)—h/h|=

0<||X—P||<8yX €A—Co(g). Para simplificar la demostracién, supongamos que /> > 0 (el caso I < 0
es andlogo). Como limy_,p g(X) = bz, se tiene |g(X) — | < l/2 para algtin &y > 0 conveniente, es decir

—h/2<gX)—h<h/2,

de donde se deduce que 1,/2 < g(X) si 0 < || X —P|| < & y X € A—Cy(g). En particular g(X) > 0 en este

entorno de P, y ademds ‘g(l 1 = 20 < % como queriamos. Con esto, llamando M = l% tenemos
2

1

— <M
lg(X)| |2
siempre que 0 < || X — P|| < 8.
Ahora, como f tiende a /; y g tiende a /5, se tiene
|f(X) —hll] =0y |g(X) —b|[Lh] =0

por la propiedad del producto que ya probamos. Entonces existen 81,8, > 0 tal que 0 < ||X — P|| < min{8;,8, }
implica
FX) = hlla] < 57 Y|g( )—12||ll|<2

En consecuencia, si 8 = min{9dy, §; ,82}, se tiene

M’

€

(I llF(X) = b + 1 |g(X) —bl) < M(5 +52) =e.

|f/e(X)—1i/k| < TTRTT,

218 ( )|
O

Observacion 2.1.8. Una observacion importante y muy sencilla: si f; : R"* = IR es una de las funciones
coordenadas (la que se queda con la j-ésima coordenada), es decir

fj(-xla-x27'” 7-xj7"'-xn) =Xj,
entonces si P = (py,--+ ,py), se tiene limy_,p fj(X) = limy_,px; = p;.

Por ejemplo, si f:R® — R es la proyeccién a la segunda coordenada f(x,y,z) =y, entonces se tiene
ll/m(xyyvz)%(zﬁy_l)f(x7y7z) = ll/m(xvyyz)_)(2737_1)y = 3'

Este hecho se demuestra a partir de la definicion de limite observando que

1500 = i) = by = oyl < /(31— prP oo (e = X Pl

con lo cual si ||X — P|| es pequerio, entonces |f;(X) — pj| es pequerio.
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Como comentario adicional (para confundir) observemos que de acuerdo a la notacién que usamos para
sucesiones, cuando queriamos sefialar la j-ésima coordenada de una sucesion {P;} escribfamos (Py) ;. Ahora
podemos decir que (Py); = fj(Px) (jpara pensarlo, es una tonterfa de la notacién nomds!).

Ejemplo 2.1.9. Juntando el Teorema 2.1.7 con la Observacion 2.1.8, se deduce que tomar limite en las
Jfunciones que involucran sumas, restas, productos y cocientes de las coordenadas, se traduce simplemente
en evaluar las funciones en el punto dado (siempre y cuando el denominador no se anule). Asi por ejemplo

P

b 2FZHY 1341643 32
(ry0)—(1,3,-4) 3x+z+y2  3—-4+49 8

=4.

2.2. Funciones F : R" - R"

Una funcién de este tipo estd dada por una tira de funciones f; : R* — R (coni =1...m), es decir

F(xl,xz,"' ,)Cn) = (fl (xlax%"' 7xn)7f2(x17x27“' ,Xn),“' ,ﬁn(xl,xz,"' ,)Cn)).

La definicion de limite es enteramente andloga, simplemente hay que tener en cuenta que ahora los valores
de F son vectores y no nimeros. Consideremos A C IR* como siempre.

Definicion 2.2.1. Sea F : A C R" — R™. Sean P € Ay L € R™. Decimos que )}m})F(X) = L en A si para
-
todo € > 0 existe 8 > 0 tal que

0<||X—=P||<dyX €A implican ||F(X)—L|| <e.

2.2.1. Composicion

Podemos componer funciones de la manera obvia. Por ejemplo si por un lado F (x,y) = (x+¢€”,xy,cos(x)y)
y por otro lado G(x,y,z) = (x+y+ z,xyIn(y)), se tiene

(GoF)(x,y) = (x+e"+xy+cos(x)y, (x + €")xyln(xy)),
con las restricciones de dominio que corresponda en cada caso. Por ejemplo aqui
Dom(GoF) = {(x,y) € R* : xy > 0}.
En general hay que tener cuidado de que se pueda hacer la composicion. Ademads de poder encadenar

R 5 R" % R
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con el espacio IR” intermedio, hay que recordar que el dominio de una composicion,si F :A C R" - R" y
G:BCR" = RFes
Dom(GoF)={X €A:F(X) € B}.

Y tenemos la propiedad correspondiente del dlgebra de limites:

Teorema 2.2.2. Sean F:ACR" - R"yG:B C R" = R~

SiP€Aestal quelimy ,pF(X) =L €B,y limy_z, G(Y) = Ly, entonces existe el limite de la compo-
sicion limy _,p(Go F)(X) en Dom(G o F), y ademds limyx_,p(G o F)(X) = Ly, siempre y cuando F (X) = L,
para X = P.

Demostracion. Dado € > 0, existe 8 > 0 tal que

[(GoF)(X) — Lo = [|G(F (X)) — Lof| <&
siempre y cuando 0 < ||[F(X) —L1|| < &y F(X) € B, por ser limy_,; G(Y) = L, (simplemente llamando
Y = F(X)).

Pero dado 8 > 0 existe & > 0 tal que 0 < ||F(X) — L1]] < & siempre que 0 < ||[X —P|| < &' y X € A, pues
limy,pF(X)=LienA,yF(X)#L; siX #P.

Luego0 < || X —P|| <& y X € Dom(GoF) C A garantizan ||(Go F)(X) — Ly|| < &. O

Observacion 2.2.3. La condicion F(X) # Ly estd puesta para que no ocurran situaciones ridiculas como la
siguiente: sea f : IR — R la funcion nula (es decir f(x) = 0 para todo x € R) y sea

(x) = 1 six#0
Y=Y 0 six=0

Entonces go f(x) =0 para todo x € R, con lo cual

lim(go f)(x) =0.

x—0

Pero el limite de g no es cero, pues
limg(x) =lim 1 =1.

x—0 x—0

Con el teorema previo, se pueden calcular algunos limites de funciones g : R” — IR de manera muy
sencilla, si uno descubre la composicion.

Ejemplo 2.2.4. 1. Como lim x> +y+z=0, entonces
('x7y7z)_)(07070)

2
im sen(zx +y+2z)
(02,2)=(0,00)  X*+y+z

2. Como lim % cos(x?)In(z) =0, se tiene
(x7y7z)_>(37271)

m y 2
Ii 1+¢eY 21 1/ cos(x?) In(z) .
(xo‘,z)%l (3,2,1)( ¥ cos(x*)In(z)) —e
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2.2.2. Curvasy el limite

Un caso particular (y bastante importante) de funcién F : IR” — IR” son las curvas, que es lo que se tiene
cuandon = 1.

Que exista el limite de una funcién F : R* — IR a lo largo de una trayectoria, no garantiza que el limite
vaya a existir. Pero, de acuerdo al Teorema 2.2.2, si el limite existe entonces el limite de la composicion tiene
que dar lo mismo, independientemente de con qué curva uno componga. Tenemos entonces la siguiente
herramienta util:

Observacion 2.2.5. Sea F:ACR' - R". Sean a.: I - Ay B:J — A dos curvas en R" tales que
1im;;, 0(t) = P y lim;;, B(r) = P. Supongamos ademds que o(t) = P parat =ty y B(t) # P parat # .
Entonces limy_;, F (au(t)) = lim,—;, F(B(¢)) implica que no existe el limite limy_,p F (X).

2.2
Ejemplo 2.2.6. Sea f(x,y) = ;32’ y P =(0,0). Consideremos la curva ot) = (t,mt), que es una recta de
pendiente m € R por el origen. Observemos que el denominador de f se anula a lo largo de las rectas y = x,

y = —x, por lo que hay que excluir las posibilidades m = £1. Calculemos el limite de la composicion, para
cadam # £1:
2 2 2 2 2
% + (mt) “1+m* 1+m
I ar)) =1 =lims——=—-—.
() = o Gy = I 2 T— 2 = T=

Esto prueba que el limite 1im(, ) (0) f (x,¥) no existe, pues si nos acercamos a lo largo del eje x (con
m = 0), el limite de la composicion da 1, mientras que si nos acercamos a lo largo de la recta y = 2x (con
m = 2), el limite de la composicion da —5/3.

Dom(f) Dom(f)

.

y=0 (m=0)

v
Y

1

lim f(z,0)
t =0

.7 y=2x (m=2)

Ejemplo 2.2.7. Una funcion tal que Dom(g) = R>.
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’ Sea g(x,y) = ﬁz P =(0,0). Con-
) ) sideremos o(t) = (t,mt) como an-
Dom(f) tes. El denominador de f se anula
- ’ en la pardbola y = x*, pero si t es
chico (y #0) la recta y = mx no cor-
ta la pardbola.

Para cada m € R:

2
t“+ mt t[t+m
i oft)) =i =lim-{ —— ) = —1.
Jim f(od) = Mmooz gn(_m)

jEsto no nos sirve! ; Podria ser que el limite exista? Probemos con algunas trayectorias mds. Nos falté con-
siderar, entre las rectas, el eje y. Para esto tomamos B(t) = (0,t). Se tiene

j . O+t
lm f(B(r)) = lim &-— = 1
también; seguimos sin saber si el limite existe o no. Mirando la funcion, vemos que el numerador se anula a
lo largo de la curva y = —x*. Esto nos da una pista, tomamos Y(t) = (t,—t>). Entonces
2 —1?
i (00 = iy 5 = g0 =0

Esto prueba que el limite 1im(, y)_, 0,0) f(x,y) no existe.

2.2.3. Limite y sucesiones

(Se pueden usar sucesiones para calcular limites?

Proposicion 2.2.8. Sea F : A C R" — R™. Sean P € Ay L € R™. Las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes:

I. lim F(X)=L
X—P

2. Paratoda sucesion de puntos P, € A tal que Py # Py Py — P, se tiene limy F (P) = L.

Demostracion. 1 = 2) Supongamos que }frr}) F(X) =L, y tomemos P, una sucesién de puntos del A que
—

tiende a P. Entonces por la definicién de limite de funcién dado € > 0 existe & > 0 tal que
0<|[X—P||<dyX €A implican ||F(X)—L||<e.

Como Py # P, claramente vale 0 < ||P, — P||. Si tomamos ko € IN tal que k > ko implique ||P; — P|| < 9, el
renglén de arriba nos garantiza que ||F(P;) — L|| < €. O sea F(P;) — L de acuerdo a la definicién de limite
de sucesiones, aplicado a la sucesién Qy = F(Py).

2 = 1) Razonemos por el absurdo. Negar que limy_,p F(X) = L es decir que existe € > 0 tal que para
todo 8 > 0 existe X € A con 0 < |[X — P|| <8y ||[F(X)—L|| >&. Tomemos & =}, con k € N, y sea P
el punto correspondiente. Vemos que P, — Py P, = P, pero por otro lado ||F(P;) — L|| > €, con lo cual
F(Py) # L, contradiciendo la hipétesis. O
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Es decir que “usar sucesiones” no es muy practico porque no basta probar con una. Sin embargo, usar
sucesiones si sirve para ver que el limite no existe. La idea es la misma que la de las trayectorias.

Observacion 2.2.9. Sean {P;} y {P,} dos sucesiones de puntos de A, tales que ambas tienden a P, y las
sucesiones Qr = F(Py) y Q) = F (P,) tienen limites distintos, entonces no existe el limite %I’H}) F(X).
—

Aqui hay que hacer la salvedad, al igual que en el caso de las curvas, de que esto vale siempre que Py y
Py sean distintos de P, al menos para k suficientemente grande.

Ejemplo 2.2.10. Si f(x,y) = *2, se tiene Dom(f) = {(x,y) : x # y}. Veamos que no existe

=
lim X,Y).
(x.9)—(0,0) fx)

Tomando P, = (%,O) y P, = (0, %) se observa que ambas son sucesiones del dominio que tienden a cero.
0+1/k _ 4

Pero limy f(Py) = limg 2522 = 1, y por otro lado 1imy f(P}) = limy o1 =

k0

Y de la Proposicion 2.2.8 también se desprende el siguiente hecho mas o menos obvio, que nos permite
mirar cada coordenada por separado.

Corolario 2.2.11. Sea F : A — R", con A C R". Sean L € R™, P € A. Entonces F tiende a L cuando
X — P si y solo si cada coordenada de F converge a la coordenada correspondiente de L. Es decir, si
F= (fl,f27 T 7fm) yL= (ll,lz, T ’lm)’ entonces

lim F(X) =L (1m, 7,00 =1, =1...m).
Jim, X) = xll}}ij() lj para cada j m

Y desde este momento siempre que tengamos una funcién F : R” — R™, siempre podemos chequear
cada coordenada por separado.

Limites infinitos

Se definen en forma andloga al caso real los limites ”en infinito” y los limites ”que dan infinito”.
Definicién 2.2.12. Limites infinitos. Sea F : ACR" - R", LER™ y P € A.
1. Decimos que )}fm F(X) =L en A si para toda sucesion {X;} de A que tiende a infinito se tiene
—o0
limy F (X;) = L.
Equivalentemente, dado € > 0 existe M > 0 tal que

[ X|| >M y X € A implican ||F(X)—L|| <e.
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2. Decimos que limy_,p F(X) = oo en A (0 que F diverge cuando X — P) si para cualquier sucesion
{Xy} de A tal que Xy — P, se tiene limy F (X;) = oo.

Equivalentemente, dado M > 0 existe & > 0 tal que

0<||IX—P||<dyX €A implican ||F(X)|| > M.

2.3. Continuidad

La nocién de continuidad es idéntica al caso conocido en una variable. Necesitamos que tomar limite
coincida con evaluar.

Definicion 2.3.1. Sean F:ACR"' —->R" y P € A.

1. Decimos que F es continua en P si limx_,p F (X) = F(P).

2. Decimos que F es continua en A si F es continua en P para todo P € A.

Probar que una funcién es continua en P, es asegurarse de que la diferencia ||F(X) — F(P)|| se puede
hacer tan chica como uno quiera, pidiendo que || X — P|| sea pequefio.

Observacion 2.3.2. Es importante observar que, a diferencia de los limites en general, el punto P debe estar
en el conjunto A donde F estd definida, para poder calcular F (P). Eso no quita que, dado P € dA, podamos
preguntarnos si la funcion se puede extender (redefinir) en el punto P de manera que quede continua. Esto
lo podremos hacer si'y soélo si el limite %111}) F(X) existe en A. En ese caso diremos que la discontinuidad en

P es evitable.

Observacion 2.3.3. Puesto que el limite se calcula en cada coordenada por separado, se tiene que F =
(fi,--+, fim) es continua en P = (py,--- ,pp) si'y sélo si cada f; : A — R es continua en P, y también que F
es continua en A si cada f; es continua en A.

Dado que el limite de una composicion es la composicién de los limites (Teorema 2.2.2),

Teorema 2.3.4. Sean F: ACR" - R" y G : BC R" — R funciones continuas. Entonces Go F es una
Sfuncion continua en Dom(GoF) ={X € A: F(X) € B}.

2.3.1. Propiedades de las funciones continuas

En toda esta seccion, f :ACR" - IR,y P € A.

Probemos un par de propiedades sencillas que nos van a resultar ttiles mas adelante. La primera dice
que si f(X) > 0, entonces lim f(X) > 0. La segunda dice que si una funcién continua es no nula, hay un
entorno donde no se anula, y se deduce de la primera.
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Lema 2.3.5. Supongamos que f es continua en P. Entonces

1. Si{X;} es una sucesion tal que Xy — P en A, y f(Xi) <0 para todo k € N, entonces f(P) <O0.

)
2. Si{Xy} es una sucesion tal que X; — P en A, y f(X;) > 0 para todo k € N, entonces f(P) > 0.
3. Si f(P) >0, entonces existe r > 0 tal que si U = B.(P) NA, se tiene f(X) > 0 para todo X € U.

4. Si f(P) <0, entonces existe r > 0 tal que si U = B,(P) NA, se tiene f(X) < 0 paratodoX € U.

Demostracion. El item 1. lo probamos por el absurdo. Si fuera f(P) > 0, tomamos € = @, y existe enton-

ces ko € IN tal que k > ko implica |f(X;) — f(P)| < @. Es decir,
f(P) f(P)

—T<f(Xk)—f(P)< >

Despejando del lado izquierdo se obtiene f(X;) > @ > 0 si k > ko lo cual contradice la hipétesis.
El item 2. tiene una demostracion andloga, es un buen ejercicio esciribirlo.
El item 3. también lo probamos por el absurdo: supongamos que para todo k € IN existe X; € B 1 (P)NA

tal que f(X;) <O0. Entonces X; — P en A y por ser f continua en P, 0 < f(P) = limy f(X;) <0, lo cual es
imposible (en la dltima desigualdad usamos el item previo). La demostracién de 4. es anéloga. o

Definicion 2.3.6. 1. Un conjunto A C R" es acotado si es acotado en norma, es decir, existe M > 0 tal
que ||X|| < M para todo X € A.

2. Un conjunto K C R" cerrado y acotado es un conjunto compacto.

3. Un conjunto A C R" es arcoconexo si dados P,Q € A existe una curva continua o.: [0,1] — A tal que
o(0) =Pyo(l)=0Q.

Observacion 2.3.7. Por la desigualdad

bl < ) < v s [
=1...n
se deduce que un conjunto A es acotado si 'y solo si cada una de sus coordenadas estd acotada.

Recordemos el teorema del valor medio en una variable:

Teorema 2.3.8. (Bolzano) Si f : [a,b] — R es continua, y f(a)f(b) < O, entonces existe ¢ € (a,b) tal que
fc) =0.

Demostracion. Supongamos que f(a) >0y f(b) <0.SeaA = {x € [a,b] : f(x) > 0}, que es no vacio (pues
a € A). Como A C [a,b], estd acotado superiormente asi que tiene supremo s = supA. Existe una sucesién
creciente {a,} de puntos de A que tiende a s € [a,b]. Como f(a,) > O (pues a, € A), el item 1 del Lema
2.3.5 nos dice que debe ser f(s) > 0. Afirmo que f(s) = 0. Si no fuera asi, serfa f(s) > 0. Pero entonces el
item 3 del mismo lema nos dice que hay un entorno de s de la pinta (s — r,s 4+ r) N[a, b], tal que f(x) > 0 alli.

Como s < b pues f(b) < 0, podemos tomar x € [a,b] tal que xo € (s,s+r). Este xo € A y es mayor que
el supremo, lo que es imposible. Debe ser pues f(s) = 0. O
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Teorema 2.3.9. (Bolzano) Sea f : A C R" — R. Supongamos que existen P,Q € A tales que f(P) <0y
f(Q) > 0. Si A es arcoconexo y f es continua, entonces existe R € A tal que f(R) = 0.

Demostracion. Por ser A arcoconexo existe o : [0, 1] — A continua con o,(0) = Py o (1) = Q. Consideremos
g:10,1] = R la composicién g(¢) = f o a(t), que es una funcién continua por ser composicién de funciones
continuas. Se tiene g(0) = f(P) <0y g(1) = f(Q) > 0. Por el teorema del valor medio en una variable,
existe ¢ € (0,1) tal que g(c) =0. Si R = a(c), entonces R € A 'y ademds f(R) = f(a(c)) = g(c) =0. O

Y se tienen los corolarios habituales,

Corolario 2.3.10. Sea f : A CR" — R continua. Supongamos que A es arcoconexo. Entonces

1. Dados P,Q € A, f toma todos los valores intermedios entre f(P) y f(Q).

2. SeanP €Ay Q€ A. Silimx_,o f(X) =1y f(P) <, entonces [f(P),l) C Im(f).

Demostracion. Para probar 1, supongamos f(P) < f(Q) (si son iguales no hay nada que probar). Tomemos
c € [f(P),f(Q)] y consideramos f, : A — R dada por f.(X) = f(X) —c. Entonces f.(P) = f(P)—c <0y
fe(Q) = f(Q) — ¢ > 0. Ademds f, es continua, asi que por el teorema anterior existe R € A tal que f,.(R) = 0.
Esto es f(R) —c =0, es decir f(R) = c.

Para probar 2, tomemos ¢ € (f(P),l). Observemos que como limy_,¢ f(X) = [, existe una sucesién X
de puntos de A tales que, dado € =1 —c¢ > 0, si k > ko entonces |f(X) — I| < € =1 — c. Desarmando este
médulo se tiene —(I —¢) < f(Xx) —1 <1 —c, y considerando sélo el lado izquierdo se tiene ¢ < f(Xy).
Tomemos Q' = X, € A. Entonces f(Q') > ¢, y como f(P) < ¢ por el item 1. se tiene que ¢ € Im(f). O

Teorema 2.3.11. (Weierstrass) Si A es un conjunto compacto de R", y f es continua en A, entonces exis-
ten m,M € R tales que m < f(X) < M para todo X € A. Ademds, existen Py, Py € A tales que f(Py,) =
min{f(X): X €A}y f(Py) =max{f(X): X € A}.

Demostracion. Supongamos primero que f no es acotada. Si no existe M tal que f(X) < M, entonces existe
una sucesion de puntos Xy € A tal que f(X;) > k para todo k € IN. Como A es cerrado y acotado, {X; } tiene
una subsucesion convergente {Xj; }, tal que Xi; —; P € A. Se tiene f(Xy;) > k;, y como f es continua en P,
esto es imposible. De la misma manera se prueba que existe m € R tal que m < f(X).

Ahora veamos que f alcanza sus valores mdximo y minimo en A. Como Im(f) C [m,M], Im(f) es
un conjunto acotado de IR. En particular es acotado superiormente, luego tiene supremo s. Veamos que en
realidad es un maximo, es decir veamos que existe Py € A tal que f(Py) = s. Para ello, tomamos una
sucesion creciente de puntos de Im(f) que tienda al supremo. Tenemos entonces que existe una sucesion de
puntos Xj en A tales que limy, f(X;) = s. De la sucesién {X; } extraemos una subsucesién convergente {ij},
y llamamos al limite Py (que es un punto de A). Se tiene f(Py) = lim; f(Xy;) = s por ser f continua. De
forma andloga se prueba que f alcanza su valor minimo, construyendo una sucesién de puntos que tienda al
infimo de Im(f). O

Corolario 2.3.12. Sea F : A C R" — R" continua. Si A es compacto, entonces F(A) C R™ es compacto.
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Demostracion. Como F = (f1, -, fm), y cada f; es continua, por el teorema anterior cada coordenada del
conjunto F(A) estd acotada, y en consecuencia F(A) es acotado. Por otro lado, si Q € F(A), existe X; € A
una sucesién de puntos tal que F(X;) — Q en R”. Extraemos de X; una subsucesion convergente {ij} aun
punto P € A. Se tiene, por la continuidad de F,

0 = limF (X)) = F(limX,,) = F(P).
J ’ J

Esto prueba que Q € F(A), y por lo tanto F(A) es cerrado. O

2.3.2. Caracterizacion de las funciones continuas

Se tiene la siguiente caracterizacion F es continua si y solo si la preimagen de cualquier abierto es
un abierto relativo, con més precision:

Teorema 2.3.13. Sea F : A CR" — IR™. Entonces F es continua si y solo si para todo abierto W C IR™, el
conjunto
F'W)={X€A:F(X)eW}

se puede escribir como la interseccion ANU de un conjunto U C R" abierto, con el conjunto A.

Demostracion. Supongamos que F es continua, tomemos W abierto en IR”. Tomemos P tal que F(P) € W,
es decir, P € F~!(W). Como W es abierto, existe rp > 0 tal que B,,(F(P)) C W. Como F es continua, dado
este rp > 0 existe 8p > 0 tal que ||X — P|| < p, X € A, implican ||F(X) — F(P)|| < rp. Es decir, existe 8p >0
tal que X € AN B;,(P) implica F(X) € B,,(P) C W. Dicho de otra forma, F(Bs,(P) NA) C W. Como esto
se puede hacer para cualquier P € F~! (W), podemos tomar U = Upp-—1 (w)Bs, (P) que por ser de unién de
abiertos es abierto, y se tiene

F'w)=UnA

como querfamos.

La otra implicacion es similar, queda como ejercicio. o

2.3.3. Continuidad uniforme

Para terminar, una definicién y un teorema

Definicion 2.3.14. Decimos que una funcion f : A C R" — R™ es uniformemente continua si dado € > 0,
existe 8 > 0 tal que X, Y € Ay || X —Y|| < dimplican ||F(X) — F(Y)|| < &.

La definicion nos dice que pequefios movimientos en el dominio provocan pequefios movimientos en la
imagen, independientemente de en qué punto hagamos estos movimientos.

Observacion 2.3.15. Una funcidn uniformemente continua es continua, puesto que dado P € A, y € >
0, se tiene por la definicion que existe 8 > 0 tal que ||X — P|| < & implica ||f(X) — f(P)|| < €. Es decir,
ll/l’nx_mf(X) = f(P)

Observemos sin embargo, que es habitual para funciones continuas el hecho siguiente: dado €, el &
necesario para conseguir ||[F(X) —I|| < € puede depender no sélo de €, sino también del punto P en
cuestion. Un ejemplo sencillo de funcién continua que no es uniformemente continua es el siguiente.
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Ejemplo 2.3.16. Tomemos f(x) = x* en el intervalo (0,+o0). Entonces si f fuera uniformemente continua,
dado € = 2 existiria 8 > 0 tal que si x,y >0y |x—y| < 8, entonces |x* — y*| < 2. Pero si tomamos y = %
x=y+ % (que verifican las hipdtesis), entonces

52

=2+—>e=1.
+4_

)
Ixz—yZIZ‘(erz)z—y2

Sin embargo, en dominios cerrados y acotados, no hay distincién, pues

Teorema 2.3.17. (Heine-Cantor) Si F : A C R" — R™ es continua y A es compacto, entonces F es unifor-
memente continua.

Demostracion. Si F no fuera uniformemente continua, existiria € > 0 tal que para cada k € IN existirfan X}
e Y, en A tales que || X, — Yi|| < %, pero

I1F(Xk) = F(Yo)| > &. 2.2

Como A es compacto, se tiene una subsucesion {Xk/.} convergente a un punto X € A. Observemos que
1
||ij _XH S ||ij _ij“ + ||ij _XH < k_ + ||ij _XH,
J

luego debe ser también ¥y, —; X. Como F es continua, lim; F'(Xy;) = lim; F (Yy;) = F (X). Pero esto contra-
dice la desigualdad (2.2). O

2.4. Problemas

2.1. Graficar las curvas de nivel de las siguiente funciones y hacer un dibujo aproximado de Gr(f) C R®.
= floy) =22 =y
= flx,y) =2x+3y

2I.SeaP€e ACR"y f:A — R una funcién continua en P.

= Suponiendo que {X;} es una sucesién de puntos en A que tiende a P, y f (X)) > 0 para todo k € N,
probar que f(P) > 0.

= Suponiendo que f(P) < 0, probar que existe r > 0 tal que si U = B,(P) NA, entonces se tiene f(X) <0
paratodo X € U.
2.1 Sea f : A — R¥ con A C IR" arcoconexo. Probar que si f es continua, entonces Im(f) = f(A) C IRF es

arcoconexo. En particular, si k = 1, la imagen de f debe ser un intervalo.

2.1V. Sea K C IR" un compacto conexo. Si f : K — IR es continua, probar que Im(f) es un intervalo cerrado
[a,b]. ¢ Quiénes son a,b?

2.V. Sea F : A C IR" — IR, Supongamos que para todo abierto W C RR¥, existe U C R” abierto tal que
F~'(W) =ANU. Probar que f es continua.
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3 DERIVADAS Y DIFERENCIAL

Considero aqui las magnitudes matemdticas no
como compuestas de partes
extraordinariamente pequefias, sino como
descritas por el movimiento continuo

Sir Isacc Newton

3.1. Derivadas

Empecemos repasando la derivada de una funcién de una variable. Recordemos la idea de “recta que
mejor aproxima”, que segun la figura de abajo, es la recta tangente al grafico de f.

y=/"(a)(x—a)+f(a)

7/

1
1
1
1
1
1
1
;
a x

Para armar una recta, hacen falta dos puntos distintos del plano. O un punto del plano y la pendiente.
Entonces fijando (a, f(a)), hallamos m = f’(a) de la siguiente manera. Tomamos otro punto x € Dom(f),
construimos la recta secante
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[ S,

La pendiente de esta secante depende de x y a, es

Ay _ ()~ fla)

Ax x—a

Si hacemos tender x al punto a, se obtiene (si existe el limite) la pendiente de la recta deseada, y por lo tanto
las pendientes de arriba tienden a la pendiente de la recta tangente, con lo cual

f/(a) — lim f(x) _f(a) )

x—a X—a

O sea existe la derivada si y s6lo si existe el limite de los cocientes incrementales. Y decimos que ”f es
derivable en a”. Con el cambio de variable 7 = x — a se puede escribir

f'(a) = lim

h—0

flat+h) - f(a)
- :

Recordemos también la ecuacion de la recta tangente al grafico de f en x = a, que es

y=f(a)(x—a)+f(a),

que en forma paramétrica es simplemente

Ly (a,f(a)) +M(1,f'(a)),

!
puesto que la pendiente de la recta tangente debe ser 2—1 = @ = f'(a). Esto nos dice que un incremento
en una unidad en el dominio, nos produce un incremento de f'(a) unidades en la imagen.

Por su parte, la recta normal pasa por el mismo punto segtin indica el grafico
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Y y=fl(a)(x—a)+ f(a)

y=f(x)

>

a N y=—pls(x—a) + f(a)

7/

pero su vector director debe ser perpendicular al de la tangente, con lo cual

Na: (a,(f(a)) +M(f'(a),—1).

3.1.1. Curvas

El siguiente caso es el de las curvas o trayectorias, es decir, funciones o : I — IR"”, donde I C R en general
es alguin intervalo. En este caso tenemos n-funciones reales, todas moviéndose al unisono con el mismo
parametro, y la derivada se define de la manera obvia, es decir, derivando cada coordenada. Solamente
vamos a derivar en el interior del dominio, como es usual.

Atencion que en este caso nos interesa la imagen de la curva, y no su gréfico.

Definicion 3.1.1. Sea o : (a,b) — R". La derivada o velocidad de o en ty es el vector que se obtiene
derivando cada coordenada ent =t (siempre que existan todas las derivadas).

La derivada de o, es la curva o que se obtiene derivando cada coordenada de o.

Por ejemplo, si a(t) = (z,¢), se tiene o/ (0) = (1,0) y en general o/ (t) = (1,2¢) para todo ¢ € R. En
cambio si B(¢) = (cos(t),sen(t)) se tiene p(r) = (—sen(t),cos(z)) y en particular §'(0) = (0,1).

(Qué representa la velocidad de una curva? Es un vector de IR, y representa la trayectoria rectilinea que
seguiria una particula si se soltara del alambre que representa o.. Por ejemplo, como a describe una pardbola
y= X2, se tiene

Im(a)

Y como P describe una circunferencia unitaria 2+ y2 =1, se observa
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B(#) = (cos(t),sen(r))
Im(B)

Por supuesto que la derivada en realidad representa el vector director, que nosotros dibujamos pinchado
en el punto correspondiente. La recta tangente a la curva tiene en general ecuacion

Ly, : o(to) + 7\,06,(t()). 3.1
Hay que tener presente que el grafico de una funcién f : R — IR, que es el conjunto

Gr(f) ={(x,f(x)) : x € Dom(f)} C R?

se puede parametrizar siempre con la curva o(x) = (x, f(x)), donde o : Dom(f) — IR?. Esta curva serd deri-
vable en a si y s6lo si f es derivable en a, y su recta tangente coincide por supuesto con la recta tangente al
gréfico de f en el punto (a, f(a)).

Observacion 3.1.2. Cambiemos el punto de vista. Supongamos que queremos dar la ecuacion de la recta
tangente al grdfico de f : R — R, pero en forma paramétrica, es decir como en la ecuacion (3.1). Entonces
se tiene en cuenta que el grdfico de f se puede parametrizar con la curva o(x) = (x, f(x)) con x € Dom(f)
como mencionamos antes. Y por lo tanto, si [ es derivable, la derivada es & (x) = (1, f'(x)). Con lo cual

Lq: ofa) + Aol (a) = (a, f(a) + M1, f'(a))-

Es fundamental observar que la primer coordenada del vector derivada es constantemente uno, mientras
que la segunda coordenada expresa la razon de cambio, pues Ay/Ax = f'(a)/1 = f'(a). Es decir, que por
cada unidad que avanzamos en el eje de las x, se avanza f'(a) unidades en el eje de las y. Esto iiltimo, por
supuesto, es una aproximacion, y solo es exacta esta afirmacion cuando f es una recta, con lo cual coincide
con su recta tangente.

Resumiendo, el vector derivada nos dice cudnto hay que moverse en'y por cada unidad que nos movemos
en x, si nos movemos desde el punto (a, f(a)), pero a lo largo de la recta tangente al grdfico de f en ese
punto.

Se deduce de lo anterior que un vector normal al grdfico de f es (f'(a),—1), pues como

((1,f'(@)),(f'(@),=1)) = f'(a) = f'(a) =0,

se concluye que son ortogonales. Observemos que esta escritura es vdlida incluso en el caso f'(a) =0,
donde se obtiene el vector normal (0,1).
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3.1.2. Derivadas direccionales

Supongamos que tenemos una funcién f : R?> — IR, como por ejemplo

f(X,y) =V 1_x2_y2'

El dominio de esta funcién es la bola cerrada unitaria en el plano, centrada en el origen
Dom(f) =B1(0) = {(x,y) € R : 2 +32 < 1}.

Si miramos las curvas de nivel, z = cte, debe ser z > 0 pues z estd igualado a una raiz cuadrada. Es decir el
grafico esta por sobre el piso. Ademas como z% =1-x>—y’ setienex? +y>=1— z(z) lo que nos indica que
debe ser zg < 1. Las curvas de nivel son circunferencias como se puede observar, pero podemos decir mas:
como x* +y* +z3 = 1, esto nos dice que

[1Cx,y,20) |1 = 1.

Entonces los puntos estan sobre la cdscara de la esfera unitaria centrada en el origen. Pero es sélo el casquete
superior, pues z debe ser positivo. El grafico de f es entonces una media esfera

2

Pensemos qué pasa si nos movemos a lo largo de una trayectoria en la esfera. Si en algiin momento la
fuerza que nos sostiene atados a la superficie se rompe, lo que ocurriria es que saldriamos disparados en
linea recta, en forma tangente a la esfera (;es esto intuitivo?). Pero dado un punto P en la esfera, hay muchas
direcciones tangentes. Se puede ver que forman un plano, que se denomina plano tangente

las rectas tangentes a la semi-esfera,
en un punto dado, forman un plano

Ahora tomemos g(x,y) = y/x%+y2. Las curvas de nivel son nuevamente circunferencias, €l grafico
s6lo existe para z > 0. Cortando con los planos x = 0 e y = 0 se obtienen las ecuaciones z = |y|, z = |x|
respectivamente. Estamos en presencia de un cono, como ya discutimos con anterioridad.
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Si nos movemos en esta superficie cerca de un punto que no sea el vértice, nuevamente direcciones
tangentes forman (al menos eso imaginamos) un plano. Exceptuando el origen. Alli, si uno dibuja algunas
rectas tangentes, lo que observa es nuevamente un cono. Es decir, no hay plano tangente en el origen. Es
mas, si uno mira cuidadosamente una direccidén y ambos sentidos, obtiene distintas rectas como en el caso
de la funcién real médulo f(x) = |x|. De hecho, en el vértice no hay rectas tangentes, ya que, como sabemos,
la funcién f(x) = |x| no tiene derivada en el origen. Dicho de otra manera, las derivadas laterales

tim L0 =0 _, y lim w

x—0t x—0 x—0~ x—0

=-1
no coinciden, por mds que cada una de ellas existe por separado.

Pongamos un poco de precision a estas ideas graficas.

Definicion 3.1.3. SeaV € R",

V=1 Sea f:ACR'— R yP € A° El limite

o FPE1V) — £(P)

t—0 t

(si existe) es la derivada direccional de f en P en la direccion de V. Lo anotamos

of

3 (P) o bien fy(P).

Observemos que fy(P) (si existe) es un nimero real.
(Qué pasd con nuestra intuicion grafica? Es sencillo, bas-
ta recordar el caso n = 1. Alli, la definicidén nos da en el fla) t-mmmmmmmmm
punto x = a un ndmero real que representa la pendiente
de la recta tangente al gréifico de f en el punto (a, f(a)).

a x
La recta tangente la armamos sabiendo la pendiente y el punto por el que pasa. La situacién aqui es

similar. El punto por el que pasa lo tenemos, lo que nos falta es relacionar la derivada direccional 3—{; (P) con
el vector director de la recta.
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Conviene introducir la siguiente notacién. Usaremos (X, x, 1) para denotar al vector de R"*! formado
por el vector X = (x1,x2,+ ,Xx,) € IR" en las primeras n coordenadas, y el nimero x,] en la tltima.

SiP €A%y ||V|| =1, en el dominio de f el vector P+ ¢V se representa asf:

tV

([{ '
\
\ e
N -

Y lo que que estamos haciendo cuando calculamos
fP+1V)—f(P)

es calcular la diferencia de alturas de f segun el siguiente grafico:

Si dividimos por ¢ y hacemos tender ¢ a cero, tendremos la derivada direccional en la direccién de V.
Antes de hacerlo, pensemos cual es la ecuacion paramétrica de las rectas secantes. El punto por el que pasan
todas es P. Y el vector director es, como se observa del gréfico, el vector que une los puntos (P, f(P)) con

(P+1tV,f(P+1V)). Entonces el vector que nos interesa (el vector director de la recta tangente) es
P+tV—P f(P+1V) —f(P)>

o o
iy [P0V, P+ V) = (P P)] = iy (=2 L
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es decir

(w2,

Esta ecuacién, aunque la dedujimos del grafico de una funcién particular, es completamente general, y nos
dice que la recta tangente se arma formando el vector de IR**! dado por V en las primeras n coordenadas y
la derivada direccional (que es un nimero) en la dltima. Es decir su ecuacion paramétrica es

Lpy : (P, f(P)) +A(V, fv(P)).

Observacion 3.1.4. Observemos que en el caso de una funcion f : R — R, dado un punto del dominio
P =a € R hay sélo dos vectores de norma unitaria para considerar, que son el V =1yV = —1. Si usamos

V =1, obtenemos 5
1) - /
%(p) :}%w =f (a),

con lo cual

(v @) = a.r@).

que es el vector que obtuvimos al escribir la recta tangente en forma paramétrica. Mientras que si usamos
V = —1, obtenemos

) t(—1))— —1)—
O g L@t 1= =F@) o fla=n) = (@)
oV 1—0 t 1—0 t
En esta ultima cuenta podemos hacer el cambio de variable t = —h con lo que se obtiene
of fla+h)—f(a) /
=—(P)=1lim ——F—F———~ = — .
5y (F) = lim ~h f(a)

Con lo cual
(v @) = 1-r @)

pero la recta tangente es la misma por ser este iiltimo vector miiltiplo del primero. Esto podriamos haberlo
deducido sin hacer ninguna cuenta, del solo hecho de que si f es derivable entonces hay una sola recta
tangente.

3.1.3. Derivadas parciales

Vamos a denotar con E; (i = 1...n) alos vectores de la base canénica de IR", es decir E; = (1,0,0,---,0),
E, =(0,1,0,---,0),...,E, =(0,0,---,1). Para abreviar, vamos a usar la siguiente notacién.
Definicion 3.1.5. Sea E; € R", f:A CIR" - R, P € A°. La i-ésima derivada parcial de f en P es la derivada

direccional de f en la direccion de E;, y la denotamos ng (P) o bien fy,. Es decir

. f(P+1tE)—f(P)
[ (P) = lim . :
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Es decir, las derivadas parciales son las derivadas en las direcciones de los ejes de coordenadas. Asi, por
ejemplo, si f(x,y) = 3x*> +4yy P =(0,0)
°) 1
—f(0,0) =1im[-3(0+¢1)*+0—0=]1im3¢ = 0,

ox t—0 t t—0

mientras que

) 1
—f(0,0) = lim —[30% + 41 — 0] = lim4 = 4.
ay =0t t—0

Si prestamos atencion a la definicion de derivada direccional, vemos que lo tinico que hacemos es poner un
incremento en la coordenada i-ésima. Por ejemplo si n = 3 y tomamos i = 2, se tiene

af . f(p1,p2+1t,p3) — f(p1,p2,p3)
a_(pl,p27p3)_hm .
y t—0 t

Si llamamos g(y) = f(x,y,z), lo que tenemos es una funcién de una sola variable, y de acuerdo a la definicién
de derivada para funciones g : R — R,
. g(p2+h)—g(p2) _of

/
— |im &2 T o) 2 .
g(p2) lim ’ % (p1,p2,P3)

Es decir que una derivada parcial es simplemente una derivada respecto de una variable dada, que se calcula
haciendo de cuenta que todas las demds variables son constantes. Y podemos calcularla en cualquier punto
usando las reglas generales

Por ejemplo, si f(x,y) = 3x% +4y, entonces g—fi (x,y) = 6x para cualquier (x,y) € IR?, y también g—{, (x,y) =
4,
Hay que hacer la salvedad de que las derivadas existan, y por supuesto, de que los puntos estén en el

dominio. El resultado exacto es el siguiente:

Proposicion 3.1.6. Sea f:ACR" - R, P=(p1,---,pn) € A°. La funcion derivada parcial de f respecto

de x; es la funcion 3Tf que se obtiene de f de la siguiente manera
9 . 1,y pitt,, — L,
af (pla"' 7pn) :llm f(p Di p”) f(p pn)
Xi t—0 P

siempre que el limite exista. Se tiene Dom(%) C A? con inclusion estricta si existe algiin punto donde no
1

exista el limite.

3.2. Plano tangente y Diferencial

En general, la existencia de una derivada parcial nos dice que en una direccién dada, el gréafico es suave.
Pero acercandonos por otras direcciones podria tener saltos, y la funcién podria no ser continua.

Ejemplo 3.2.1. Un ejemplo a tener en cuenta es el siguiente:

s (1) %(0,0)

0 si (x,y) =(0,0)
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Afirmo que existen todas las derivadas direccionales de f en el origen. Tomamos V = (v{,v2) € R? (con
V|| = 1),y sivy =0 calculamos
fvim) = f0,0) 1 v w7

h’m = ﬁ’n _—_ —
=0 t =01 220 +1v3) 3w

En particular (con V = (0,1)) se tiene f,(0,0) = 0. Falta calcular f,(0,0), que también da cero puesto que
0
-=0.
t

£0,0) = 1im L0 = 70,0)

= lim
t—0 t t—

0
Sin embargo, f no es continua en (0,0) pues si consideramos o(t) = (t,t?), entonces

1212 1
limfoo(r) =lim —— = = #0.
1—0 —0t 14 2

(Coémo podemos recuperar la idea de que una funcién derivable es una funcién suave, en particular
continua? El dltimo ejemplo es desalentador ya que contradice la intuicidn, al existir en este caso todas las
derivadas direccionales, pero no ser esto garantia de continuidad.

Lo que haremos serd recurrir a la idea de aproximacion lineal. Para ello, supongamos que tenemos una
funcién f : R” — R para la cual existen todas sus derivadas parciales. Lo que nos tenemos que preguntar es
si estas derivadas forman un hiperplano en IR"*!, y si este plano aproxima a la funcién.

El plano en cuestion que queremos considerar es, dado P € A?, el plano generado por todas las derivadas
parciales. Es decir el plano en R"*! que pasa por el punto (P, f(P)) y estd generado por los siguientes n
vectores de R":

{(El:fxl (P)) T (Eithn(P))}'

(Cudl es la ecuacion de este plano, que como dijimos es un hiperplano en IR"?

Recordemos que para dar un hiperplano de R"*!, basta con dar una ecuacién
(NY-0)=0

donde N, Q € R"*! estan fijos. Esta ecuacién nos dice que el plano tiene normal N y pasa por el punto Q.

Observemos que si ponemos Np = (fy, (P), fx, (P),"** , fx, (P),—1) € R"*! como normal del plano, esta
es perpendicular a todos los vectores generados por las derivadas parciales, pues

<NP,(Eiafx,'(P))> = ((fxl (P)afxz(P)a“' ,fx,,(P),_l) ; (O, 7071707"' ,O,fxi(P)»
fx,-(P) _fx,-(P) =0.

Entonces la ecuacién del plano debe ser

Ty : (Np, (X = Pxust — £(P))) =0

pues este plano tiene normal Np y pasa por (P, f(P)) = (p1,---,pn, f(P)) € R™ 1.
Despejando se obtiene la ecuacién
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Ip : xpt1 = f(P) + fr, (P)(x1 — p1) + fro (P)(x2 — p2) + - - + f2, (P) (X — Pn).

Asi por ejemplo si f(x,y) = v/x% +y2, como

Y

fe(x,y) = \/x%Tyz y flx,y) = \/TTyQ’

dado P = (xg,y0) # (0,0) se tiene

(3.2)

X
Mp:z= \/xé+yé+70(x—xo)+y70(y—yo)-
VA + VA Y0
Por ejemplo si tomamos P = (3,4) entonces f(P) =5 con lo cual
3 4
Ilp ZZ:5+§(X—3)+§()7—4),

esdecirz:5+%x+%y—%—ls—6:%x+%y—5010queeslomismo

Ip :3x+4y—5z=25.

(Qué pasa en el vértice, es decir, en P = (0,0)? Se tiene f(P) = 0, y las férmulas (3.2) de las derivadas
parciales alli no tienen sentido, pero cuidado que eso no quiere decir que no existan. Las intentamos calcular

usando la definicion |
t
£:(0,0) = lim ~ (\/12 02— 0) —1im
=0t t—0 t

que no existe y lo mismo ocurre con f,(0,0). Por lo tanto en este caso no hay plano en el vértice del cono,
lo cual nos devuelve un poco de la intuicién que queremos desarrollar.

Veamos ahora lo que ocurre con el Ejemplo 3.2.1 de mas arriba. Como vimos, f no es continua en el
origen. Sin embargo, existian todas las derivadas direccionales y en particular

of of
(0)=0, y ==(0)=0
ox dy

Con esto, el plano tangente en (0,0) tiene ecuacién

z—0=0(x—0)4+0(y—0)

pues f(0,0) = 0. Es decir, hay un plano, y es el plano z = 0. ;Cémo puede ser, si vimos que f no era
continua?

Lo que veremos es que el problema aqui no es que no haya un plano en P, sino que este plano no
aproxima suficientemente bien a la funcién cerca de P.
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Lo que vamos a pedir es que la distancia entre este plano I'lp y la funcién f no solamente tienda a cero
(lo cual siempre que haya plano ocurre, puesto que el plano y la funcién se tocan en el punto (P, f(P)) y
alli la distancia es cero), sino que la distancia d = d(X) entre ambos como se indica en la figura,

tienda a cero mas rapido que la distancia entre X y P. Es decir, llamando ITp a una parametrizacién del
plano tangente, vamos a pedir que si X — P, entonces

dist(ITp(X), f(X))

0.
disi(X,P)

Cuando esto ocurra diremos que f es diferenciable en P. Recordemos que los puntos del plano tangente (si
el plano existe) verifican la ecuacién

Xnt1 = f(P) + fo (P)(x1 = p1) + -+ + fo,(P) (¥ = ).

Veamos la definicion precisa.

Definicion 3.2.2. Sea f:A CR" — IR, P € A°. Si existen las derivadas parciales de f en P, decimos que f
es diferenciable en P si

[f(X) = f(P) = fy (P)(x1 = p1) = -+ = fo (P) (on = )|

Iim =0.
X—P [|1X — P||
En ese caso a la funcion (x1,--+ ,xp) = fx,(P)x1 + -+ + fx, (P)x, la denominamos diferencial de f en Py

la anotamos D fp.

Si A es abierto y f es diferenciable en todos los puntos de A, entonces decimos que f es diferenciable
enA.
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Veamos algunos ejemplos. Volvamos al dltimo que nos desconcertaba. El plano tangente en P = (0,0)
estaba dado por la ecuacion z = 0. Entonces para que f sea diferenciable en P el siguiente limite deberia dar
cero.

| )C2y _O_0| )C2y

2
. 1y 1y X’y
1m

= lim ——= Ilim .
() =00) /(x—=0)2+ (y—0)2  (x3)=(00) \/x2+y2  (x)=(0,0) (x* 4+y2)\/x2 42

Pero tomando o(r) = (z,), con ¢ > 0 (o lo que es lo mismo, tomando y = x, es decir aproximdndonos al
origen por la diagonal del primer cuadrante) se tiene

2t 3 1

1
Iim ———— = lim ————— = Ilim =—=0.
=07 (2212 =0t 22+ DV2]| =0t (124 1)V2 V2

Es decir, el limite no puede ser cero. Con lo cual, de acuerdo a nuestra definicién, la funcién f no es
diferenciable en el origen.

.

Veamos otro ejemplo. Si tomamos f(x,y) = x> +y? (el paraboloide), las derivadas parciales son f; (x,y) =
2x, fy(x,y) = 2y. Con lo cual las dos derivadas parciales en el origen existen y son nulas. Entonces el plano
tangente en el origen es el plano z = 0. Calculamos

s

[* +y*—0—0] R4y
Ifm = lim ———= m  \/x2+y2=0,
(5)=00) \/(x=0)2+ (y—0)2  (x)=(00) \/x2+y2  (x)=(0,0)

lo que confirma nuestra intuicion, pues en este caso la funcion si es diferenciable en el origen.

—_—
=y

Observacion 3.2.3. Algunas observaciones y definiciones titiles.

1. Una condicion necesaria para que f sea diferenciable en P es que existan las derivadas parciales de
f en P. Sin embargo esto no es suficiente, como vimos.

2. Al vector formado por las n derivadas parciales de f en P lo llamamos gradiente de f en P, y lo
denotamos V fp (se lee “nabla” de f). Es decir

Vfp= (fxl (P)v"' :fxn(P))-

3. La diferencial de f en P (si f es diferenciable) es una transformacion lineal de R" en R, pues segiin
la definicion

Dfp(Y)=(Vfp,Y)= Y fu(P)y:

i=l...n

4. La ecuacion del plano tangente a f en P es
Xni1 = f(P)+(Vfp,X = P).
5. Se tiene, por la desigualdad de Cauchy-Schwarz,

IDfp(X)| = [(Vfp, X)| <[V /RIIIX]|. (3.3)
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6. Asimismo, con esta notacion, f es diferenciable en P si'y solo si

o V=P - x =P
X—P [|X — P||

7. Si f es diferenciable en P se puede escribir la condicion equivalente

o U =) =Dfpx —P)| _,
X—P [|X — P||

Con la definicidn correcta recuperamos la propiedad “si es derivable es continua”, como muestra la
siguiente

Proposicion 3.2.4. Sea f :ACR" — R, P € A°. Si f es diferenciable en P entonces f es continua en P.

Demostracion. Se tiene

|f(X) = f(P)] |f(X) = f(P) = Dfp(X = P)| +|Dfp(X — P)|

<
< fX) = F(P)=Dfe(X = P)[+[IV/plllIX — P,

donde en el dltimo término usamos la desigualdad (3.3). Si en el primer sumando multiplicamos y dividimos
por ||X — P||, se obtiene

[f(X) = f(P) = Dfp(X — P)

|
1X =Pl +[IV/ell[IX = P]|.
1X =P

If(X)=f(P)| <

Tanto el primero como el segundo sumando de la derecha tienden a cero cuando X — P, con lo cual se
obtiene limy_,p f(X) = f(P), es decir, f es continua en P. O

3.2.1. Unicidad de la diferencial

El siguiente teorema tiene su utilidad para probar propiedades generales. Recordemos primero que una
transformacion lineal 7 : R* — IR” es una funcién que verifica que si o, € R, X, Y € R" entonces

T(aX +PBY) =al (X)+BT(Y).
En particular, toda tranformacién lineal 7 : IR* — R tiene la expresion
T(x1,--+ ,xp) = vix] +vaxp + -+ vpxy
para alguna n-upla de nimeros reales fija (vq,- - - ,v,). Equivalentemente, existe un vector V € R" tal que
T(X)=(V,X) paratodo X € R",
y cada coordenada de V se puede recuperar aplicdndole T al vector E; de la base canénica, es decir
vi =T(E;).

Con estas herramientas estamos en condiciones de enunciar el teorema de unicidad.
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Teorema 3.2.5. Sea f:A CIR" = R, P € A°. Si existe una transformacion lineal Tp : R" — R tal que

o OO = (P) = To(x — P)
X—P [|IX — P||

=0,
entonces

1. Existen todas las derivadas direccionales de f en P, y vale

a

%(P) =Tp(V) paratodoV € R", ||V] = 1.

2. En particular existen todas las derivadas parciales de f, se tiene f.,(P) = Tp(E;) y la transformacion
Tp es tinica.

3. Setiene Tp(X) = Dfp(X) = (Vfp,X) paratodo X € R", y f es diferenciable en P. En particular,

of

W(P) = (Vfp,V)=Dfp(V) si f es diferenciable en P.

Demostracion. Veamos que existen todas las derivadas direccionales, tomemos V € R” tal que ||V]| = 1. Si
existe el limite del enunciado, existe en particular el limite componiendo con cualquier curva que tenga limite
P. En particular, si ponemos X = P +1tV (con ¢ suficientemente chico para que X € A), se tiene X — P =1tV
con lo cual ||X — P|| = [¢|. Entonces

lim f(P+th) —f(P) _ 7,(V)| = lim [f(P+1V) —|J;|(P) —Tp(tV)|

=0.

HesV)-AP) _ g,

Ademds, como Tp(E;) = f,(P) vale para todos los E;, y una transformacion lineal queda determinada
por su valor en una base de R, se deduce que Tp(X) = (V fp,X).

Esto prueba que fy (P) = lim,— (V). En particular existen todas las derivadas parciales.

La unicidad de Tp se desprende de que si hay otra transformacion lineal Sp que verifique la condicién
del limite, entonces también va a cumplir Sp(X) = (V fp,X).

Lo que se afirma en 3. es, en primer lugar, que

i LX) = 1(P) = (V1 X = P)

=0.
X—P [|X — P||

Pero esto es evidente pues (Vfp,X — Py = Tp(X — P) por lo que dijimos recién, y el limite da cero por
hipétesis del teorema. También es evidente entonces que Tp = D fp. o

Hay que observar que reemplazamos la idea geométrica de plano tangente por la idea de aproximacion
lineal, y vimos que ambas nociones son equivalentes. Es decir, una funcién es diferenciable si y sélo si
se puede aproximar bien con un transformacién lineal, y esta transformacion representa, en términos de
graficos, al plano tangente que aproxima bien al grafico de la funcién.
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Observacion 3.2.6. Si f es diferenciable en P, entonces tomando V de norma unitaria se tiene

Fv(P)=(Vip,V) < (Vie, VI < IVARIIVIE =1V /e,

lo que nos muestra que la derivada direccional a lo sumo vale ||V fp||. Y por otro lado, si V fp # O, poniendo
Vp = % se tiene
Ve
Tve = (Vfp,Vp) = (V/p, V—> =|IV/ell
VARl

lo que muestra que este mdximo siempre se alcanza.
Esto nos dice que Vfp es la direccion de mayor crecimiento de f en P.

Ejemplo 3.2.7. Consideremos la funcion f(x,y) = \/1—x2 —y2 con dominio en el disco unitario
Dom(f) ={(x,y) : ¥ +y* < 1}.

En esta discusion vamos a excluir los bordes para hablar de derivadas. Es decir, vamos a considerar X =
(x,¥) € B1(0,0). Recordemos que el grdfico de f es el casquete superior de la esfera unitaria, pues de la
ecuacion z = f(x,y) se despejax* +y* + 7> = 1.

El gradiente de f se calcula facilmente:

_ —X —y _ 1 _
fo_<\/1—x2—y2’\/1—x2—y2>_ Ty () = Ay X.

Es decir, el gradiente de f en X es un miiltiplo negativo del vector X. Si miramos el grdfico de f desde el
costado y desde arriba,

vista superior de Gr(f)
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observamos que, parados en el punto X € Dom(f), la direccién de mayor crecimiento es aquella que nos
lleva al polo norte. En la vista superior del grdfico, podemos observar que lo que hay que hacer es caminar,
Jjustamente (empezando en X ), en la direccion contraria del vector X que es la que nos lleva hacia el centro
del dominio y por lo tanto al punto mds alto si caminamos por la esfera.

3.2.2. Algebra de funciones diferenciables

Se tienen las propiedades habituales de las derivadas. La primera es que la diferencial de una funcién
constante (en cualquier punto) es la transformacién lineal nula.

Observacion 3.2.8. Seac € Ry f: R" — R la funcion constante f(X) = c. Entonces f es diferenciable en
R" y Dfp(X) =0 para todo P € R" y todo X € R". Esto se deduce de

o OO =7 =0 _ 0

= lim —— =0.
XP [|X — P|| X—P || X —PJ|

y el Teorema 3.2.5.

Dadas dos funciones f, g, nos interesan los puntos del interior de la interseccién de los dominios. Para
simplificar consideramos que tienen el mismo dominio, y que es un conjunto abierto (lo que se consigue,
como dijimos, tomando el interior de la interseccion de los dominios correspondientes).

Teorema 3.2.9. Sean f,g: A CR" = R, con A abierto. SiP € A, y f,g son diferenciables en P, entonces
1. La suma f + g es diferenciable en A y se tiene la férmula
D(f+g)p(X) =Dfp(X) + Dgp(X).
2. El producto fg es diferenciable en A, y se tiene

D(fg)p(X) =Dfp(X)g(P) + f(P)Dgp(X).
En particular si A € R,
D(Af)p(X) = ADfp(X).
3. El conjunto A — Cy(g) es abierto, alli el cociente f g es diferenciable y se tiene
_ Dfp(X)s(P) = f(P)Dgp(X)
g(P)? '

Demostracion. Veamos 1. Ciertamente si f, g son diferenciables existen Df,, y Dg,. Como Tp : X +— Df,(X) +
Dgp(X) es una transformacién lineal de IR” en IR, por el Teorema 3.2.5, s6lo hay que ver que
[(f +8)(X) = (f + 8)(P) = (Dfy + Dgp) (X — P)|

lim =0,
XoP [|IX —P||

D(f/g)r(X)

pues esto probaria que la suma es diferenciable y su diferencial es la propuesta. Entonces

[/ (X) = f(P) +8(X) —g(P) —Dfy(X = P) —Dgp(X — P)| _
1X =P -
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[f(X) = f(P) =Dfp(X = P)| | [¢(X)—g(P)—Dgr(X —P)|
- 1X =Pl 1X =Pl

Los ultimos dos sumandos tienden a cero por hipétesis cuando X — P, lo que prueba que el primer término
de la desiguldad tiende a cero, como queriamos.

Ahora veamos 2. Usamos la misma idea (el Teorema 3.2.5). Observemos que, para cada P € A,
Tp: X — Dfp(X)g(P) + f(P)Dgp(X)

es una transformacién lineal de IR” en IR, pues f(P),g(P) € R estdn fijos. Entonces, evaluando 7p en X — P,
sumamos y restamos f(X)g(P) para obtener

|f8(X) = f8(P) = Dfp(X — P)g(P) — f(P)Dgp(X = P)| <
< f(X)g(X) - f(X)g(P) — f(P)Dgp(X — P)|
+1f(X)g(P) — f(P)g(P) —g(P)Dfp(X — P)|.
Para terminar la demostracién de 2., veamos que cada uno de estos dos sumandos (divididos por [|X — PJ|)

tiende a cero cuando X — P. En el primer caso, sumando y restando f(X)Dgp(X — P), este término es menor
o igual que

[f(X)g(X) — f(X)g(P) = f(X)Dgp(X = P)| | |/(X)Dgp(X —P) — f(P)Dgr(X —P)| _
1X =Pl 1X =Pl

_ f@llgX) —g(P) —Dgp(X = P)| | |f(X) — f(P)||Dgp(X — P)|
1X — Pl 1X =Pl '

En el primer término, se tiene que existe M > 0 tal que |f(X)| < M si ||X — P|| < & pues f es continua por
ser diferenciable (y toda funcién continua en un compacto alcanza maximo y minimo). Y entonces

[SX)ls(X) —(P) — Dgp(X —P)| _, |8(X) —g(P) — Dgp(X —P)|
1X =Pl - 1X =Pl

—+x-p 0

por ser g diferenciable. En el segundo término, como g es diferenciable se tiene |Dgp(X — P)| < ||Vgp||[|X —
P|| por la desigualdad de C-S (ver el item 5. de la Observacién 3.2.3). En consecuencia,

[f(X) = f(P)||Dgp(X — P)|
[1X =P

< X) = s P)lIVerll =x-p 0

por ser f continua en P.

Por ultimo, veamos la afirmacién 3. sobre el cociente. Que A —Cp(g) = {X € A : g(X) = 0} es abierto
se deduce de lo siguiente: si X € A — Cp(g), entonces g(X) > 0 6 g(X) < 0. Pero entonces existe una bola
abierta B alrededor de X, contenida en A, donde g no se anula, por ser g continua. Es decir B C Co(g) NA,
que es lo que queriamos probar.

Ahora hay que observar una vez mas que la transformacién propuesta

Dfp(X)g(P) — f(P)Dgr(X)

Tp: X —
g(P)?
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es lineal en X. Usamos nuevamente el Teorema 3.2.5, tenemos que ver que la siguiente expresion tiende a
cero cuando X — P:

—

|5 — 45 —Te(X = P)|

X =P

Observemos que esta expresion estd bien definida en un entorno 0 < ||X — P|| < r, pues g, como es diferen-
ciable, es continua, y como |g(P)| > 0 existe un entorno digamos B, (P) donde |g(X)| > ¢ > 0.

Sigamos con la prueba de que el cociente es diferenciable. Si reescribimos la expresion de arriba, obte-

nemos
1 [f(X)g(P) — f(P)g(X) —g(X)g(P)Tp(X — P)|
lg(X)1lg(P)] 1X =Pl
Segtin dijimos, m < % asi que no es un problema si queremos ver que esta expresion tiende a cero. Si
escribimos la expresion de Tp propuesta (evaluada ahora en X — P), se obtiene (omitiendo el término inicial

m que estd acotado)

| X)8(P) = F(Pg(x) — g(x)g(P) P TIDED|
=7l )

1 |f(X)s(P)* — f(P)g(P)g(X) — g(X) (Dfp(X — P)g(P) — f(P)Dgr(X — P))|
s(P)I? 1X =P '

Un vez mds omitimos el primer término m pues estd acotado y lo Unico que queremos ver es que esta

expresion tiende a cero cuando X — P. Si distribuimos g(X) en los diferenciales, tenemos

[f(X)g(P)* — f(P)g(P)g(X) — g(X)g(P)Dfp(X — P) +8(X)f(P)Dgp(X — P)|
1X —P|

Sumamos y restamos tres cantidades: f(P)g(P)?, g(P)*Dfp(X — P), f(P)g(P)Dgp(X — P). Usando la de-
sigualdad triangular y agrupando convenientemente, queda la suma de las siguientes cuatro expresiones

1. 8(P)PIf (X)~f(P)=Dfp(X~P)|

—P| .

o LSP)ls(P)llg(X)—g(P)~Dgp(X-P)]
' [X—Pl ’

3. [sP)lgX)=g(P)IDfp(X~P)]
' [X—Pll '

4. V@)llgX) (P}))HDS’P(X_P)l

-8
[X—Pl ’

Las dos primeras tienden a cero por ser f,g diferenciables en P. En las dos ultimas, por la desigualdad de
C-S, se tiene |Dfp(X — P)| < ||Vfp||||X — P|| y lo mismo para g. Con esto, cancelamos el denominador en
ambas expresiones, y como g es continua en P (por ser diferenciable), también tienden a cero las dos tltimas
expresiones. o
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3.2.3. Repaso de los teoremas en una variable
Recordemos aqui tres teoremas clasicos de funciones en una variable, que nos seran de gran utilidad.

Teorema 3.2.10. Sea f : [a,b] - R.

1. (Fermat). Si f es derivable en c € (a,b), y c es un extremo local de f, entonces f'(c) = 0.

2. (Rolle). Si f es continua en [a, b, derivable en (a,b), y ademds f(a) = f(b), entonces existe ¢ € (a,b)
tal que f'(c) = 0.

3. (Lagrange). Si f es continua en [a,b] y derivable en (a,b) entonces existe ¢ € (a,b) tal que

oy Jb)=fla)
f(c)—ﬁ-

Demostracion. Fermat: supongamos que ¢ es un maximo local de f. Entonces existe € > 0 tal que si x €
(c —¢&,c+¢), se verifica f(x) < f(c). La demostracién se deduce del siguiente dibujo, mirando las rectas
secantes que aproximan a la tangente:

i recta secante para x < ¢ recta secante para x > ¢

o e

c+h(h<0) c+h(h>0) X

Calculemos f’(c) usando la definicién, con los limites laterales. Por la izquierda se tiene

LSt )
h—0~ h -
pues f(c+h) — f(c) <0y h < 0. Por la derecha,
LTt —f©) _,
h—0t h -

pues el numerador sigue siendo negativo pero ahora el denominador es positivo. Como ambos laterales deben
ser iguales a f’(c), la tinica posibilidad es f'(c) = 0.

Rolle: Si f es continua en [a, b], como este conjunto es compacto, f alcanza su maximo y su minimo alli.
Si el médximo y el minimo son iguales, f es constante y por ende su derivada es nula en todo (a,b). Si son
distintos, como f(a) = f(b), alguno de los dos se alcanza en el interior, digamos ¢ € (a,b) es un extremo de
f. Pero entonces, por Fermat, f'(c) = 0.
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Lagrange: Consideramos la siguiente funcidn auxiliar, que es laresta entre /'y larecta L que une (a, f(a))

con (b, f(b)): g(x) = f(x) — L(x).

Entonces como la recta y f se tocan en a y b, se tiene g(a) = g(b) = 0. Por otro lado, g verifica las
otras hipétesis del teorema de Rolle pues f las verifica y L es una recta, y por ende existe ¢ € (a,b) tal
que g'(c) = 0. Pero g'(x) = f'(x) — m, donde m es la pendiente de la recta L. Evaluando en c, se obtiene
f'(c) = m. Pero si la recta pasa por los puntos dados, su pendiente m se calcula como m = Ay/Ax, que es

exactamente
_ f(b) = f(a)
~ b—a
O

Por dltimo, veamos como se puede deducir la regla de L'Hospital a partir del teorema del valor medio.
Antes vamos a enunciar un resultado técnico con ese sélo proposito.

Proposicion 3.2.11 (Cauchy). Si f, g son continuas en [a,b] y derivables en (a,b) entonces existe ¢ € (a,b)
tal que

Luego, existe ¢ € (a,b) tal que A'(c) = 0. Reemplazando en la ecuacién de i’ y despejando se obtiene la
conclusion. 0

Es importante observar que las derivadas en el teorema de Cauchy estdn evaluadas en el mismo punto
c € (a,b).

Cuando g(b) = g(a), f(b) = f(a), el resultado anterior tiene la siguiente interpretacién geométrica: consi-
deremos la curva en el plano dada por () = (f(¢),g(t)), y sus extremos P = (f(a),g(a)), O = (f(b),g(b)).
Entonces o' (z) = (f'(z),g'(t)) es el vector velocidad de la curva.
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Supongamos que no hay ningin punto
donde se anule esta velocidad en (a,b). En-
tonces de la expresion

se deduce que en el punto ¢ también se tie-
ne g'(c) # 0. Esto es porque en el caso con-
tario tendriamos o/ (c) = O, lo cual es ab-
surdo.

Luego podemos escribir
£'(©) _ f(b)~ fla)
g'c) gb)—gla)
Esta expresion nos dice que hay algiin punto R = o(c) en la curva, donde la recta tangente a la misma es
paralela al vector que une los extremos P y Q, segtn indica la figura, puesto que la pendiente de la recta

!
generada por el vector o' (c) es exactamente g 7 8 .

Ahora enunciamos la regla de L’Hospital para calcular limites.

Proposicion 3.2.12 (L'Hospital). Sean f,g funciones derivables en un entorno del punto x = a (exceptuando
tal vez el mismo punto x = a). Supongamos que g'(x) # 0 para todo x # a, y que

Iim f(x) = lim g(x) = 0.

Si existe el limite

!
im? ™ _
x—a g'(x)
entonces existe el limite de f g y coincide con el de las derivadas, es decir
Iim @ =L
x—a g(x)

Demostracion. Primero observemos que podemos extender a las funciones f, g al punto x = a como f(a) =
g(a) =0, y quedan continuas por la hipétesis. Analicemos un limite lateral, el otro se calcula en forma
idéntica. Como f, g eran derivables en un entorno de a, existe 8 > 0 tal que tanto f como g son continuas en
[a,a+ 8] y derivables en (a,a + delta). Afirmo que g no se anula en (a,a + d): en efecto, si se anulara, por el
teorema de Rolle aplicado a g en el intervalo [a,a + 8] tendria que anularse g’ en (a,a + ), contradiciendo
la hipétesis g'(x) = 0. Tomemos x € (a,a + 8), y apliquemos el teorema de Cauchy en [a,x] para obtener que
existe ¢ € (a,x) donde

o) _ f)—fla) _ [

g'c)  glx)—gla) glx)
Si hacemos tender x — a™, se deduce que ¢ — a™ también con lo cual la expresién de la izquierda tiende a
L por hipétesis. Luego la expresion de la derecha también tiende a L. o

Se pueden deducir de aqui (pero no lo haremos) los corolarios habituales que nos permiten calcular
limites cuando x — oo, y cuando f,g — oo.
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3.2.4. Criterio de diferenciabilidad

Necesitamos algun criterio efectivo para ver si una funcién es diferenciable en un punto o no. Vamos
a denotar un punto genérico de IR? como P = (a,b), y otro punto cercano a P como X = (a +h,b+ k).
Aqui h,k denotan los incrementos en x e y respectivamente, y X — P = (h,k).

Dada f : R> — IR, observemos que si las dos derivadas parciales de f existen en todas partes, entonces
por el teorema de Lagrange en una variable, existen c entre a y a + h, d entre b 'y b + k, tales que

fla+hb+k)— f(a,b) = fla+hb+k)— fla,b+k)+ f(a,b+k)— f(a,b)
of of
ox dy

(¢,b+k)h+ = (a,d)k.

En efecto, las funciones reales x — f(x,b+k) e y = f(a,y) son derivables, con lo cual se puede aplicar el

teorema. Volviendo a la ecuacion de arriba, tenemos

fla+hb+k)—f(a,b) = (Vfap),(@a+h—ab+k—b)) =

(Lo rn-Lan)ns (Liaa-Lan)x

Luego, como |h| < ||(h,k)|| = ||(a+ h,b+k) — (a,b)]|| (y lo mismo ocurre con

|f(a+hab+k)_f(aab)_<Vf(a,b)7(a+h_aab+k_b)>|
lI(@+h,b+k) = (a,b)]] -

(c, b—l—k)—a—f(a,b)‘—l— g—f(a,d)—a—f(a,b)‘.
y dy

ox

af
ox

Si las derivadas parciales de f fueran continuas, haciendo tender 2,k — 0 tendriamos que el tltimo término
tiende a cero, con lo cual el primer término también. Pero esto dltimo es exactamente lo que debe ocurrir
para que f sea diferenciable en P = (a,b).

Resumiendo, hemos probado el siguiente teorema, que resulta un criterio ttil para ver si una funcién
es diferenciable en un punto. Observemos que las condiciones son suficientes pero no necesarias (ver el
Ejemplo 3.2.16).

Teorema 3.2.13. Sea f : A C R?> — IR con A abierto, y sea P € A. Si las dos derivadas parciales de f existen
en un entorno de P, y ambas son continuas alli, entonces f es diferenciable en P.

El criterio en su forma general se enuncia de la siguiente manera, y tiene una prueba similar que omiti-
mos:

Teorema 3.2.14. Si A C IR" es abierto, todas las derivadas parciales de una funcion f : A — R existen en
A, y todas las derivadas parciales son continuas en A, entonces f es diferenciable en A.

Es decir, basta chequear la continuidad de las n derivadas parciales de f. Se puede pedir un poquito
menos, ver la NOTA I del final del capitulo.
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Ejemplo 3.2.15. Tomemos f(x,y,z) = %

Dom(f) = {(x,2) :x > 0}.

, con dominio

Entonces es mds o menos evidente que todas las derivadas parciales de f existen y son funciones continuas
en todo el dominio, con lo cual se deduce que f es diferenciable en todo su dominio. ; Se imaginan probando
a mano, en cada punto del dominio, que f es diferenciable?

Otro ejemplo, para pensar:

Ejemplo 3.2.16. Tomemos f : R> — R dada por

) = xysen(ﬁ) si (x,y)=(0,0)
Jeo) { 0 s () =(0,0)

Entonces queda como ejercicio ver que

1. £:(0,0) = £,(0,0) =0.

lim |f(x7y)_0|

. ~————— =0 (o sea f es diferenciable en el origen).
() =00 (Il

3. Ninguna de las dos derivadas parciales es continua en el origen.

3.2.5. Funciones F : R* — R"

En general, dadas dos bases de IR” y IR” respectivamente, una transformacioén lineal 7 : R" — IR” se
representa como una matriz M de n x m, donde las columnas de M se calculan haciendo T (E;) coni=1..n.
Esta matriz actda sobre vectores columna de la manera usual.

Podemos extender la nocién de diferenciabilidad a funciones a valores vectoriales asi:

Definicion 3.2.17. Sea F : A CR" - R™, sea P € A°. Si Tp : R" — IR" es una transformacion lineal que
verifica
L IF) — F(P) = Tp(x — P)|

=0
X—P [|X — P||

entonces decimos que F es diferenciable en P. A la transformacion lineal la llamamos diferencial de F en
P, y la anotamos DFp.

Entonces extendimos la idea de diferenciabilidad a funciones a valores en IR”™ usando la nocién de
aproximacion lineal.

Observacion 3.2.18. Una tal funcion se escribe como F = (f1,---, fm) donde f; : A — R. Ademds, la i-
ésima coordenada del vector Tp(X — P) se obtiene (si pensamos a la transformacion lineal como matriz)
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haciendo el producto escalar de la i-ésima fila de Tp con X — P.

(Te)1n (Tp)1z ... (Tp)n X1 —p1

(TP)mn Xm — Pm

Como el limite existe y da cero si'y solo si existe el limite en cada coordenaday da cero, se deduce que F es
diferenciable en P si y solo si cada f; es diferenciable en P. Ademds, si usamos la notacion

3

axj'

para denotar la derivada j de la funcion i, se tiene que la diferencial de F es la matriz que se obtiene
poniendo como filas los gradientes de las f;, es decir

Uhpy dp) ... Up
Vfl (P) Bxl( ) axz( ) an( )

e S Y O
Yl L W)

Observemos que se puede recuperar cada coordenada usando la base canonica:

9fi

L (P) = (DEp(E)), ).
J

También es importante observar que, si F es diferenciable en Py V € R", entonces poniendo o(t) = P+1tV

se tiene
F(P+tV)—F(P)— DFp(t F(P+tV)—F(P
o i IFP+1V) —F(P)=DEV)I| _ || F(P+1V) = F(P) ‘
-0 It] =0

— DFp(V)

lo que prueba que
F(P+tV)—-F(P
DE(V) = lim EEFV) = F(P),

t—0 t

para cualquier V € R".

De lo ya probado se deduce el criterio siguiente:

Teorema 3.2.19. Sea F : A C R" — R, con A abierto y P € A. Si existen todas las derivadas parciales de
F en un entorno de Py son todas continuas en P, entonces F es diferenciable en P.
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Observacion 3.2.20. Por supuesto que la suma de funciones diferenciables es diferenciable como vimos.
Para funciones a valores vectoriales, digamos G,H : A C R" — R", tiene también sentido considerar su
producto escalar

F(X) = (G(X),H(X))

que es una funcion diferenciable F : A — R a valores reales, por ser suma 'y producto de funciones diferen-
ciables. Ademds se tiene

o FE+X)-FPF) 1 (G(P+1X),H(P+1X)) — (G(P),H(P))]

t—0 t t—0 1

= lim %[(G(P+tX),H(P+tX))—(G(P),H(P+tX)>+
+(G(P),H(P+1X)) - (G(P),H(P))]

— 1im L (G(P+1X) — G(P), H(P+1X)) + %(G(P),H(P%-IX) —H(P)).

t—0t

Esto prueba que
D(G(X),H(X))pV = (DGpV,H(P)) + (G(P),DHpV),

que es una regla fdcil de recordar pues es idéntica a la regla de derivacion de un producto de funciones
reales.

Ya que la diferencial de una funcién la asimilamos a una matriz o transformacion lineal, es bueno saber
como controlar su tamafo. Para eso definiremos una norma en el espacio vectorial de las matrices, y veremos
un par de propiedades ttiles:

Lema 3.2.21. 1. SiT:R" — R" es una transformacion lineal, existe una constante positiva C tal que
ITX|| < C||X|| para todo X € R". A la mds chica de estas constantes la denotaremos ||T ||, y se tiene

17 |le = max{[|TX]] - [|X]| <1}
En particular ||TX || < ||T||||X|| para todo X € R".
2. La funcion || ||« : R*™ — R es una norma, es decir, si T,S € R™™ entonces
a) ||T)lo>0yes||T||o=0siysolosiT=0.

b) |AT ||l = |A|||T || para todo A € R.
) T +Slleo < IT oo + [IS]]oo-
3. Si F:ACR"— IR" es diferenciable en P € A°, existe r > 0 y una constante positiva C, tal que

X € B,(P) implica
I1F(X) = FP)| <GlIX = Pl.
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Demostracion. Veamos 1. Observemos que, como T (X) es en cada coordenada una suma y producto de las
coordenadas de X, se tiene que cada coordenada es continua, y en consecuencia T es continua. Como la
funcién normade R2 en R, Y ||Y||, también es continua, pues

X = 1[I < llX =1,
se tiene que X — ||TX]|| es una funcién continua de IR” en IR. Consideremos la bola cerrada unitaria,
Bi={XeR":|X]| <1}

Es un conjunto compacto pues es cerrado y acotado. Entonces, la funcién X — ||TX|| es acotada en By, y
ademds alcanza maximo y minimo. Pongamos ||T'|| = médxy 5, [|7X||. Entonces, dado cualquier X # O,

X
17 () I <7
IXT

con lo cual como T es lineal se tiene ||TX|| < ||T||»||X|| como querfamos, ademds por como la elegimos es
la mejor cota.

Veamos 2. Que ||T||« es positivo es evidente por que es un méaximo de cantidades positivas. Por otro
lado, si T =0, entonces TX = O para todo X € R", con lo cual ||T||. = 0. Reciprocamente, si ||T||.. =0 es
porque el médximo es cero, y entonces debe ser ||TX|| = 0 para todo X € By, con lo cual TX = 0 para todo
X € B;. Pero entonces, por la linealidad de 7', dado cualquier X # O, se tiene

X
rX = x| (—) —Ix[0=0
Xl

es decir, T es la transformacién lineal nula. Que saca escalares con el médulo es también obvio de la defini-
cioén.

Por tltimo, veamos que verifica la desigualdad triangular. Si S,7 € IR**™, entonces dado X € By,
I(T+ )X = 17X+ SX|| < TX[| + [SX| < NT [l [1X N + IS lX I < [T [loo + [[S]]oo-

Luego el maximo debe ser menor o igual que ||T || + ||S]]o-
Veamos 3. Como F es diferenciable en P, existe una bola B, (P) alrededor de P donde el cociente famoso
es menor que uno. Con esto,
IFX) = F(P)|| _ IF(X) —F(P) —DFp(X —P)|| , [[DFp(X —P)]|
Ix-p|| — X =Pl X =Pl

<1+ ||DFp||w,

siempre que X € B,(P), puesto que DFp es una transformacion lineal. Si ponemos C, = 1 + || DFp||, tenemos
la cota deseada. O

Podemos componer dos funciones, y se tiene la regla de la cadena

Teorema 3.2.22. Sea F:ACR'"—->BCR", yG:B— R¥, con A, B abiertos. Si F es diferenciable en P € A,
y G es diferenciable en Q = F(P) € B, entonces Go F es diferenciable en Py ademds
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D(GOF)P = DGF(p)DFP,

donde el producto denota composicion de transformaciones lineales.

Demostracion. Tenemos que probar que

i IG(F(X) — G(F(P)) — DGoDFp(X — P)|
X=p X P

=0.

Si sumamos y restamos DGo(F (X) — Q), se tiene que la expresién de la izquierda es menor o igual que

IG(F (X)) = G(Q) = DGo(F(X) = Q)l| __ IDGoll-lIF (X) = F(P) = DFp(x = P)]|
X—7] X—P] |

El segundo término ciertamente tiende a cero pues F' es diferenciable en P. Por otro lado, como F es dife-
renciable en P, en particular es continua en P pues cada coordenada de F' es diferenciable y entonces cada
coordenada es continua. Entonces F(X) — Q = F(P) y si en el primer sumando multiplicamos y dividimos
por ||F(X) — Q||, se tiene

IG(F(X)) = G(Q) = DGo(F(X) — Q)| |IF(X) — F(P)]|
1F(X) =2l IxX—=Pl

El ultimo cociente estd acotado por la parte 3. del lema previo, mientras que el primer cociente, como
F(X) — Q. y G es diferenciable en Q, tiende a cero. O

Observacion 3.2.23. Ademds de la propiedad general que establece la regla de la cadena, el teorema tiene
la siguiente aplicacion. Si F = RF — R" dada por F = (fy,-++ , f) la componemos con g : R" — R, entonces
por la regla de la cadena (suponiendo que ambas son diferenciables)

ox; oxy T dxg
3 3 232
D(goF)p = Vgpp)DFp = (a—g,---,a—g> =
x1 *n/FP)| oA s
8x1 sz
S e e e )
_(dgdft dg dfa dg Ify dg dfi dg Ify
o <ax| ox| + dxy 0x1 ot ox, ox; T " Ox1 Oxg ot ox, oxi )’

donde en cada producto el primer factor estd evaluado en F(P), mientras que el segundo estd evaluado en
P.
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En particular, la coordenada i-ésima del gradiente de go F : R* — R (o lo que es lo mismo, la i-ésima
derivada parcial de g o F), para cualquieri=1...k estd dada por

dgoF) _ dg dfi . 989/ _ - 08 9f;

ax,' _a_xlax,- h a_xnax,' _jzlaxj' axi’

expresion en la que hay que recordar que las derivadas de F estdn evaluadas en P, mientras que las de g
estdn evaluadas en F (P).

Hagamos un ejemplo para descifrar la sopa de letras.

Ejemplo 3.2.24. Sea F : R*> — R® dada por
F(uav) = (fl (u,v),fz(u,v),f3 (u,v)) = (MZ - ZV,COS(M) +v+ 3,”‘})'
Sea g : R? — R dada por g(x,y,z) = x*y +sen(zy).
Entonces, si consideramos go F : IR?> — IR, se tiene por ejemplo

AeoF) _2s0i a5k %0
ou  Oxdu OJdyou Oz du’

Tenemos 3 3 3
% oy, i cos(zy)z, 2= cos(zy)y,
ox dy oz
mientras que
%:2u %:—sen(u) a£:v
ou ’ du ’ ou
Con esto, recordando que al componer x = fi(u,v), y = fa(u,v), z= f3(u,v), se tiene
d(goF
(gao ) 2(u? = 2v)(cos(u) +v+3)-2u
u

+ ((u2 —2v)? + cos(uz(cos(u) + v+ 3))uv) - (—sen(u))

+cos(uv(cos(u) +v+3))(cos(u) +v+3) -v.
Observacion 3.2.25. Es habitual usar la notacion x(u,v) en lugar de fi(u,v), asi como y(u,v) en lugar
de f>(u,v), y también z(u,v) en lugar de f3(u,v). Con lo cual se escribe F(u,v) = (x(u,v),y(u,v),z(u,v))

v la formula de la derivada parcial respecto de la primer coordenada de la composicion queda escrita de
manera sugestiva como

eor) _dsos dsdy ogo:
ou  Oxou OJydu Ozou’

lo que permite desarrollar una regla mnemotécnica sencilla para usar la regla de la cadena.
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3.3. Teoremas de Lagrange y Fermat en R”

Supongamos que f es diferenciable. Entonces tiene sentido relacionar f con su diferencial, tal como
hicimos en una variable. El siguiente resultado es la generalizacion del Teorema de Lagrange a varias varia-
bles.

Proposicion 3.3.1. (Lagrange) Sea f : B,(P) C R" — R diferenciable. Entonces para todo Q,R € B,(P)
existe un punto Py en el segmento que une Q con R tal que

Q) —f(R) =(Vip, Q—R).

Demostracion. Consideremos la parametrizacion del segmento que une Q con P, g(t) = R+1¢(Q — R). En-
tonces h(t) = f o g(¢) estd definida en [0, 1], y es diferenciable en (0, 1) por la regla de la cadena. Es mds
h:[0,1] = R es una funcién continua pues f es continua por ser diferenciable. Entonces, por el Teorema
de Lagrange en una variable, existe ¢ € (0,1) tal que h(1) — h(0) = i'(c). Pero por la regla de la cadena,
W' (c) = Dfy(¢)8'(¢) = Dfy(c)(Q — R). Si llamamos Py = g(c), se tiene la afirmacién. O

Observacion 3.3.2. Lo relevante del dominio de f en el teorema previo, no es tanto que sea una bola,
sino que el segmento que une X con Y esté contenido en el dominio. El teorema no es vdlido en abiertos
arbitrarios.

En funciones a valores vectoriales el teorema es falso, como muestra el siguiente contraejemplo.

Ejemplo 3.3.3. Sea F : R — R? la curva dada por F(t) = (t*,t3). Consideremos el intervalo [0,1] en el
dominio de F. Entonces por un lado

F(1)=F(0) = (1,1)

y por otro lado F'(t) = (2t,3t?), con lo cual es evidente que no existe ningiin ¢ € (0,1) que satisfaga
(1,1) = (2¢,3¢%).
Sin embargo, se tiene el siguiente resultado util:
Proposicion 3.3.4. Si G : B,(P) CR" — IR" es diferenciable, y ||DGg|| < M para todo Q € B,(P), se tiene
1G(X) =G| <M||X -]
para todo X,Y € B,(P).

Demostracion. Si G(X) = G(Y) no hay nada que probar. Supongamos que G(X) = G(Y). Tomemos nueva-
mente g(t) =Y +¢(X —Y) el segmento que une X con ¥ en B,(P), pongamos ahora

h(t) = (Gog(t),G(X) = G(Y)).
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Entonces /' (1) = (DG,(&'(t),G(X) — G(Y)), luego por el teorema de Lagrange en R (item 3. del Teorema
3.2.10), existe ¢ € (0,1) tal que
h(1) = h(0) =1 (c)(1 - 0),

lo que nos lleva a la siguiente expresion, escribiendo quienes son hy A':
(G(X)=G(Y),G(X) =G(Y)) = (DGyc(x-1)(X =Y),G(X) = G(Y)).
Es decir
IG(X) = G)II* <IDGy 1 (x—1) (X = V) [l=IG(X) = GY)|| <MIX =Y |G(X) — G(Y)]|-
Como supusimos que G(X) = G(Y), podemos dividir por ||G(X) — G(Y)|| para terminar. O

Y por tltimo, la aplicacién mds concreta para extremos de una funcién, que desarrollaremos con cuidado
mads adelante. Si f : R” — IR, un mdximo local es un punto P tal que

f(P) = f(X)

para todo X en un entorno B,(P) de X. De la misma manera se define un minimo local, y diremos que P es
un extremo local de f si es mdximo o minimo local.

Teorema 3.3.5. (Fermat en R") Sea f : A C R" — IR diferenciable, con A abierto. Supongamos que P € A
es un extremo local de f. Entonces Dfp =V fp = O. Equivalentemente, todas las derivadas parciales de f
se anulan en P.

Demostracion. Supongamos que P es un maximo local de f. Como P € A es un punto interior, podemos su-
poner que existe r > 0 y una bola abierta B,(P) C A tal que f(P) > f(X) paratodo X € B,(P). Consideremos
la funcién auxiliar g(t) = f(P +tE;), donde E; es un vector de la base canénica. Entonces g : (—r,7) = R
es una funcién derivable, que tiene une méximo local en ¢ = 0 pues g(0) = f(P) > f(P+tE;) = g(¢). En
consecuencia, debe ser g'(0) = 0. Pero esta derivada en cero es exactamente (usando la definicion) la deri-
vada parcial i-ésima de f en P. Esto prueba que f,(P) =0, y como i es cualquiera entre 1 y n, se tiene que
el gradiente de f es cero en P. O

3.4. NOTAS

I. Vamos a mostrar aqui que el criterio de diferenciabilidad se puede mejorar. Enunciamos el resultado concreto,
seguido de su prueba.

Sea f:ACR"—= IR, P e A°. Supongamos que
a) Existen todas las derivadas parciales de f en P.
b) De las n derivadas parciales hay n — 1 que existen en un entorno B,(P) de P, y estas n— 1 funciones son
continuas en P.
Entonces f es diferenciable en P.
Como existen todas las derivadas parciales en P, tenemos que probar que

LX)~ £(P)— (V. X~ P)|
X—P [|[X —P||

=0.
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En esta prueba vamos a usar f; para denotar la i-ésima derivada parcial. Para simplificar la prueba vamos a suponer
que la tnica derivada parcial que no estd definida en un entorno de P es la n-ésima (la dltima). Empecemos con
un caso donde las cuentas son més faciles, supongamos primero que P = Oy f(P) = 0. Con esto, lo que hay que
probar es que

f(X) = (Vfo,X)|

Iim =0.

X—0 [1X]|
Observemos que

f(X) = f(xl 3 X2yt 7xn) 7,]‘.(07)627)63’ e 7xn) +f(0ax27x3a e axl’l)- (34)
Dado X = (xy,x2,- - ,X,) fijo, consideremos la funcién auxiliar g (t) = f(¢,x2,- - ,X»). Calculemos g} (¢). Se tiene
! . f(t+h7x27“'7xn)7f(t7x2a'“$xl’l)
t) = lim .
g1() = Jim h

Pero este limite es exactamente la primera derivada parcial de f evaluada en (,xp,---,x,). Es decir, g} (f) =
Sfi1(t,x2,--+ ,xn). Por el Teorema del valor medio de Lagrange, existe ¢; € (0,x) tal que

f(-x17x27"' ,.Xn) _f(07x27"' 7xn) :gl(-xl) _gl(o) :gll (C])(.X] _O) :fl(cla-x27"' 7-xn)x1-
Volviendo a (3.4), nos quedé
j(X) :fl (C],)Cz,"' ,Xn)X] +f(07x27x37"' ,)Cn).

Ahora, con un argumento similar,

f(oax27x37"' 7xn) 7f(0a0ax37"' 7xn)+f(0707x37"' axl’l)
= fz(OaC27x37'“ 7xn)x2 +,f(0707x3a'“ axl’l)a

f(ovx2ax3a e axl’l)

donde ¢; € (0,x) como antes. Seguimos asf hasta la peniltima variable, con lo cual nos queda

FX) = filer,x, - xn)x1 4+ f2(0,02,x3, s xn)xp + -
o fu=1(0,0,-+ epm 1, )01 + £(0,0,0,- - ,0,x),
con ¢; € (0,x;) para todo i = 1...n— 1. Ahora observemos que, como P = O,
(Vfo,X) = fi(O)x1 + fo(O)xa + -+ + fu—1(O)xp—1 + fu(O)xp.
Al restar y agrupar, usamos la desigualdad triangular para obtener
fX)=(Vfo.X)| < |filerxi,xa, e, xn) = fi(O)| ]+

+|fn—l(0707"' acn—lxn—laxn) 7fn—1(®)”xn—l ‘ +
+1£(0,0,0,-+-,0,x,) — f,(O)xn|

Recordemos que |x;| < ||X|| para todo i = 1..n. Luego al dividir por la norma de ||X
queda acotada por

, la expresion original nos

W < il i) = A(0)] 4
H 100, cpm1Xn—1,Xn) — fue1(O)]
‘f(0,0,0, ,O,Xn) 7,]‘11(0))6}1‘
[1X1]
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Tomemos € > 0. Como cada ¢; € (0,x;), y como las n— 1 primeras derivadas parciales son continuas en X = O por
hipétesis, todos estos términos tienden a cero cuando X — O, con lo cual se pueden hacer todos menores que €/n
si0 < [|X|| < &; para algtn &; > 0.

Falta ver que el dltimo término se puede hacer menor que €/n (de esta manera la suma es menor o igual que
n& =eg). Si x, =0, ya terminamos. Si x,, = 0, observemos que, si [|X|| = 0, entonces 1/||X|| < 1/|x,|. También
recordemos que f(O) = 0, con lo cual el dltimo término es menor o igual que

(O +x0En) = f(O) = fu(O)xn| _ | f(O+xnEn) — f(O)

x| Xn

—/n(0)].

Pero

t—0 t
segun la definicién de derivada direccional, lo que prueba que este ltimo término también tiende a cero. Elegimos
entonces 9, > 0 tal que la dltima diferencia sea menor que €/n siempre y cuando |x,| < 8.
Tomando & = min{J;,d,}, se tiene que, si 0 < ||X|| < 8, entonces los primeros n — 1 términos son menores que
€/n, y el dltimo también pues |x,| < ||X]] < § < &,.
Hemos probado, en este caso particular donde P = O, f(O) = 0, que f es diferenciable en O. Supongamos ahora
que f cumple todas las hipdtesis, pero P = O, f(P) # 0. Si ponemos

fX)=f(X+P)—f(P),

entonces f verifica f(O) = 0, y es facil ver que las derivadas parciales de f en un entorno del origen existen y
coinciden con las derivadas parciales de f en un entorno de P, pues X estd cerca de cero si y sélo si X 4 P estd cerca
de P, con lo cual

- SX+1E) - [(X) f(X+1Ei+P)— f(P) = (f(X+P) - f(P))

fiX) = i t = I t
— ]frr(])f(x—l_tEi—l—ft))_f(X—l—P):fi(P—I—X).
1—

En particular Vfp = V£, y ademds f verifica todas las hipétesis que pusimos para hacer las cuentas, con lo cual
es diferenciable en O seglin acabamos de demostrar. Poniendo Y = X — P se tiene

If(X) = f(P) = (Vfp,X = P)| lf (Y +P) = f(P) = (Vp,Y)|

lim = lim
X—P [|X =P Y—0 Y]
Y)—(Vfp,Y
= O Fon)|
Y—=0 [IY]|

luego f es diferenciable en P.
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4 FUNCION INVERSA E IMPLICITA

La naturaleza no da saltos.

Gottfried Leibniz

4.1. Funcion Inversa

Empezamos esta seccion con un par de observaciones simples. Observemos que si F es diferenciable e
inversible, y su inversa también es diferenciable, entonces por la regla de la cadena aplicada a F~!(F (X)) =
X se tiene

-1 _
DF (X)DFX =1

donde Id es la transformacién lineal identidad de IR". De aqui se deduce que DF ! (la diferencial de la
inversa) es la inversa de la diferencial de F', es decir

-1 _ -1
DFpx) = (DFx)™".
Supongamos ahora que F' es diferenciable solamente ¢ Sera cierto que si su diferencial es una transformacién

lineal inversible, entonces F' tiene una funcidn inversa, diferenciable?

y
En el caso de una variable, el grifico de f

nos induce a pensar que si, pues derivada _
no nula en un entorno de x = a nos dice que f(a) T T
por lo menos f es localmente inyectiva, es
decir existe un entorno (a —€,a+¢€) donde | L
f es inyectiva y su inversa es derivable.

1

1

i
a—¢ a a+e X
Atencioén que en general no podremos exhibir explicitamente esta inversa, sino solamente probar que

existe y que verifica ciertas propiedades (y es para esto casos en los cuales no se pueda mostrar la férmula
de la inversa, donde el teorema que queremos enunciar mas adelante tiene mayor sentido y utilidad).

Ejemplo 4.1.1. Consideramos f(x) = x+ €*. Esta funcion es derivable y estrictamente creciente pues
f'(x) =1+¢€* >0, con lo cual tiene una inversa en todo R, y la inversa es derivable. Sin embargo, despejar
una férmula para la inversa a partir de la ecuacion f(x) =y es imposible pues la ecuacion x+ e* =y no
puede resolverse explicitamente.
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Para enunciar y demostrar un resultado de estas caracteristicas en IR"”, necesitamos pensar en todos los
ingredientes necesarios, que son: propiedades de las transformaciones lineales, continuidad de las derivadas
parciales.

4.1.1. Funciones de clase C*

Queremos garantizar que si la derivada no se anula en un punto, no se anula en un entorno del punto.
Para esto podemos pedir que la derivada sea una funcién continua. Eso motiva la siguiente definicion.

Definicion 4.1.2. Sea f: A C R" — R™, con A abierto.

Dado k € N, decimos que f es de clase C* en A si para todo punto P € A existen todas las derivadas
parciales hasta orden k y son funciones continuas en A. Al conjunto de todas las funciones de clase C* en A
lo anotamos C*(A).

Decimos que f es de clase C* (o0 que f € C*(A)) si existen todas las derivadas parciales de cualquier
orden y son todas continuas en A.

Decimos que f es C° en A (o que f € C° (A)) cuando f es continua en A.
Ejemplo 4.1.3.
Cualquier polinomio es una funcion C* en R.
Las funciones trigonométricas sen, cos y la exponencial son C* en R.
El logaritmo es una funcion C* en (0,+o0).

Sif(x)= x3, entonces como f' (x) = %x% y f(x) = %x% se tiene f € C*(R). Sin embargo f & C3(R) pues
la derivada tercera de f no existe en cero.

Observacion 4.1.4. Que la derivada de una funcion f exista no quiere decir que la derivada f' sea una
funcién continua. Por ejemplo, si

x?sen(1/x) si x#0

f(x):{ 0 si x=0

2
entonces f'(0) = limy,_o % = lim,_,0 hsen(1/h) = 0, mientras que

f'(x) =2xsen(1/x) +xzcos(1/x);—21 = 2xsen(1/x) —cos(1/x).

Esto prueba que f es derivable en todo R. Sin embargo, 1im,_,q f' (x) no existe, con lo cual la derivada no
es una funcion continua pues no verifica

lim f'(x) = f'(0).

x—0

Es decir, f & C'(R) aunque f si es derivable en R.
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4.1.2. Transformaciones lineales

Algunas observaciones sobre transformaciones lineales 7 : R" — Rk,

1.

5.

Toda transformacion lineal T es diferenciable, con Tp = T para todo P € R", pues
TX)-T(P)=T(X —P),

I7(X)-T(P)-T(X—P)|

es trivialmente cero.
IX—P]]

con lo cual el limite de la expresion

Si F: R" — R" es diferenciable (6 CX) y T es una transformacién lineal que sale de R”, entonces
T o F es diferenciable (6 Ck), y ademads

D(T o F)p = DTy(p)DFp = T 0 DFp.

Una transformacion lineal T es inyectiva si y s6lo si Nu(T) = {O}. En efecto, supongamos primero
que T es inyectiva. Como 70O = O no puede haber otro V = O tal que TV = O, y esto prueba que el
niicleo es sélo el cero. Y reciprocamente, si Nu(T) = O, entonces si TV = TW, se tiene TV —TW = O,
y como T es lineal, T(V — W) = 0. Por la hipétesis se concluye que V—W = 0O, es decir V=W lo
que prueba que T es inyectiva.

. Cuando n = k, se tiene que T es inversible (es decir biyectiva) si y sélo si Nu(T) = {0}, si y sélo si

T es sobreyectiva. En efecto por el teorema de la dimensién (ver el libro de Lang [3]),
dim(Nu(T)) +dim(Im(T)) = n,

se deduce que el Nu(T) = {0} siy sélo si T es sobreyectiva. Es decir, cuando n = k, ser sobreyectiva
o ser inyectiva son equivalentes, y por ende cualquiera de las dos condiciones son equivalentes a ser
biyectiva.

Indicaremos con / : IR" — IR” a la transformacion lineal identidad, /X = X para todo X € IR".

Observacion 4.1.5. Sea T : R" — R" transformacion lineal, tal que || — T||« < 1. Entonces T es inversible.

Demostracion. Supongamos que existe V = O tal que TV = 0. Es decir, supongamos que ker7 (el nicleo
de T) es no trivial. Entonces

VII=1V =0l =IV-1V][ = |1 =)V < [ = Tl=[[VI| < [IVI],

una contradiccién. Luego debe ser Nu(T) = {0}, y el teorema de la dimensidn para transformaciones linea-
les nos dice que T es inversible. O

Por dltimo veamos cudl es la relacién entre ser C! y las diferenciales, para ello necesitamos un lema
previo de nimeros reales.

Lema 4.1.6. Sia;,b; (coni=1...n) son niimeros reales, entonces

(ngE

1 i=1

iaibi < (
i=1

i
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Demostracion. Consideremos los vectores A = (ay,...,a,) y B= (b1,...,b,). Entonces por la desigualdad
de C-S,

1 1
2 2

éaibi:<AaB>§|<AaB>|S”AHHB”:(é‘ﬁ) (i‘ib?> :

Lema 4.1.7. Sea T : R* — R" una transformacion lineal, T = (T;;). Entonces
|Tij| < |71 <n méx [T;].
i,j=1..n
Demostracion. La primer desigualdad se deduce de que, como T'(E;) es la columna i-ésima de la matriz de
T en la base canonica, el lugar i j lo obtenemos haciendo (T'E;, E ;). Como siempre con {E;}—1..., denotamos
la base candnica de IR". Luego
T3 = (TELEj)| < ITENEf| = ITE|| < ITllo|Ejl| = 1T |-

Para probar la otra desigualdad, tomemos X € R tal que ||X|| < 1. Entonces escribimos X =Y x;E; donde
E; son los vectores de la base candnica; observemos que Y7, |x;|*> = ||X||? < 1. Entonces

n n
ITX) = |} TEN < Y [l ITEill.
i=1

i=1

Esta ultima suma por el lema previo es menor o igual que el producto

n % n % n %
(Z |in2> (Z IITEi||2> < (Z IITEi||2> :
i=1 i=1 i=1

Tomando méximo sobre los X de norma menor o igual a uno se tiene

N\
1Tl < | YITE
i=1

Por otra parte, para cadai € {1,...,n}, TE; devuelve la columna i-ésima de la matriz 7 en la base candnica,
con lo cual

ITE{|)? = Z T2 <n max T2.

Esto nos dice que

Z||TE||2<n max T2

Tomando raiz cuadrada se obtiene la desigualdad deseada. o
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Lema 4.1.8. Sea G: A CR" — IR" con A abierto. Supongamos que G = (g1,--- ,gn) es diferenciable en A.
Entonces, dados P,Q € A se tiene

IDGp — DGoll < nméx

i,j=1..n

axj' P)__

axj'

-3

En particular si G es C' en A, ||DGp — DGg)| — 0 si Q — P.

Demostracion. Le aplicamos el lema previo a T = DGp — DGy. (]

Enunciamos el teorema de la funcion inversa.

Teorema 4.1.9 (Teorema de la funcién inversa). Sean F : A C R* — IR", con A abierto y P € A. Si F es C!
en Ay DFp : R"* — IR" es una transformacion lineal inversible, entonces existen entornos abiertos V,W de
Py F(P) respectivamente, tales que F : V. — W es biyectiva, la inversa es diferenciable y ademds

=i =i
DFF(Q) = (DFp)

para todo Q € V. En particular la diferencial de F es inversible en'V.

Para demostrarlo conviene separar la demostracién en una serie de enunciados. La demostracion, y el
ejemplo que le sigue, estdn extraidos del libro Cdlculo en variedades de M. Spivak [9].

Teorema 4.1.10. Sean F : A C R" — R", con A abiertoy PEA. Si F es C' en Ay DFp : R" — R" es una
transformacion lineal inversible, entonces

1. Existe r > 0 tal que F : B.(P) — F(B(P)) es biyectiva en B,(P), y la funcion inversa es continua en
su dominio.

2. Existen abiertos V C B,(P) y W C F(B,(P)) tales que P €V y F~' : W — V es diferenciable, con
diferencial

DF,,

F('Q) = (DFp) ™" para todo Q € V.

3. La funcion inversa es C' en su dominio. Si ademds F € C*(V), entonces F~' € CK(W). Esto no lo
probaremos (hace falta ver que T — T~' es C* en las matrices inversibles).

Demostracion. Supongamos primero que DFp = 1.

Veamos 1. Elegimos ro > 0 tal que By, (P) C A, de manera que ||DFg —1||. < 3 siempre que ||Q—P|| < ro
(usando el Lema previo). Tomamos cualquier r positivo tal que r < ry positivo, para asegurarnos que

B,(P)={Q€eR":||0—-P|| <r}CA.

Si llamamos G(X) = F(X) — X se tiene DG = DF — I, con lo cual por el Teorema del valor medio para
campos se tiene

X =Y =FX)+F)|| =X = F(X) = (Y = F(Y))|| = [[G(X) = G¥)|| < %IIX—YII,
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siempre que X,Y € B,(P), pues B,(P) C B,,(P). Por otra parte, por la desigualdad triangular, se tiene
X =Y[| <[X =Y -FX)+FQ)||+ [IF(X) - F(Y)]],

con lo cual

X =Yl = IF(X) ~ F) | < X~ ¥ = F(X) + F(0)] < 5 ]X ~ Y],

es decir
X =Yl <2[|F(X) - F(Y)] 4.1

siempre que X,Y € B,(P). Esto prueba que F es inyectivaen B, (P), y en particular es inyectiva en su interior
B,(P). Ademds, la desigualdad (4.1) se puede leer asi:

IF~1(2) ~F~' (W)l < 2]z~ W]

siempre que Z,W € F(B,(P)), y esto prueba que la funcién inversa es continua.

Veamos 2. Construyamos primero el abierto W C F(B,(P)). Pongamos S,(P) ={Q € R": ||Q—P||=r},
que es un conjunto compacto de IR”, con S,(P) C A. Como F es inyectiva en B,(P), se tiene F(X) # F(P)
paratodo X € S,(P). Como F es continua en A (por ser diferenciable), entonces la distancia dp : S,(P) — R
dada por dp(X) = ||F(X) — F(P)|| alcanza un minimo en S,(P), digamos

d= min ||F(X)—-F(P 0
(min, [[F(X) = F(P)] >0,

y se tiene en general ||F(X) — F(P)|| > d paratodo X € S,(P).
F

Es decir, el niimero positivo d indica la distancia entre F(S,(P)) y el punto F (P).

Ponemos como W a la bola abierta centrada en F(P) de radio d/2:

W={YeR": |y —F(P) <d/2}.



4.1 Funcién Inversa 91

Tenemos que ver que W C F(B,(P)), es decir, que dado Y € W, existe X € B,(P) tal que F(X) =Y.
Consideremos (con Y € W fijo) la funcién & : B,(P) — IR dada por

h(X) = [IY = FOOIP = (¥ — F(X),¥ — F(X)),

que es una funcién continua en el compacto B,(P) y diferenciable en B,(P). Por ser continua tiene un
minimo, digamos Py € B,(P) es el minimo de h. Afirmo que Py verifica F(Py) =Y, lo que probarfa que
Y € F(B:(P)).

Observemos que si X es un punto del borde de la bola, entonces
d<[[F(P)=FX)[ <|IF(P)=Y[[+[IY - F(X)I| <d/2+]Y = F(X)]],

con lo cual ||Y — F(X)|| > d/2, es decir h(X) > d?/4. Por otro lado, evaluando en P se tiene h(P) = ||Y —
F(P)||* < d?/4 10 que nos dice que el minimo de / se debe hallar en el interior de la bola, es decir Py € B,(P).
Como £ es diferenciable en la bola abierta, y el punto Py es un extremo local, por el Teorema de Fermat en
IR" debe ser Dhp, = 0. De acuerdo a la regla de derivacion del producto escalar se tiene

0= Dhp,V = —2(DFp,V,Y — F(Py)) = —2(V,DF} (Y — F(Py)))

paratodo V € R", donde DF, ,’,Y denota la transformacioén lineal transpuesta de DFp, . Si reemplazamos V por
todos los vectores de la base candnica, se deduce que debe ser

DFp, (Y —F(Py)) = 0.

Como ||DFp—1I||.. < 1 si||Q— P|| < r, entonces DFy es inversible por la Observacién 4.1.5, y entonces DFp,
es inversible. Debe ser entonces Y — F (Py) = O, que es lo que queriamos probar, pues se tiene Py € B,(P) y
F(Py)=Y.

Observemos que F~! (W) es un conjunto abierto pues F es continua. Si ponemos V = B,(P)NF~!(W) =
{X € B,(P) : F(X) € W}, entonces claramente P € V, V C B,(P), F : V — W es una biyeccién bicontinua y
ademads V es abierto pues es la interseccion de dos conjuntos abiertos.
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Veamos 3. Tenemos una funcién inversa F~! : W — V, definida en un abierto, que es continua. Resta
probar que es diferenciable. Para ello recordemos nuevamente que, como ||DFp — ]| < % sif|o—P| <,
entonces DFyp es inversible por la Observacion 4.1.5. Resta ver que la diferencial propuesta funciona, es
decir, tenemos que ver que

. IF=1(z)— F~'F(Q) - DF, " (Z—F(Q))||

=0.
Z=F(0) 1Z=F(Ol

Si hacemos el cambio de variable (vdlido por ser F biyectiva) Z = F(Y), se tiene

IF~'(2)~F~'F(Q) ~DF, ' (Z—F(Q))|l _|IY —Q—DF,'(F(Y)~F(Q))|

1Z—-F(Q) a IF(Y)—F(O)l
_IDE;" (DF(Y = Q) —F(Y) + F(Q)) || < |pra | JF) —F(Q) = DFo(r )]
a IF(Y)—F(O)l -e IF(Y)—F(Q)l
S2||DFél||m||F(Y)_F(Q)_DFQ(Y_Q)“

Y =0l

donde en el dltimo paso hemos usado la desigualdad (4.1), y el hecho de que si Z = F(Q), entonces ¥ = Q.
El teorema queda entonces probado, pues ¥ — Q cada vez que Z = F(Y) — F(Q), puesto que la inversa
F~! es continua en su dominio, con lo cual el dltimo término tiende a cero pues F es diferenciable en Q.

Nos queda ver que el teorema vale en general, sin suponer que DFp = I. Pero si F es cualquier funcién
que verifica las hipétesis del teorema, y ponemos

F(X) = DFy ' o F(X),

entonces F sigue verificando todas las hipétesis y ademds DF p = DF, 'DFp =1, con lo cual por las cuentas
que hicimos recién se tiene que F' verifica todos lo items del enunciado. En consecuencia, F = DFpo F
también. 0

Observacién 4.1.11. La hipétesis F € C'(A) es esencial. El por qué, tiene que ver con el hecho siguiente:
aunque F sea diferenciable, y su diferencial sea inversible en un punto P, puede no haber ningiin entorno de
P donde su diferencial sea también inversible. El mds curioso puede ver un ejemplo concreto en las notas
del final del capitulo (Nota II).

Ejemplo 4.1.12. Consideremos F(r,8) = (rcos(0),rsen(0)). Entonces se tiene

cos(0) —rsen(0)
DFire) =
sen(0)  rcos(0)

Pongamos T = DFq). Entonces det(T) = r(cos*(8) + sen®(8)) = r. Esto nos dice que, salvo en la recta
r =0, la diferencial de la funcion F es inversible.

Asi que, para cada punio (r,0), con r =0, existe un entorno donde F es inversible, y un entorno de F (r,0)
donde F~" es diferenciable.
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Sin embargo, observemos que F no es biyectiva, pues por ejemplo, F(1,0) = (1,0) = F(1,2x). ; Cémo
puede ser? Lo que ocurre es que el teorema nos asegura que F es localmente inyectiva (y por lo tanto
inversible) pero si los puntos estdn lejos, se pierde la inyectividad.

Sin embargo, si nos restringimos al conjunto r > 0, 0 < 0 < 27, la funcion F es inyectiva. Veamos por
qué. Si F(r,01) = F(r2,0,), entonces

ricos(81) = rycos(0;) y risen(01) = rysen(6;).

Elevando al cuadrado y sumando se tiene r% = r%, con lo cual ri = ry. Pero entonces de la primera ecuacion
se deduce que cos(01) = cos(02), con lo cual, como el coseno es inyectivo en [0,2T), se tiene también
0; = 0,.

Para tener en cuenta es que, fijado r = ry, esta transformacion manda la recta vertical r = ry en una
circunferencia de radio r.

v
v

N

Asimismo, si fijamos 6 = 0q, esta recta horizontal tiene como imagen un rayo que parte del origen,
formando un dngulo 0y con el eje x.

8

A\
A\

La funcion F con la restriccion que hicimos para que sea biyectiva nos da un cambio de variable
(x,y) = (rcos(8),rsen(B)), que se suelen denominar coordenadas polares.
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4.2. Superficies de nivel y funciones implicitas

Recordemos que dada una funcién f : IR* — IR, las superficies de nivel eran los conjuntos

L= {X € Dom(f) : f(X) =c},

donde ¢ € IR es una constante.

Observemos que este conjunto puede ser vacio, por ejemplo si f(x,y) = x> +y?, y tomamos ¢ = —1,
entonces la ecuacién x> 4+ y*> = —1 no tiene ninguna solucién.
A
Estamos interesados en pensar a estas superficies como graficos Y

de funciones diferenciables. Para ello pensemos en un ejemplo

elemental: la circunferencia unitaria. Se obtiene como curva de
nivel de f(x,y) = x> +y? tomando ¢ = 1, es decir es el conjunto /
Lo(f) ={(xy) : ¥ +y* =1}, k

Sabemos que podemos despejar y, obteniendo en este caso y =
++/1 —x2. El problema es que esta expresién no estd dada por
una dnica funcién, para ello hay que elegir un signo.

Si queremos la parte superior, consideramos y = v/1 —x2, con lo cual si ponemos ¢(x) = V1 —x2, la
mitad superior de la circunferencia es el grafico de la funcién @, es decir, se escribe como los puntos de la
pinta (x,¢(x)) = (x,v/1 —x?%). Si queremos la parte inferior, basta tomar @(x) = —v/1 —x2.

P4yt =1
(Qué pasa si queremos parametrizar algin pedazo alrededor
del punto (1,0)? No podemos tomar funciones de x, pues
cualquier entorno de la circunferencia en ese punto no es el / (1,0) X
grafico de ninguna funcién.

Sin embargo, podemos despejar x para pensarla como funcion de y. Se obtiene entonces x = £+/1 —y2,
y como queremos el lado derecho de la circunferencia tomamos @(y) = y/1 — y2. Ahora esta porcién de la
circunferencia es el grafico de la funcién ¢ pensada con dominio en el eje y, es decir son los puntos de la
pinta (9(y),y) = (v/1=y%y).

Observemos que f(9(y),y) = @(y)? +y?> = 1 —y? +y> = 1 para todo y en el dominio de ¢. Esto quiere
decir que en efecto los puntos de la pinta (¢(y),y) son puntos de la circunferencia.
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>

Vfny) =2(x,y) Otro hecho que se observa en este ejemplo sencillo es
que, en cada punto (x,y) de la circunferencia, el gradiente
de la funcién f(x,y) = x> + y* estd dado por

(6,3)
. Vi = (2x,2y) = 2(x.y).

X Resulta evidente que el gradiente es perpendicular a la
recta tangente de la curva, en cada punto.

Observacion 4.2.1. Observemos que en general, si O parametriza la curva

§={0xy): fxy) =0},

entonces foolt) =0 para todo t en el dominio de o. Entonces (asumiendo que todas las funciones son
derivables), por la regla de la cadena se deduce que

Vo), o (1)) = 0 para todo 1.
Es decir, que V () es la direccion de la recta normal a la curva en el punto (x,y) € S.

También observemos que, en general, la derivada parcial y
respecto de y serd nula en P € S si y solo si el vector gra- S
diente es horizontal, con lo cual la curva de nivel S, en un
entorno de ese punto, no puede pensarse como el grdfico de
una funcion ¢(x). Asimismo, 3—§ serd nula en Q € S si'y sélo Ve
si el vector gradiente es vertical, con lo cual la curva no pue-
de parametrizarse en un entorno del punto como grdfico de

VfQ

una ¢(y). P

Todo esto nos lleva a enunciar una version sencilla del teorema de la funcién implicita:

Teorema 4.2.2. (Funcién implicita en R?)
Sea f : A C R?> = R una funcion C', y S = {(x,y) € R*: f(x,y) = 0} una curva de nivel de f. Suponga-
mos que g—£ (P) # 0 para algiin P € S. Entonces

1. Existen un intervalo abierto I C R, una funcion derivable ¢(x), ¢ : I — R, y una bola B alrededor de
P tales que SN B = Gr(o).

2. g—{ (x,y) # 0 para todo (x,y) € SNB, y V() es perpendiculara S en SN B.

3. Para todo x € I se tiene
of

900 = —2(x,0(x).
y
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La figura a tener en cuenta es la siguiente:

L
C

~
\4

p1€1 X

Demostracién. Consideramos F (x,y) = (x, f(x,y)) que es una funcién C' en A. Tenemos

1 0
DF = o of |-
dx  dy

En particular DFp es inversible. Luego tiene (en una bola abierta B entorno de P) una inversa G definida y
diferenciable en un entorno abierto W de F(P) = (p1, f(p1,p2)) = (p1,0), digamos G = (g1,g2). Se tiene

(x,y) = FoG(x,y) = (g1(x,¥), f(81(x,y),82(x,)),

lo que nos dice (mirando la primer coordenada) que g1 (x,y) = x, y que (mirando la segunda)

y=f(x,82(x,)), 4.2

relacién viélida para todo (x,y) en un entorno abierto de (p;,0). Es decir

G(X,y) = (xng(X,y))‘

En particular, volviendo a la ecuacién (4.2), tomando y = 0 se tiene

0= f(x,gz(x,O))

se verifica para todo x en un entorno I de py, con lo cual si tomamos ¢(x) = g2(x,0) con domino I, esta
funcion es derivable y ademds cumple

fx0(x) =0
para todo x € I. Esto nos dice que Gr(®) C S, pero como ademéds @ se obtiene como una restriccién de G, es

decir (x,9(x)) = G(x,0), también se tiene Gr(¢®) C B. Esto prueba que Gr(9) C SN B. Por otra parte dado
Q € B, existe Z € W tal que G(Z) = Q, con lo cual

(91,92) = (z1,82(21,22))
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y si ademds Q € S, debe ser f(g1,92) = 0 lo que nos dice que

2 = f(21,82(21,22)) = f(q1,92) = 0

y entonces
(QIan) = (Zl,gZ(Zl,O)) = (Zla(P(Zl))a
lo que prueba la otra inclusién SN B C Gr().

Como DFy es inversible en B, debe ser ‘3—5 (x,y) = 0 para todo (x,y) € SN B; ciertamente por la regla de
la cadena aplicada a f(x,@(x)) = O se tiene

(Vfixy)» (1L, () =0

lo que prueba que el gradiente es perpendicular al grafico, y ademas desarrollando queda

of af
Lo+ 2L =0
ax 1T, PW=0
de donde se deduce despejando la dltima férmula del enunciado del teorema. O

El teorema también vale si intercambiamos x con y, con la misma prueba.

Teorema 4.2.3. Sea f: A C R*> — R una funcién C', y S = {(x,y) € R? : f(x,y) = ¢} una curva de nivel de

f. Supongamos que 3—§ (P) # 0 para algin P € S. Entonces

1. Existen un intervalo abierto J C R, una funcion derivable ¢(y), ¢ : J — R, y una bola B alrededor de
P tales que SN B = Gr(¢).

2. g—f: (x,y) # 0 para todo (x,y) € SNB, y V f{,) es perpendiculara S en SN B.

3. Paratodoy € J se tiene

A

p2€eJ ]
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Observacion 4.2.4. Algunos ejemplos sencillos, donde el teorema no se puede aplicar, se ilustran en la
siguiente figura. En todos los casos el punto relevante es P = (0,0).

A
y VA

\/
\ 4

YB3 _2=0 2-y¥=0 (2 +y2)2 +3x2%y =3 =0

En los tres ejemplos, la funcion f es C' (pues es un polinomio). En los tres ejemplos, el gradiente de f
se anula en el punto P = (0,0). En ninguno de los tres ejemplos se puede aplicar el teorema para hallar un
entorno de cero y una funcién C' que parametrize la curva.

En el ejemplo del medio, sin embargo, podemos despejar y = %23, luego la curva se puede describir

como el grdfico de @(x) = 2. Lo que ocurre aqui es que esta @ no es C' en x =0, y por lo tanto no se
puede obtener usando el teorema general que enunciamos arriba.

Observacion 4.2.5. La hipdtesis de que f es C' es esencial para asegurar que si una derivada parcial no
se anula en P € S, entonces no se anula en un entorno de P. El lector curioso puede ver el ejemplo en la
Nota IlI al final de este capitulo, para entender como puede fallar.

Sin embargo, puede probarse que si f : R?> — R es una funcién continua y la derivada parcial g—j; existe
y no se anula en un entorno de (xo,yo) € S, entonces existe una funcion ¢ = Q(x) definida en un entorno de
X = X0 y continua en un xo, que parametriza S en un entorno de (xo,yo). Y que si ademds f es diferenciable
en el punto (xo,yo), esta funcion ¢ resulta derivable en x = xy. Ver el Vol. 2 de Rey Pastor [7], Seccion 68.1
para una prueba.

4.2.1. Funcién implicita en R”

El teorema de la funcién implicita que estudiamos en la seccion anterior se generaliza a mds variables.
En ese caso lo que queremos encontrar son formas de parametrizar -con una funcién diferenciable ¢- una
superficie de nivel

S={XeR": f(X) =0},

(o un pedazo de ella) usando la cantidad adecuada de variables.
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Si se trata de la superficie de nivel de una funcién
f:R" = IR, veremos que se necesitan n — 1 varia-
bles, y las llamaremos hipersuperficies de nivel
en analogia con los hiperplanos de IR* que tienen
dimension n — 1. Ademads, suponiendo que el gra-
diente de f no se anula en un punto P de la super-
ficie, el vector V fp resultard normal al hiperplano
tangente a la superficie en el punto P. Por tltimo
podremos calcular cualquier derivada parcial de la
funcién @ (que parametriza la superficie S) usando
las derivadas parciales de f.

Veamos un ejemplo con tres variables:

Ejemplo 4.2.6. Consideremos la superficie x> —y* + 7> = 1. Llamando g(x,y,z) = x> —y* + 7> — 1, se tiene
S ={(x,,2) : g(x,y,2) = 0}. Esta superficie se conoce como hiperboloide de una hoja. Los cortes con los
planos y = cte nos dan las curvas x*> + 72 = 1 +y? = cte > 1 que son circunferencias centradas en el origen,
en el plano xz (de radio > 1).

Mientras que el corte con el plano x = 0 nos da la curva de
nivel —y* +z*> = 1, es decir (z—y)(z+y) = 1. El cambio de
variable z—y = u, z+y = v (que es una rotacion de 45 grados)
transfroma esta ecuacion en uv = 1, que es una hipérbola pues —IT
v =1/u. Luego 7> — y* = 1, que es una hipérbola en el plano yz y
con ejes en las rectas y = +z.

A continuacion presentamos un dibujo de la superficie misma.

Si despejamos y en funcion de x,z obtenemos y* = x> + 7> — 1. Supongamos que queremos obtener una
parametrizacion en un entorno del punto P = (1,1, 1), que como se puede verificar fdacilmente, es un punto
de S. Entonces necesitamos que la coordenada y sea positiva, con lo cual se tiene y = @(x,z) = Vx> + 72 — 1.
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Por supuesto que esta expresion tiene sentido so-
lamente en el dominio x> + 7% — 1 > 0, que como
el lector puede verificar, es la parte externa de la
circunferencia unitaria en el plano xz dada por
x*> 4+ 72 = 1. Entonces se obtiene una parametri-
zacion de la superficie S en un entorno del punto
P = (1,1,1), pensada como el grdfico de la fun-
cion ©(x,z), es decir

{, V2 +2—1,2) : X% +22 > 1}

Observemos que Vg -y = (2x,—2y,2z) y en particular Vgp = (2,—2,2) lo que nos dice que el plano
tangente a la superficie S en el punto P = (1,1,1) debe ser

Ilp: (Np,X —P) =0 esdecir{(2,-2,2),(x,y,2) — (1,1,1)) =0,
lo que se traduce en 2x — 2y + 2z = 2. Por dltimo, como
8(x,0(x,2),2) =0,
derivando respecto de x se obtiene

92 1,98 99 98

ox +8y 8x+8z =0,

de donde se despeja
9%
9 _ _a
ax - ag (X,(P()C,Z),Z)‘
9y

De forma andloga se puede calcular %—(g Obviamente la férmula tiene mayor utilidad cuando no sabemos
quien es ©. En este caso particular, en cambio, podriamos derivar directamente la expresion que despejamos

de o,
o(x,z) =Vx2+722-1.

Enunciamos el resultado con mas precisién para demostrarlo:

Teorema 4.2.7. (Funcion Implicita en R")
Sea A C R abierto y sea f : A — R una funcion C'. Sea

S:{X:(xla"'axn+l)€IRn+l f(X):O}

una supetficie de nivel de f. Si P € S es tal que alguna de las derivadas parciales de f no se anula en P,
entonces

1. Existen una bola abierta B C R", un abierto V. C R"™! entorno de P, y una funcion @ : B — R tal que
SNV = Gr(o).
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2. Setiene V fg = O para todo Q € SNV, y alli el plano tangente a S en Q estd dado por la ecuacion

(Vanx - Q> = 07
es decir, V fg es la normal del hiperplano tangente en Q.
3. Sila derivada que no se anula es la k-ésima (con k € {1,...,n+ 1}), entonces no se anula en SNV, y
la i-ésima derivada parcial de ¢ (coni € {1,...,n,n+ 1}, i # k) se calcula de la siguiente manera:
of
99 ¥
a_x,-(Y) = —E(Y,(P(Y)), paraY € B.

dx, e

Demostracion. Para la demostracion, suponemos que axaf; - (P) #0. El caso general se deduce intercambian-
n

do el nombre de las variables. Observemos que esto quiere decir, en el caso de tres variables, que la normal
a la superficie S no es horizontal, es decir, tiene componente vertical.

La figura de la derecha con-
tiene los datos del teorema
en ese caso, y nos da una
idea de la situacién general,
el punto P € § C R"™*!, don-
de

pP= (1717“‘ 7pn7pn+1)

es donde se verifica que
A_(P) 0.

Oy p 1

BCRR" (P1,5Pn)

Volviendo al caso de n variables, consideremos la funcién C! auxiliar F : A — R"*! dada por

F(X],"' 7xn7xn+l) = (xla"' ,x,,,f(xl,--- 7xn+l))7
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con lo cual la matriz de la diferencial de F en P = (pi,++,pn, pnt1) estd dada por la siguiente matriz de
(n+1)x(m+1):

1 0 0 0
0 1 0 0
DFp =
0 o ... 1 0
of of of
I dm ot A op

Como supusimos que la tltima derivada parcial es no nula, esta matriz resulta inversible, y por el teorema de
la funcién inversa (Teorema 4.1.9) existe un entorno abierto V de P en R"*! y una bola abierta W de radio
R centrada en

F(P) = (Pl,---apnaf(]?l,"' 7pn+1)) - (pl,"'apn,o),

también en R""! tales que F~' : W — V es diferenciable.

Si escribimos F~1(Z) = F~'(z1,...,zn,2n41) = (81(2),...,81(Z),gn+1(Z)), la funcién inversa debe ve-
rificar, para todo Z € W,

(81(2),---,8n(2),f(81(2),-..,8n11(2))) = F(81(2),...,8n(2),8n+1(Z))
= F(F'(2)=2z

En particular debe ser, mirando cada una de las primeras n coordenadas,
zi = gi(Z).
Luego, mirando la dltima coordenada, también debe ser
Znt1 = f(215- - y2n,8n+1(2))

y en particular

O:f(Zl,---,Zn,gn+1(21,---,Zn,0))- (43)

Ahora tomamos el corte de la bola W con el plano del piso R" x {0}, pero pensada en IR", es decir

B={(y1,"-,yn) €ER":||(y1 = p1,- Y0 — Pu)|| <R}

segun indica la figura (recordemos que F(P) = (p1,--*,pn,0)):
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e N
, // \\ N
’ \
/7 / \ N
/ I, \ \
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[ 1 \ \
Iy 1 \ \
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\- 1 1 N
\ \ 1 N
\ \ I 1
\ \ 1 /
\ “a . /
\ \ e -',I' /7
\ \ 7
\ / ’
N \ / 7
\\ \ / //
N ’
SeoN s

S =T

y asi definimos @ : B — IR como la restriccién de g,+1 a B, es decir

(p(yla"'ayn) :gn+1(y1,---,yn,0),
donde Y = (y1,...,yn) € BCIR", 1a que verifica Gr(@) C SNV pues la ecuacién (4.3) dice que

0=f1,- 90, 0015---,0m) = F(Y,0(Y)). 4.4

También se verifica que dado Q € V, existe Z = (z1,...,21,2001) € W tal que F~!(Z) = Q, y si ademds
Q € 8§, debe ser forzosamente

Zn+1 :f(zl,---aZnagn+1(Zla---,ZnaZn+1)) :07

lo que prueba que SNV C Gr(o).

Veamos que la normal del plano tangente en Q € SNV estd dada por V fp. Observemos que este gradiente
en primer lugar es no nulo, pues segtin indica el teorema de la funcién inversa, en este entorno de P se tiene
DFy inversible, y esto sélo puede ocurrir mirando la matriz de arriba si %(Q) # 0. Por otro lado, el
plano tangente en Q estd generado por las n derivadas parciales de ¢. Escribimos Q = (Y,¢(Y)),con Y € B.

Entonces s6lo resta probar que
0

99
(Vo (Ei, o (1))

paratodoi=1...n, es decir, que

9f I (79 py
a_xl( Xy 11 Q)a_yl(Y)_O

Pero esto se deduce usando la regla de la cadena, derivando en la expresion (4.4) respecto de y; en el punto
Y, pues se tiene
_9f of

L o) + 52 o) S,

Por ultimo, observemos que despejando de esta tltima ecuacion se obtiene

0

feL0) o
_ O

a—xi(Y)—— 5~ (¥,0(Y))
aanrl

como afirma el teorema. O



104 Funcion inversa e implicita

El teorema se generaliza para funciones a valores en R".

Teorema 4.2.8. (Funcién Implicita para campos) Sea A C R" abierto, y sea F : A — R una funcién C!
(conk <n). Sea

S={ZcA:F(z)=0}

una superficie de nivel de F. Si P € S es tal que DFp : R" — RF es sobreyectiva, entonces existen abiertos
U CR* XV CR" entornos de O y P respectivamente, y una funcién ¢ : U — R" tal que SNV = ¢(U).

Demostracion. Daremos s6lo una idea de la demostracién. Como la diferencial de F' en P es sobreyectiva,
esta matriz (de n columnas por k filas) tiene k columnas linealmente independientes (es porque la imagen de
DFp tiene que generar todo IR¥). Para simplificar vamos a suponer que son las primeras k columnas (el caso

general se deduce intercambiando las variables de F' para que esto ocurra). Escribimos DFp = (DF * DF, ,’,’*k)

para indicar con DF, 1’,‘ a la matriz inversible de k x k formada por las primeras k columnas.

Tenemos entonces, escribiendo R” como R¥ x IR, y un punto genérico Z € R" como Z = (X,Y) con
(X,Y) € R* x R"*, que la funcién F : A — R" se puede escribir como F(Z) = F(X,Y). Consideramos la
funcién auxiliar

H(X,Y)=(F(X,Y),Y),

que es una funcién de R” = IR x IR"* en si mismo (y es C' pues F es C'). La diferencial de H en P = (P, P»)
es de la pinta
DFf DF}*
DHp =

0 I}’l—k P

donde I, indica la identidad de tamafio n — k. Esta matriz es inversible pues DFI§ lo es, y por lo tanto el
teorema de la funcién inversa nos da una funciéon H=! : W C RF x R" ¥ — V C Rf x R"~* con W entorno
de H(P) = (F(P),P,) y V entorno de P = (P, P,). Esta inversa es de la pinta

H™'(X,Y) = (G(X.Y),Y),
con G : RF x R * — R¥, lo cual se ve usando que es la inversa de H y H tiene esta pinta (ejercicio, ver el
caso anterior). El entorno U en IR" ¥ se construye como antes tomando un entorno producto U’ x U C W en
R", y la funcién @ : U — R" se construye tomando, para ¥ € R" ¥,

oY) =(G(O,Y),Y).
Se tiene (X,Y) = H(H '(X,Y)) = (F(G(X,Y),Y),Y) lo que prueba que
Fo(Y)) =F(G(0,Y),Y) =0

lo que nos dice que @ parametriza la superficie de nivel de F, y el resto de las verificaciones quedan a cargo
del lector. (]
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4.3. NOTAS

L

II.

III.

Que los ceros de la derivada de una funcién se pueden acumular en un punto x = x(, aunque en ese punto f'(xq) =0,
lo muestra el siguiente ejemplo. Observemos en primer lugar que la funcién

8(2) = 324 2sen(z) —zcos(2)

tiene infinitos ceros, puesto que si n € IN, entonces

g(nm) =l — (1)

que es un nimero positivo si n es impar, y negativo si n es par. Por el teorema de Bolzano, g tiene al menos un cero
2z, en cada intervalo [nm, (n+ 1)7t]. Cambiando la variable z por )lc, se deduce que la ecuacién

1 1 1 1
— 4 2sen(=)——cos(=) =0
7 + sen(x) xcos(x)

tiene infinitos ceros en cualquier entorno de x = 0. Ahora tomemos la funcién F : R — R dada por

F(x)= % +x%sen(1/x),

extendida como 0 en x = 0. Es facil probar que F es derivable en R, y ademds F'(0) = % # 0 (ver la Observacién
4.1.4). Sin embargo, para x = 0 se tiene

L 1 1
F'(x)= 3 +2xsen(;) —cos(;).

Y de acuerdo a lo recién sefialado, esta derivada se anula arbitrariamente cerca de cero (basta igualar a cero y
dividir por x).

Si F es la funcién del item anterior, entonces F es derivable en todo R, F(0) = 0, y su derivada en x = 0 es no
nula. Sin embargo, no puede existir ninguna funcién derivable F~' en un entorno de y = 0 que sea inversa de F.
Esto es porque F !, de existir, tendria que verificar F~!(F(x)) = x para todo x en un entorno de cero, con lo cual
derivando tendria que valer la relacién

(F—l)' (F(x)-F'(x) = 1

Pero para cada x( que anule F’ (y en cualquier entorno de cero hay infinitos) se tendria

0= (F) (Flao) 0= (F7') (Fla0) - F'(a0) = 1

un absurdo. Este ejemplo, aunque bastante natural, se lo debemos al libro de M. Spivak [9].

El siguiente ejemplo muestra, en el teorema de la funcién implicita, no alcanza con que el gradiente no se anule,
ni adn siendo f diferenciable. Sea F(y) = %y +y? sen()l) (extendida como cero en y = 0), la funcién de la nota

anterior, que como vimos es derivable en todo IR, su derivada en cero es F'(0) = %, pero en cualquier entorno de
cero existen infinitos puntos donde F' se anula. Pongamos f : IR — R dada por

foy) =x+F(y),

y la curva de nivel S = {(x,y) : f(x,y) = 0}. El punto P = (0,0) es un punto de S. Es fécil ver que f es diferenciable

en todo IR, y como
1

VA0,00=(15),  Vflxy)= (1,F'(y)) para (x,y) = (0,0)
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entonces V f(x,y) # O para todo (x,y) € R>. Observemos que 3—}; (0,0) = 4. Sinembargo, no existe ninguna funcién
derivable @ = @(x) definida en algin entorno de x = 0 tal que Gr(@) C S. Para ver por qué, supongamos que si
existe y llegaremos a un absurdo. Supongamos entonces que existe un intervalo (—&,8) alrededor de x = 0 y una
funcién derivable @ : (—3,8) — IR tal que ¢(0) = 0 y ademds

f(x%0(x)) =x+F(o(x)) =0
para todo x € (—3,8). Derivando con la regla de la cadena se tiene
1+F'(9(x)¢'(x) =0 4.5)

para todo x € (—3,8). En particular, para x = 0 se tiene 1+ F'(0)¢'(0) = 0, es decir ¢'(0) = —2. Observemos
ahora que @ no puede ser idénticamente nula, puesto que eso dirfa que su derivada es idénticamente nula. Toma
entonces algtin valor b = 0. Pero por ser derivable, ¢ es una funcién continua, y entonces toma (por el Teorema
de Bolzano) todos los valores intermedios entre O y b. En particular @ tiene en su imagen alguno de los ceros
yo # 0 de la derivada de la funcién F, que recordemos son infinitos en cualquier intervalo alrededor de cero. Sea
xo # 0 en el dominio de ¢ tal que @(xy) = yo. Entonces, por la ecuacion (4.5) llegamos a una contradiccion, ya que
reemplazando x por xp tenemos
I=1+0=14+F'(y0)¢'(x0) =0.



5 TAYLOR Y EXTREMOS

Todos estuvimos de acuerdo en que tu teoria es
loca. Lo que nos divide es si es suficientemente
loca como para tener alguna chance de ser
correcta. Mi impresion es que no es
suficientemente loca.

Niels Bohr, en una carta a W. Pauli

5.1. Polinomio de Taylor

Dada una funcién derivable en un intervalo abierto / C R, y un punto a € I, podemos escribir para
cualquier x € /, mediante el teorema de Lagrange,

f@) =f(a)+ f(c)(x—a)
donde ¢ es un punto entre x y a. Esta formula vale para todo x en el intervalo, pero con precaucién porque
para cada x el ¢ puede ser distinto.

La idea del polinomio de Taylor es aproximar a una funcién que sea n veces derivable con un polinomio
de grado n. Vamos a usar la siguiente notacién: f*) denota la derivada k-ésima de una funcién y usamos el
cero para incluir a la funcién original, es decir f(©) = f.

Recordemos la definicién con alguna precision.

Proposicion 5.1.1. Sea I un intervalo abierto en R, y sea f € C"(I). El polinomio de Taylor de grado n de
S en el punto a € I° es el iinico polinomio P(x) de grado n que verifica

para todo k € {0,...,n}. La expresion de P es la siguiente:

1 1
P() = f(a)+f'(@)(x—a) + 5/ (@(x—a)*+--+ af(") (@)(x—a)".
Ademds para todo x € I se tiene
f(x) = P(x) +R(x)
donde R(x) = f(x) — P(x) es el resto que verifica lim R — .

x—a (x—a)*
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Todo lo enunciado es conocido, lo Unico para aclarar es la validez de la dltima afirmacién, que se deduce
usando la regla de L’ Hospital aplicada (n veces) a

) _ f0)-Pw)

G—ay (-

Un resultado mds refinado incluye una expresion concreta para el resto, y es el siguiente:

Proposicion 5.1.2. (Taylor con resto de Lagrange)

Sea I un intervalo abierto en R, y sea f : I — R una funcion n+ 1 veces derivable. Entonces dados
x,a € I, existe c estrictamente entre x y a tal que

f'(a)
2

f(a)

n!

f(n+1) (C)

n+1
(n+1)! '

f(x) = f(a)+f'(a)(x—a)+ (x—a)’+---+ (x—a)"+ (x—a)
Es decir,

S(x) = Py(x) + Ry(x).
Demostracion. Fijados x,a € I, consideramos la siguiente funcion auxiliar de variable t dadaporg: I — R,

(x_ t)n+1

1
() =) = fO) = f O =1) =5/ (O (x=1)? == —fO () (x—1)" ~ Y
donde K € R es una constante adecuada elegida de manera que g(a) = 0. Observemos que se trata sim-
plemente de la resta de f(x) con el polinomio de f centrado en ¢, escrito en la variable x. Se tiene que g
es una funcién derivable de la variable ¢, y continua en el intervalo cerrado entre x y a. Ademads se tiene
g(x) = g(a) = 0. Con lo cual, por el teorema de Rolle existe una constante ¢ entre x y a tal que g’(c) = 0.
Pero si derivamos g se van cancelando términos y finalmente se tiene

_ K —f("+1)(t)

g ="t x-ry,

luego reemplazando en ¢ = ¢ se deduce que K = f (n+1) (¢). La demostracién del teorema concluye si evalua-
mos la expresion de g en ¢ = a y despejamos f(x). O

5.1.1. Varias variables

Las derivadas sucesivas de una funcién juegan un papel relevante en el enunciado del préximo resultado,
tengamos antes una pequefia discusion sobre ellas. Dada una funcién f : R* — IR, tiene sentido calcular (si
existen) las derivadas sucesivas de la funcién, por ejemplo

991
ax,' ax]',

. . 2F .,
que denotaremos para simplificar como axii)f)c - Hay que tener la precaucién de respetar el orden, ya que en

principio podria ser
Pf o, P

axiaxj' 7 axj'ax,'

(P).
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Por ejemplo: Sea f : R> — R dada por

33 )
xzz_,_;zy st (x,y) #(0,0)

flxy) =
0 si (x,y) = (0,0)

Entonces las derivadas parciales cruzadas no coinciden en (0,0). Esta verificaciéon queda como ejercicio.

Sin embargo, bajo ciertas condiciones estas derivadas coinciden:

Teorema 5.1.3 (Clairaut-Schwarz). Sea f: A CR" — R con A abierto. Si f € C*(A), entonces las derivadas
cruzadas coinciden, es decir, paratodo i, j € {1,...,n} se tiene

P o S
axiaxj - axjax,-

P

para todo P € A.

Demostracién. La demostracion es mds sencilla si consideramos una funcién de R? en R, y no se pierde
generalidad ya que dada una funcién cualquiera, la restriccion a las dos variables que nos interesan nos da
una funcién de sélo dos variables. Consideremos entonces f(x,y) y un punto P = (a,b) € A, y pongamos

gt)=fla+t,b+r1)— fla+1,b)— f(a,b+1)+ f(a,b).

Para recordarla sirve de guia el diagrama siguiente:

fla,b+t) fla+t,b+t)

f(a,b) fla+1,b)

Si ponemos @(x) = f(x,b+1) — f(x,b), entonces podemos escribir usando Taylor
2

g(t) =ola+1)—9(a) =¢'(a) +¢"(c)5
pues ¢ es una funcién dos veces derivable, donde c estd entre a y ¢.

Se tiene ] ; - . X
g(l) = (a;j:(a,bﬁ-l)—a—i:(a,b))t—k <a_x]2€(c’b+t)_a_x]28(c’b)> %

Si dividimos por > y hacemos tender ¢ a cero, se tiene

L 80) _ 9’ f

=0 12 ayax

(a,b),
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2 . PN L . .
ya que, como gf? es continua, el dltimo término tiende a cero.

Ahora podemos repetir el argumento, considerando ¥(y) = f(a+1,y) — f(a,y). Se tiene entonces

2
gt) =wb+1)—w(b) =¥ (b +y"(c)7,
para algun otro c entre b y b +¢. Escribiendo las derivadas y razonando como antes,
gt) _ &f

lim —~ = —-
=0 12 axay

(a,b)

lo que prueba la igualdad. O

Definicion 5.1.4. Diremos que un conjunto A C R" es convexo si dados X ,Y € A, el segmento que une X con
Y estd completamente contenido en A. Equivalentemente, la funcion g(t) = tY + (1 — )X tiene su imagen
contenida en A paratodot € [0,1].

Para extender la idea del polinomio de Taylor a IR* necesitamos hablar de derivadas segundas y terceras.

SiA C IR? es abierto y g : A — R, vamos a llamar matriz Hessiana o Hessiano de gen P = (a,h) €A a
la siguiente matriz de las derivadas segundas de g (suponiendo que existen todas las derivadas segundas):

g 28
5 ox2 Jdydx
Dgap) =Hg(ap) = , ;
g g
dxdy 9y2 P

En general, se define para una funciéon g : A C IR” — R que tenga todas sus derivadas segundas, la matriz
Hessiana de g en P € A, como la matriz de n X n siguiente:

ng:

) »

Razonamos de la siguiente manera: si g : R” — R es una funcién C?, entonces la funcién Vg : P — Vgp
es una funcién Vg : R — IR", que resulta C'. Es decir Vg es un campo C'. Recordemos que para un
campo diferenciable cualquiera H : R" — R" dado por H(P) = (h(P),--- ,h,(P)) su diferencial se calcula
formando la matriz de n x n que tiene por filas los gradientes de las A;, es decir

DHp =

En el caso particular H = Vg, se deduce que

D’gp = DDgp =DVgp = Hgp,
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puesto que si reemplazamos h; por % en la matriz de arriba, obtenemos el Hessiano de g. Como corolario,
por la regla de la cadena, si o : I C IR =+ A C IR" es una curva derivable,

(Vgoz(r))l =Hgq(r) o (7).

La matriz Hessiana de una funcién f € C?(A) es simétrica por el teorema de Clairaut. Asi por ejemplo
si f:IR? — IR entonces
32 f az_f 82 f
ox2 Jdyox  0z0x

. azf azf azf
Hf =1 3% &% @ |

32 i az_f 82 !
oxdz  dydz 072

y la matriz es simétrica pues podemos intercambiar el orden de las derivadas segundas por ser f una funcion
C2.
Notemos que, para una funcién f(x,y) de dos variables, hay 8 derivadas de orden 3 que son
I f Pf
ox3’ dy3
IfPf Pf
0x2dy’ dyox?’ dxdyox

d’f  3f  If
0y20x’ 0xdy?’ dyoxdy’

Sin embargo, de las derivadas mixtas hay en realidad sélo dos distintas si f es C>. En efecto, se tiene por

ejemplo
B F (P ()P
oxdyox  dxdy \ ox ox

~ dyox ~ Jyox?
puesto que g—ﬁ es C?si fesC3.
(Qué ocurre en general con las derivadas de orden 3? De acuerdo a los cdlculos de mds arriba, dada

una funcién f : IR” — R diferenciable, su Hessiano se obtiene como la matriz en la que cada fila aparece el
gradiente de la respectiva derivada parcial de f, es decir

Hfp =
of
Vaw  /»

Observemos que, visto como funcién de la variable P, el gradiente D fp = V fp toma valores en IR”, mientra
que el Hessiano toma valores en las matrices de n x n, es decir D*f = Hf : R" — IR"*". Si derivamos una
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vez mds, serfa razonable que nos quede D3 f : R" — IR”*"*"_Esto no est4 mal, pero es poco practico. Vamos
a usar que IR"*"*" se puede identificar con las transformaciones lineales de IR" en IR"*", y para cada P € R",
presentaremos D> fp como una transformacion lineal de R” en IR"*".

Para ver como es este término de orden 3, calculemos

(H fo())' = DH foqr) - 0 (t) = DD* foy 0y - o/ (£) = D’ fop) - 0 (1),

que debe ser (para cada ¢ fijo) una matriz de n X n.

Hay que derivar cada fila de H fy;):

(
(Hfoc(t)), = (Va%oc(r))l
(

Por la férmula que ya probamos, (Vgr))' = Hga(r) - &' (), se tiene en cada fila

H

oxy

o(r) o (t)

d
(Hfuw) = | HEGwo @@ | 5.1)

B

xn o(r) Od(t)

Tomando o(t) = X + ¢V y evaluando en 7 = 0 se tiene que, como ¢(0) = X,a'(0) = V, entonces
of

Drwvy=| HikV

Haan\xv

para todo X € R" donde existan las derivadas terceras, para todo V € R". Ciertamente D3 fx (V) es lineal en
V (fijado X) y toma valores en IR"*".

Para controlar el tamafio de esta expresion, que surgird al escribir el resto cuando escribamos el polino-
mio de grado 2, usamos el siguiente lema:

Lema 5.1.5. Sean A; € R"™" una famillia de n matrices cuadradas de n x n, y sea X € R". Si los vector
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A; - X los ordenamos por filas, nos queda

que es una matriz cuadrada de n x n. Entonces

1
2
|

M)l < (inmni) X!
=1

Demostracion. SeaY € R" tal que ||Y|| < 1. Entonces

(Al X5Y>
Ve Xo) A X T

M-

IM(x) Y|P = |
(An X5Y>
Por otro lado, paracadai=1...n, se tiene
[(Ai - X, ) < A XY I < (1A X < [JAill[1X]]-
O

Estamos en condiciones de enunciar y demostrar el siguiente teorema sobre el polinomio de Taylor.
Recordemos que la férmula de Taylor para grado 2 nos dice que si g es una funcién C3 en un intervalo
abierto I C IR, entonces dados x,a € I, se tiene

1 1

8(x) = g(a) + g'(a)(x— a) + 3¢" (@) (x = )" + 338" () (x — @),

donde c estd entre x y a. En particular, six =1y a =0, se tiene

8(1) = 8(0)+8(0) + 35"(0) + 3,8"(©).

donde c € (0,1).

Observemos también que si f es C>, en particular es C? y por el teorema de Clairaut se tiene que H fp es
una matriz simétrica para todo P € A.

Teorema 5.1.6 (Taylor de orden dos, en IR”, con resto de Lagrange). Sea f: A C R" — R con A abierto
convexo. Supongamos f es C> en A. Entonces dado P € A, para todo X € A se tiene

FO0) = () + (Vo X = P) 3 (Hfp- (X = P).X — P) 4 Rp(X P,
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donde
Re(X ~P) = £ (D*fe(X ~P)- (X~ P),X )

es el resto (C es alguin punto en el segmento entre X y P). El resto verifica

Rp(X —P
tim Rl )

R .
x—P || X — P|?

Demostracion. Tomemos P,X € A, y consideramos la funcién auxiliar
8(t) = f(P+1(X—P)),
que es C* en un entorno del intervalo [0, 1]. Derivando, obtenemos
&' (t) = (Vfpssx—p),X —P),

g" (1) = (VSfprux—p))' s X = P) = (H fpssx—p) - (X = P),X — P),
y por dltimo
g"(t) = (D’ fpyix p(X —P)- (X —P),X ~P).

Por otro lado, por la férmula de Taylor en una variable,

8(1) = 8(0) +£(0) + 35"(0) + £¢" (o),

donde c estd entre O y 1. Entonces

) = P4 (Vfp X~ Pt 3(H o (X —P),X ~P)

+é<D3fP+c(X—P)(X_P)'(X_P):X_P>a

donde ¢ € (0,1) con lo cual C = P+ ¢(X — P) estd en el segmento entre Py X. Por dltimo, observemos que
(D* fe(X = P)- (X =P),X = P)| < |IDfe(X — P)||[|IX = P||?,
y por el Lema previo,

1
n d 2
0% =Pl < ¥, (15 el 1 =PI,
i=1 !

Notemos que H ng involucra, para cada i, las derivadas de orden 3 de f. Como cada una de ellas es una
funcién continua por hipétesis, en particular es acotada en un entorno dado de P. Con lo cual
of Af

[|H==]|cl|le < nmiéx
ox; X Xk X]

) <M

si X estd cerca de P. Luego, si X estd cerca de P, se tiene

Rp(X — P)| = £|(D°fe(X — P) - (X = P),X = P)| < M|)X - PIF,
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y de aqui se deduce inmediatamente la tltima afirmacion del teorema, pues

|Rp(X —P)|

g <MIX =Pl

para todo X suficientemente cerca de P. o

5.1.2. Demostracion alternativa de la formula de Taylor de orden 2 en R"

Otra forma de presentar la férmula de Taylor del Teorema 5.1.6 es posible, y con otra demostracion.
Atencion que se trata de la misma férmula. La diferencia es que abandonamos la notacién vectorial y pasa-
mos a los indices y sumas. Asi por ejemplo, si X = (x1,+* ,x,) y P = (p1,--, pn) entonces

d

Xi

&

(Vfp,X—P)= Xn: (P)(xi = pi),
i=

QU

y lo mismo con los demas términos del Teorema 5.1.6. Usaremos reiteradas veces la siguiente identidad,
que es una simple aplicacion de la regla de la cadena: si g es una funcién diferenciable, entonces como

(Pi +t(x,~ —Pi))' = (xi —pi), se tiene
gP+1(X=P) =Y = (P+t(X—P))(xi—pi).

Teorema 5.1.7 (Taylor de orden dos, en IR”, con resto de Lagrange). Sea f: A C R" — R con A abierto
convexo. Supongamos f es C* en A. Entonces dado P = (py,--- ,pn) €A, para todo X = (x1,--- ,x,) € A se

tiene
n af

*f
Y ) -(P)(xj — pj)(xi = pi) + Rp(X = P).

i=1 i=1j=1 0xj0x;
La expresion del resto es
| 3
Rp(X —P) = 3 l=le=21k;l 0% (C)(xk = pi) (xj = pj) (xi = pi)-

con C algiin punto en el segmento entre X y P, y verifica

Rp(X — P
tim Rl )

—— =0.
X—P || X — P

Demostracion. Tomemos P, X € A, y consideramos la funcion auxiliar

g(t) =f(P+1(X = P)),
que es C* en un entorno del intervalo [0, 1]. Derivando, obtenemos

§(1) = ég—i(mmx—m)(xi—p».
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Derivando nuevamente, tenemos

0 = 3 (g—;wx—m)) (i p)

I
D=
N
M=

" . L 2f '
0 = LY (qhag P HP)) (-pia)
n n n 83
= L X X g (X PN s pi)s ),

Ahora invocamos la férmula de Taylor de orden dos, en una variable para la funcién g en el intervalo [0, 1],
que nos dice que

(1) = g(0) +¢/(0) + 5¢(0) + £¢"(0),

donde ¢ € (0,1). Observemos que C = P+ c(X — P) es en efecto un punto en el segmento que une X con
P. Reemplazando en esta férmula los valores de g y sus derivadas se tiene la férmula del enunciado del
teorema. Por ultimo, para ver que el limite indicado da cero, observemos que las derivadas terceras son
funciones continuas, con lo cual, tomando algtin entorno compacto de P, son funciones acotadas, y con esto,
si X estd cerca de P se tiene

Z Z Z |8xkaxjax, <M.

i=1 j=1k=1
Como
i = pallxj = pjllxi = pil < 1X =PI,
se deduce que

1
Re(X = P)] < MIIX — P[P

si X estd cerca de P. Dividiendo por ||X — P||? y tomando limite para X — P se tiene la conclusién. O

(Cémo quedan estas férmulas en los casos concretos? Veamos para n = 2: ponemos P = (a,b) € R?,
X = (x,y) € R%. Entonces
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of

)
f) = fa@b)+Ee-a+5o-b+
10°f 10°f °f
EW(x—a)2+Ew(y—b)h—yay(x—a)(y—b)+R(a,b)(x—a,y—b),

donde todas las derivadas parciales estdn evaluadas en P = (a,b), y R es el resto dado por las derivadas
de orden 3 de f,

19f
6 ox3

3
©-a+5 THO0-57+

donde las derivadas parciales estdn evaluadas en un punto intermedio C = (c¢j,¢2) en el segmento que
une P con X.

Para n = 3 el polinomio de grado dos estd dado por (aqui P = (a,b,¢))

Pe%) = flab)+Ea-a+Eo-5+T -0
10°f » 10f 2 Pf 2
+§W(x—a) +§a—y2(y—b) +a—Z(Z_C) 4
f f 0% f

+$ay(x—a)(y—b)+m(x—a)(z—c)+m(y_b)(z_c)

donde todas las derivadas parciales estdn evaluadas en P = (a,b,c). No daremos la expresién explicita
del resto, aunque se puede calcular desarrollando Rp en el teorema anterior, tal cual lo hicimos para n = 2.

5.2. Extremos

Recordemos que si una funcion f : A C R" — R¥ es diferenciable en un punto P € A, y este punto es un
extremo local de f, entonces la diferencial de f debe anularse en P. Equivalentemente, el vector gradiente
es cero, es decir Vfp = O.

Recordemos un criterio sencillo para funciones en IR para determinar si el extremo es maximo o minimo:



118 Taylor y extremos

Proposicion 5.2.1. (Criterio de la derivada segunda)

Si f es dos veces derivable en un intervalo abierto 1, y se tiene f'(a) = 0 para algun a € I, enfonces

1. Si f"(a) > 0, el punto x = a es un minimo local de f.
2. Si f"(a) <0, el punto x = a es un mdximo local de f.

Observacion 5.2.2. Atencion que si la derivada segunda también se anula, el criterio no nos dice nada. De
hecho, el punto no tiene ni siquiera que ser un extremo: consideremos f(x) = x3. Entonces si a = 0, se tiene
f'(a) =0y f"(a) =0, mientras que x = 0 no es un extremo local de f.

Por otro lado, si consideramos g(x) = x*, se tiene g'(0) =0y g"(0) = 0, pero sin embargo x =0 es un

minimo local (de hecho, absoluto) de g.

De manera andloga, si consideramos h(x) = —x* las dos primeras derivadas se anulan en cero, mientras
que este punto es un mdximo de h.

Vamos a pensar un poco como se generaliza este criterio a dos variables y luego lo demostramos. Recor-
demos que si f es C?, el Hessiano es la matriz simétrica de las derivadas segundas, evidentemente tiene que
jugar un papel dominante en la formulacién del mismo.

5.2.1. Formas cuadraticas
Dada una matriz cuadrada T de n x n, consideramos la siguiente funcién
Q(X) = (TX,X),
denominada forma cuadratica asociada a T. Observemos que
Q(tX) =1*Q(X) paratodo € R,

de alli el nombre.
Supongamos que T estd diagonalizada, con autovalores Af,...,A, € R. Entonces

TX = T()ﬂ,...,xn) = (Mxl,...,knxn)

con lo cual
QX1+ 5%n) = MxT +A225 + - + My (5.2)

Observemos que los A; pueden ser positivos, negativos o cero.
1. Si son todos no nulos, decimos que Q es no degenerada.
2. Si alguno (o varios) de los A; son nulos, decimos que Q es degenerada.
3. Q es definida positiva si A; > 0 paratodoi=1...n.
4. Q es definida negativa si A; < O paratodoi=1...n.

5. Q es indefinida si algunos A; son positivos y otros son negativos.
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Observemos que una forma indefinida puede ser tanto degenerada como no degenerada. En el caso
degenerado, pero no indefinido, decimos que Q es

1. semidefinida positiva si A; > 0 paratodoi=1...n.

2. semidefinida negativa si A; <0 paratodoi=1...n.

Observemos que, inspeccionando la ecuacién (5.2), se tiene

1. Q es definida positiva si y s6lo si Q(X) > 0 para todo X = O.
2. Q es definida negativa si y sélo si Q(X) < 0 para todo X = O.
3. Q es semidefinida positiva si y sélo si Q(X) > 0 para todo X.
4. Q es semidefinida negativa si y s6lo si Q(X) < 0 para todo X.
5

. Q es indefinida si y s6lo si existen X1, X, tales que Q(X;) >0y Q(X;) < 0.

Pasemos ahora al caso general. Recordemos que si 7' es una matriz simétrica, es diagonalizable. Es decir,
existe una base ortonormal B = {Vj,...,V,} de R" tal que

T = Cgg D Cgs,

donde D = Mpg(T) es una matriz diagonal que tiene a los autovalores de T. Recordemos también que
U = Cpg es la matriz de cambio de base, con los vectores de la base B escritos en la base canénica puestos
como columnas, y se tiene la siguiente propiedad:

Chp =Cpp = Cgp, esdecir U' = U1,
con lo cual T = UDU". Luego
Q(X) = (TX,X) = (UDU'X ,X) = (D(U'X),U'X).
Ahora llamamos ¥ = U'X = CgpX; notar que Y es simplemente Xp, o sea Xg = (y1,...,ys). Entonces

Q(X) = (DY,Y> = ((7&1)’1, s 7}‘-nyn), (yl,' . 7yn)> = 7\-1)’% +-- +7\'ny;% (5.3)
Se observa que, salvo un cambio de base, la forma cuadratica Q se puede describir completamente con los
autovalores.

Para los que se perdieron con la idea de la matriz de cambio de base, hacemos otra demostracion: dado
X € IR", lo escribimos en la base B, es decir como combinacidn lineal de los vectores de la base B:

n

X= Zy,v, =yiVi+yVa+-- 43V
=

Entonces, por las propiedades del producto escalar se tiene

n n
O(X) =(TX,X) =Y ) yv(TV;,V)).
i=1 j=1
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Como TV; = A;V; por ser los V; autovectores de T, se tiene
n n

n
Z yiyj(hiVi, Vi) = ZZ yiyjhilVi, Vj)-

HM:

Como los V; son una base ortonormal se tiene (V;,V;) = 0si i # j, con lo cual s6lo quedan los términos en
los que i = j,
Zyl (Vi,Vi).

Por tltimo, como (V;,V;) = ||Vi||> = 1, se tiene
n
0(X) =Y Miyi =iyt + Moy + -+ MV
i=1

que es la misma expresién que obtuvimos en (5.3), con otra prueba.

Si nos convencimos de que el signo de Q(X) s6lo depende de los autovalores de T, y no de X, entonces
vamos a decir (para cualquier T simétrica), siguiendo la 16gica de antes, que Q(X) = (TX,X) es

1. degenerada si TX = O para algin X = O.

2. no degenerada si T es inversible.

3. definida positiva si Q(X) > 0 para todo X = O.

4. definida negativa si Q(X) < 0 para todo X = O.
5. semidefinida positiva si Q(X) > 0 para todo X.

6. semidefinida negativa si Q(X) < 0 para todo X.

7. indefinida si existen X, X, tales que Q(X;) >0y Q(Xz) < 0.

El siguiente es un criterio ttil que usa el determinante. Recordemos que los menores principales de una
matriz cuadrada son las submatrices que se obtienen comenzando por la esquina superior izquierda. Por
ejemplo, si

Tiw T, T3
T=| Ton T Tz |,
T3y T3 133

entonces los menores principales de T son las siguientes tres matrices de 1 x 1,2 x 2y 3 x 3 respectivamente:

T, T
T, ( Dy T» )’ L.

Proposicion 5.2.3. Sea T simétrica’y Q(X) = (TX,X) la forma cuadrdtica asociada. Entonces Q es

1. no degenerada sii det(T) = 0.
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2. definida positiva sii todos los determinantes de los menores principales son estrictamente positivos.

3. definida negativa sii todos los determinantes de los menores principales tienen signos alternados,
empezando por un niimero negativo.

Demostracion. El item 1. es evidente. Demostraremos los items 2 y 3 solamente en el caso 2 x 2. El caso
general se deduce por induccién. Sea B = {V},V, } una base ortonormal de autovectores de T’ con autovalores
A1, Ao respectivamente (que existe por ser T simétrica). Entonces vimos que, si Xg = (y1,y2),

) P q p q Y,y

O(X) = My} + hay3.

Veamos 2. Supongamos primero que los dos determinantes son positivos. Es decir 731 > 0y det(T) > 0.
Entonces como det(7T) = AjAz, los dos autovalores deben tener el mismo signo. Por otro lado, 0 < Tj; =
(TE\,E;) = Q(E1) con lo cual no pueden ser los dos negativos pues seria Q(X) < 0 para todo X # 0 por
la expresion de arriba. Entonces son los dos positivos, es decir 7' es definida positiva. Reciprocamente, si
T es definida positiva, Ty = Q(E;) > 0y por otro lado los dos autovalores deben ser positivos con lo cual
det(T) > 0.

Supongamos ahora que 711 < 0 y det(7) > 0. Nuevamente los dos autovalores tienen el mismo signo
pero ahora Q(E;) = T11 < 0 con lo cual tienen que ser los dos negativos asi que T es definida negativa.
Reciprocamente, si T es definida negativa, det(T) > 0 pues los dos autovalores son negativos, y ademds
T =Q(E)) <0. O

En general uno se refiere indistintamente a T o a su forma cuadratica asociada Q. Asi “T es definida
positiva” quiere decir que Q es definida positiva. Veamos los casos mds relevantes de formas no degeneradas.

(M0
T‘(o xz)'

1. T es definida positiva si y s6lo si A; > 0y A, > 0.

En IR?*2, tenemos

Entonces

2. T es definida negativa si y sélosi A} <0y A; <O0.

3. T serd indefinida si y s6lo si AjA, = det(T) < 0.

Conviene tener presentes los dos ejemplos mas simples de formas definida positiva y negativa. En ambos
casos debe ser det(T) > 0. Se indican a un lado de la matriz los signos de los determinantes de los menores.

(¢9)r (%)=

Sélo con estos signos se consiguen formas respectivamente positivas y negativas, mientras que si det(T) <
0 se tiene una forma indefinida como dijimos.
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Veamos ahora que ocurre en IR**3. Tenemos

MO0 0
T = 0 N O
0 0 A3

Conviene tener presentes los dos ejemplos sencillos de forma definida positiva y negativa respectivamente,
y recordar de alli los signos de los menores:

o o+
o o
=)

| oo
|

0 0\ +
+ 0 | +
0o +/ +

Observacion 5.2.4. Negando estos casos, se tiene que en matrices 3 X 3, la forma serd no degenerada e
indefinida si y solo si det(T) =0y ocurre alguno de los dos casos siguientes:

1. El segundo menor tiene determinante menor a cero.

2. El segundo menor es estrictamente positivo y ademds det(T )Ty < 0.

5.2.2. El Hessiano y los extremos

Recordemos que para que un punto sea un extremo relativo de una funcién diferenciable f, se debe tener
V fp = 0. Sin embargo, como en el caso de una variable esto s6lo me da candidatos, resta ver si en efecto
son extremos. A estos puntos donde el gradiente de f se anula los llamamos puntos criticos. Entran también
en esta denominacién aquellos puntos donde f no es diferenciable, pero por ahora nos concentraremos en el
primer caso.

Toda la discusion de la seccion previa fue para establecer un criterio efectivo para decidir si un punto
critico de una funcién f : IR* — R es un extremo local o no, y si es un extremo, si es maximo o minimo.

Una aclaracién: todos los extremos considerados
son locales, y un extremo es estricto si f(P) >
f(X) para todo X en un entorno de P, sin contar
P. Un caso sencillo de minimo (no estricto) es el
dado por la parabola trasladada, f(x,y) = x> cuyo
grafico presentamos a la derecha. Aqui se observa
que cualquier punto del eje y es un minimo de f,
pero no es estricto porque si nos movemos a lo
largo de este eje la funcién es constante.
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Definicion 5.2.5. Diremos que P es punto silla de f si existen dos trayectorias o, (no necesaritamente
rectas) que tienden a P (o sea son continuas y 0(0) = B(0) = P), y tales que f o o tiene un mdximo ent =0
y f o tiene un minimo ent = 0. Es decir, si hay dos trayectorias continuas de manera que f tiene mdximo
y minimo a lo largo de ellas en P. En este caso P no es ni mdximo ni minimo de f.

Vamos a referirnos indistintamente al Hessiano de f en P y a su forma cuadratica asociada
1
0p(V) = §<HfPV’V>'

Lema 5.2.6. Sea f:A C R" = R una funcion C, con A es abierto y P € A. Supongamos que V fp = O.
Entonces

1. Siexiste V € R" tal que Qp(V) < 0, entonces a lo largo de la recta P+ 1tV (para t suficientemente
pequerio) la funcion f tiene un mdximo en P. Es decir g(t) = f(P +1tV) tiene un mdximo local en
t=0.

2. Si existe W € R" tal que Qp(W) > 0, entonces a lo largo de la recta P+ tW (para t suficientemente
pequerio) la funcion f tiene un minimo en P. Es decir h(t) = f(P +tW) tiene un minimo local en

t=0.

Demostracion. Probamos la primera afirmacion, la segunda se deduce de manera similar. Por la férmula de
Taylor, escribiendo X = P+ ¢V, se tiene

f(P+1V)=f(P)+1°Qp(V) +Rp(tV)

para ¢ suficientemente pequefio. Sacando factor comtin #2||V||? se obtiene

QP(V) RP(IV)
P+1V) = f(P)+12||V|]? ) 5.4
7e-41v) =g+ 2| S 4 R (5.4
Si hacemos tender ¢+ — 0, el cociente l‘e"‘; ‘(/[H‘/z) tiende a cero. En particular, tomando € = — %’"}JQ , que es un
nimero positivo pues Qp(V) < 0, existe & > 0 tal que

RP(ZV)

—e<
ItV

si |t| < d. Se deduce de la desigualdad de la derecha, recordando quién es €, que

QP(ZI) R(Z‘ZI)
iz "

<O0.
121>

Esto es lo mismo, observando la ecuacion (5.4), que decir que f(P +1V) < f(P) para t suficientemente
pequefio. O

Observacion 5.2.7. Dada T € R"™", la funcion Q : R" — R dada por la forma cuadrdtica Q(X) = (TX,X)
es una funcion continua. De hecho, es diferenciable. Para simplificar, supongamos que, como en toda esta
seccion, la matriz T es simétrica. Entonces afirmamos que para cualquier X € R", se tiene

DOx (V) =2(TX,V).
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Para verlo, fijado X € R", basta probar que Q(Y)_Q(ﬁ(y);?”QX Y=Y tiende a cero cuando ¥ — X. Pero, usando

las propuedades del producto escalar,

OY)—Q(X)—2(TX,Y —=X) = (TY,Y)—(TX,X)—2(TX,Y)+2(TX,X)
= (TY,Y)+(TX,X)—2(TX,Y)
= (TY,Y)+(TX,X)—2(TX,Y)
= (TY,Y)—(TX,Y)+(TX,X)—(TX,Y).

Ahora, como T es simétrica (y el producto escalar también) se tiene (TX,Y) = (X,TY) = (TY,X), con lo
cual podemos agrupar de la siguiente manera
oY) =0(X) =DOx(Y =X) = (TY,Y =X)+(TX,X —Y)
(TY,Y —=X)+(-TX,Y — X)
= (TY —TX,Y —X) = (T(Y —X),Y — X).

Con esto, por la desigualdad de C-S, se tiene
10(Y) = Q(X) = DOx(Y —X)| < [IT(Y = X)|[[|Y = X[ < [IT[|=|[Y — X |*.

Luego
1Y) —O(X) —DOx(Y —X)|
1Y =Xl

lo que prueba que este cociente tiende a cero cuando Y — X.

<ITl=[1Y = X1,

Teorema 5.2.8. Sea f: A C R" — R una funcion C3, con A es abiertoy P € A. Supongamos que V fp = O
Entonces

1. Si H fp es definido negativo, P es un mdximo estricto de f.
2. Si H fp es definido positivo, P es un minimo estricto de f.

3. Si H fp es indefinida, P es un punto silla de f.

Demostracion. Supongamos primero que P es un punto donde H fp es definido positivo. Entonces por el
Teorema de Taylor (Teorema 5.1.6), para X suficientemente cerca de P se tiene

1

fx) = f(P)+—(pr(X—P),X—P>+R(X—P)
X-P X-P R(X—P)]

= X — P2[ H , 55
T =P I e = * T e

pues Vfp = 0. Llamando Qp(V) = (JHfpV,V), esta expresion se reescribe asf:

X-P\ R(X-P)
X)=f(P X—PQ[ ( > } 5.6
70 = 1)+ X =PIF |0 ( = ) + T =712 56)
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Observemos que para cualquier X = P, el vector en el cudl estd evaluado Qp tiene norma unitaria, es decir

X—-P 1
x—r)| =K FI=t
IX =PIl [IX—P
Como §" ! = {V € R": ||V|| = 1} es un conjunto compacto y Q) : R" — R es una funcién continua, esta

funcién tiene un minimo mp en la esfera, es decir existe Vp de norma unitaria tal que Q(Vp) = mp. Como
Vp = 0, este minimo mp debe ser mayor a cero pues H fp es definido positivo por hipétesis. Entonces, como

‘lr)(({;ﬁ% — 0 cuando X — P, tomando € = mp, existe 8 > 0 tal que X € Bg(P) implica
< R(X—P) <
—mp < 7o——— < mp.
X —PP?

En consecuencia, usando que mp es el minimo de O, en la esfera, y usando el lado izquierdo de esta ultima

desigualdad, se tiene
0 < X-P > LRX-P)_ R(X-P)
P >mp+
IX=Pll) [IX-P|? IX — PI|?
siempre que ||X — P|| < 8. Luego, lo que le sigue a f(P) en la ecuacién (5.6) es positivo siempre que
|| X — P|| < 8, y esto prueba que f(X) > f(P) si X € Bs(P). Es decir, P es un minimo local de f.
La demostracion para el caso definido negativo es similar.

Si Qp es indefinida, existen dos vectores Z;,Z, € R" tales que Qp(Z;) > 0y Qp(Z>) < 0. Por el lema
previo, a lo largo de las trayectorias P +tZ;,P +tZ,, la funcién f es respectivamente mayor y menor que
f(P), con lo cual P no puede ser ni mdximo ni minimo, y es un punto silla por definicién. O

>0

Ejemplo 5.2.9. Veamos algunos ejemplos.

1. Sea f(x,y) = 4xy — x* —y* Entonces Vf = (4y — 4x3,4x — 4y3) = (0,0) si y s6lo si y = x>, x = y°.
Entonces y = y°, es decir y(y® — 1) = 0, de donde se deduce que y =0 o bien y = +1. Entonces los
puntos criticos son (0,0), (1,1), (—1,—1). Calculamos el Hessiano de f:

—1242 4
Hf_( 4 —12y2>’

0 4 -12 4
Hf0) = ( 4 0 >, Hfqny = ( 4 _12 > =Hf 1)

Como det(Hf(070)) = —16 <0 se deduce que el origen es un punto silla. Los otros dos puntos verifican

con lo cual

que el lugar 1,1 es estrictamente negativo, mientras que el determinante es igual a (—12)2 —16=
144 — 16 > 0, con lo cual los dos autovalores son negativos asi que se trata en ambos casos de
mdximos.
2. Si f(x,y,2) =x* —2x% +y> + yz+ 2%, entonces Vf = (4x° —4x,2y + 2,2z +y) = (0,0,0) si y sélo si
x> —x=2y+7=27+y=0. Se deduce que x = 0 o bien x = %1, y por otro lado que y =z = 0.
Entonces los puntos criticos son (0,0,0), (£1,0,0). La matriz Hessiana de f es

122=4 0 0
Hf = 0 21 |,
0 1 2
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luego en el origen se tiene
—4
Hfooo=1| 0
0

—_ N O

0
1
2

Los determinantes de los menores correspondientes son —4, —4-2= -8y —4-3 = —12. Como son
todos negativos, el origen es un punto silla de f. Por otro lado,

8 0 0
Hft1000=1 0 2 1
01 2

Ahora los determinantes son 8, 8-2 =16y 8 -3 = 24. Como son todos positivos, los puntos (£1,0,0)
son minimos de f.

Observacion 5.2.10. Notemos que en el caso degenerado no podemos asegurar que P sea un extremo de f.
Por ejemplo, si f(x,y) = x> +y3, entonces

Vf = (2x,3y%),

luego V f(0,0) = (0,0) con lo cual el origen es un punto critico de f. También

2 0 2 0
Hf—<0 6y>,c0nlocuale(070)—<0 0),

que es ciertamente semidefinida positiva (un autovalor positivo y el otro nulo). Sin embargo, si nos acerca-
mos al origen a lo large del eje y se observa que

3
f0,y) =y,
con lo cual el origen no es ni mdximo ni minimo de f.

Sin embargo, hay una relacion, dada por el siguiente teorema

Teorema 5.2.11. Sea f : A C R" — R una funcion C* (A es abierto). Entonces

1. Si P es un mdximo local de f, entonces H fp es semidefinido negativo.

2. Si P es un minimo local de f, entonces H fp es semidefinido positivo.

Demostracion. En el caso del méximo, sabemos que existe > 0 tal que f(X) < f(P) paratodo X € B.(P).
Si H fp no fuera semidefinido negativo, existiria V € IR" tal que Qp(V) > 0. Por el Lema 5.2.6, a lo largo de
la trayectoria X (r) = P 4tV se tendria

f(P+1V) > f(P)

para ¢ suficientemente pequefio, lo cual es una contradiccién. La demostracion para el caso de un minimo es
andloga. o
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El criterio del Hessiano nos asegura que si el mismo es indefinido, entonces el punto P es punto silla,
y las trayectorias son dos rectas como se desprende de la demostracién. Sin embargo, si el Hessiano es
degenerado podria ocurrir que P fuera un punto silla pero que a lo largo de cualquier recta se encuentre
siempre maximo (o siempre minimo). Un ejemplo de esta situacién bastante anti-intuitiva es el siguiente:

Ejemplo 5.2.12. Consideremos f(x,y) = 2x* +y* — 3yx%. Entonces es fdcil ver que P = (0,0) es un punto

critico de f, y que
0 0
Hf(0,0)2<0 2 >

Esto nos dice que a lo largo del eje de las y, f tiene un minimo en (0,0). También se verifica que a lo largo de
cualquier recta la funcion f tiene un minimo en el origen. Sin embargo, considerando la trayectoria’y = %xz

(es decir ox) = (x, %xz), con x alrededor del cero), se obtiene

(Foo)(x) =~y

con lo cual a lo largo de esta trayectoria f tiene un mdximo en el origen. Luego el origen es un punto silla
aunque a lo largo de cualquier recta se consiga un minimo.

5.3. Extremos con restricciones, multiplicadores de Lagrange

5.3.1. Extremos en una region

Dada una funcién continua f : A C IR* — IR con A un conjunto cualquiera, el problema que nos interesa
es el de hallar extremos (tanto relativos como absolutos si los hubiera) de f en A.

Para los puntos del interior A°, primero buscamos los puntos criticos de f con el gradiente. Después hay
dos situaciones:

1. Lafronterade A la podemos parametrizar con una funcién @ (o varias de ellas), de manera que Im(@) =
0A.

2. Lafrontera de A estd dada en forma implicita por una ecuacién, de manera que no resulta conveniente
(o es directamente imposible) parametrizarla explicitamente.

En el primer caso, lo que hacemos es estudiar la funcién f restringida al borde componiendo con la
parametrizacion, es decir, hallamos los punto criticos de g = f o ¢. Recordemos que si A es compacto y f
es continua, debe haber tanto maximo como minimo absoluto de f en A. En el caso general, puede no haber
extremos absolutos.

También nos interesan los casos en los que el conjunto A no tiene interior. Tipicamente, cuando A es una
curva o una superficie de nivel. Estos los tratamos como en el item 2 recién mencionado.

5.3.2. Extremos en regiones con borde que se puede parametrizar

Hagamos algunos ejemplos de este caso:
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Ejemplo 5.3.1. Sea f : R?> — R dada por f(x,y) = x*> +y*> + x. Hallar los extremos de f restringidos a la
bola unitaria cerrada, es decir
B={(xy): 2+ <1},

El interior es la bola abierta, alli calculamos
2 0
Vf:(Zx-l-l,Zy),Hf:(O 2)

y el tinico punto critico es P| = (—%,O). Como H fp es definido positivo, se trata de un minimo local de f.

Por otra parte, la frontera se parametriza mediante o(t) = (cost,sent), para t € [0,2%). La composicion
es la funcion real g(t) = cos’t + sen’t + cost = 1 + cost, cuya derivada es g'(t) = —sent, que se anula en
t = 0,T. Entonces f tiene extremos en P, = (1,0) y en P3 = (—1,0). Evaluando se tiene

1

=—1  J(P)=r(Py) =2,

f(P)=

| =

1
4
lo que nos dice que en Py se alcanza el minimo absoluto de f, mientras que en P, y P3 se alcanza el mdximo
absoluto de f.

Ejemplo 5.3.2. Sea f(x,y,z) =x* — 1x+ e en el cuadrado [0,1] x [0,1]. En el interior el gradiente y el
Hessiano de f son

1 24 e9y? eV
_ Xy, Loy _ Xy
Vi=2x+e" 5e X), Hf < o 2 )

El gradiente se anula inicamente en P; = (0, %) Alli el Hessiano es

9
=5 0)

que es es semidefinido positivo, luego el criterio no se puede usar.

Por otro lado, a lo largo de los cuatro lados se tiene:

1. Enx =0, hay que buscar los extremos de g(y) = f(0,y) = 1 en el intervalo [0,1]. Como es constante
no hay nada para hacer (f vale constantemente uno en el lado izquierdo del cuadrado).

2. Enx =1, hay que buscar los extremos de g(y) = f(1,y) = % +¢e” en el intervalo [0,1]. Como g'(y) = &’
no se anula nunca, lo tinico relevante son los extremos, g(0) = f(1,0) =3 y g(1) = f(1,1) = 1 +e.

2 —1x+1 en el intervalo [0,1]. Como

3. Eny =0, hay que buscar los extremos de g(x) = f(x,0) = x
g (x)=2x— % =0 vnicamente en x = }l, los puntos relevantes son los bordes (que ya los consideramos

porque son los vértices del cuadrado) y el punto P, = (4—1“0).

4. Por iltimo, en y = 1, hay que buscar los extremos de g(x) = f(x,1) = x> — %x—l— ¢* en el intervalo

[0,1]. Como g'(x) = 2x — % + ¢€* no se anula nunca (pues €* > 1 para x > 0), lo tinico relevante son
los extremos, que son dos vértices del cuadrado que ya consideramos.
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En sintesis, s
1 1 1
f(Ov_):la f(—,O)_—

2 4716’
f =1entodo el lado izquierdo del cuadrado (incluyendo los vértices), y por tiltimo
F00=3, =g+
) - 27 ) - 2 e.

De esta lista se deduce que el vértice (1,1) es el mdximo absoluto de f, mientras que el minimo absoluto
se alcanza en el punto (%,0) de la base.

5.3.3. Multiplicadores de Lagrange

No siempre se puede parametrizar la region de manera sencilla. Consideremos el siguiente ejemplo:

Ejemplo 5.3.3. Hallar los mdximos y minimos de f(x,y) = x> 4+ 2x +y? restringida a la curva de nivel
g(x,y) = (x—1)?>+4y*> — 1 = 0 de la funcién g.

Aqui resulta conveniente otra estrategia, ya que la regién A = {(x,y) € R? : g(x,y) = 0} estd dada en
forma implicita.

Recordemos que para una funcién escalar f, dado un punto P donde f es diferenciable, la direccién de
mayor crecimiento estd dada por V fp (y la direccién opuesta es hacia donde f decrece mds rapido). También
se deduce de

of

——(P)=(Vfp,V

& (P) = (Vfi,V)
que si miramos las direcciénes perpendiculares al gradiente, las derivadas direccionales son nulas, ya que
alli el producto escalar da cero.

Obsevemos la siguiente figura. A la izquierda estdn representados algunos valores de V f, para algunos
puntos del plano. A la derecha, superponemos sobre estos valores de V f una curva dada S.

En la figura de la derecha, hay que observar que en algunos puntos de la curva, como en el que indicamos
como P, el gradiente de f es perpendicular a la curva S. En esos puntos, la direccién de mayor crecimiento
es imposible de seguir (habria que salirse de la curva), y por otro lado si nos movemos a lo largo de la curva,
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nos estaremos moviendo en forma ortogonal a V fp, con lo cual la derivada direccional de f alli serd nula
por lo antes dicho. Estos puntos son los candidatos naturales a extremos, si recordamos la idea del teorema
de Fermat que dice que si f tiene un extremo entonces su derivada se anula.

Dicho de otra manera, si estamos buscando puntos criticos de f restringidos a una curva, los candidatos
naturales son aquellos puntos de la curva donde esta tiene una direccién ortogonal al gradiente de f. Si
la curva S estd dada por el conjunto de ceros de una funcién g : R> — R, entonces la normal de la curva
estd dada por Vg (en el caso en que g sea C! y su gradiente no se anule).

Luego, buscamos los puntos P tales que g(P) = ¢, donde ademés
Vfp=AVgp

para algin nimero real A. Este método se conoce como método de los multiplicadores de Lagrange.

Volvamos al ejemplo concreto: calculamos
Vf=(2x+2,2y), Vg=(2(x—1),8y)
y planteamos la igualdad
(2x+2,2y) =A(2(x—1),8y).

De aqui se deduce que debe ser
2x+2=A2(x—1), 2y = A8y.
De la segunda ecuacion, se deduce que hay dos posibilidades:
1. A= zlt’ con lo cual (reemplazando en la primera), se tiene 4x+4 =x— 1 es decirx = — % Como el punto
tiene que estar en la curva de nivel de g, debe verificar la ecuacién implicita. Entonces obtenemos

64 55

ry +4y? =1, es deciry? = Y
de donde se deduce que no hay ninguna solucién con x = —%, o equivalentemente, que no hay ninguna
solucién con A = %.

2. y =0, con lo cual reemplazando nuevamente en la ecuacién se tiene (x — 1)2 =1l,esdecirx=0y
x = 2. En este caso hay dos puntos que son el (0,0) y el (2,0) que son solucién.

(, Cémo sabemos si son maximos o minimos? Observemos que la ecuacién de g
(x=1)+dy* =1

define una elipse en el plano IR?, que es un conjunto cerrado y acotado (es decir compacto). Como la funcién
f es continua, f debe alcanzar mdximo y minimo absoluto en la elipse. Calculamos

£(0,00=0  f(2,0)=8.

Se concluye que (0,0) es el minimo absoluto de f restringida a la curva S, y que (2,0) es el mdximo absoluto
de f alli.



5.3 Extremos con restricciones, multiplicadores de Lagrange 131

5.3.4. Multiplicadores en R
(Coémo se generaliza el método al espacio? Dada una funcidén f y una superficie

S= {(x,y,z) S IR3 :g(x,y,z) = C}a

nuevamente el gradiente V fp indica la direccién de mayor crecimiento (partiendo del punto P), y lo que que-
remos identificar son aquellos puntos donde las direcciones tangentes a la superficie hacen que las derivadas
direccionales de f se anulen. Observemos el siguiente grafico:

Si el gradiente de f en P tiene alguna componente Vp en el plano tangente Ilp a S en P, entonces
moviéndonos en esa direccion, sobre la superficie, la funcién creceria (pues como dijimos el gradiente es la
direccién de mayor crecimiento). La manera de conseguir que no haya ninguna direccién (en la superficie,
o equivalentemente en su plano tangente), donde la funcidn crezca, es pidiendo que el gradiente V fp sea
perpendicular al plano tangente. Equivalentemente, que el gradiente de f sea paralelo a la normal Np al
plano tangente en P, lo que se traduce en la condicién

V/fp=MAVgp

para algin nimero A € R. No hay que olvidar la condicién g(P) = cte para que el punto esté en la superficie.
Estas dos condiciones se pueden resumir en el siguiente enunciado, que generaliza lo que ya discutimos en
el plano y en el espacio:

Proposicion 5.3.4. (Multiplicadores de Lagrange)

Para hallar los puntos criticos de una funcion f : R* — R restringida a la superficie de nivel g(X) = ¢
de una funcion g : R* — IR, basta estudiar los puntos criticos de la funcion de n+ 1 variables dada por

JX) = Me(X) —c).

Mds precisamente: si P € R" es un extremo de f restringida a la superficie de nivel g(X) =c, y Vgp = 0,
entonces existe A € R tal que

Vifp=AVgp.



132 Taylor y extremos

Demostracion. Si el gradiente de g no se anula en P, entonces por el teorema de la funcién implicita, existen
una bola B C R"~! y una parametrizacién @ : B — R de la superficie S en un entorno de P. Llamemos
Zp € R"! al centro de la bola B, y para simplificar supongamos que la derivada que no se anula de g es la
tltima, de manera que (Zy,0(Zp)) = P, y ademds

g(Z,9(Z)) = c paratodo Z € B.

Es importante recordar que los vectores (E;, g—;‘? (Zv)) (con i =1...n) son generadores del plano tangente a
la superficie S en P.

Abhora si P es (por ejemplo) un mdximo de f restringida a S, debe ser f(P) > f(X) paratodo X € S en
un entorno de P. Esto es

para todo Z € U suficientemente cerca de Zy. Entonces la funcién i(Z) = f(Z,¢(Z)) tiene un extremo local
en Zy, con lo cual su gradiente se anula en ese punto, o equivalentemente todas sus derivadas parciales son
nulas en el punto. Pero por la regla de la cadena,

oh(Z d fo10]
WD |y = 2 (2,022 = (Vo (1, 22 (20))
0z 9z; 0z;
o sea el gradiente de f en P es perpendicular a todos los generadores del plano tangente a la superficie, y en
consecuencia tiene que ser paralelo a la normal. Como la normal es el gradiente de g en el punto, se tiene la
conclusion. 0

Atencion que nada garantiza que los puntos criticos hallados sean extremos.

5.3.5. Un ejemplo elemental

Veamos ahora un ejemplo del uso del método con tres variables. Con este ejemplo empezamos estas
notas.

Ejemplo 5.3.5. Hallar las dimensiones de la caja rectangular, de lados a,b,l y de volumen mdximo, sujeta
a la restriccion a+ b +1 < 300.

La funcién a maximizar es V(x,y,z) = xyz, y la regién que nos interesa estudiar es la comprendida por
x+y+z<300, x,y,z > 0 (observemos que si x,y 6 z son cero entonces el volumen es cero). Si calculamos
el gradiente de V se tiene

VV = (yz,xz,xy)

que se anula sélo en los caso que no nos interesan. Resta ver que ocurre en la superficie x + y 4+ z = 300, que
es un plano (sujeta por supuesto a las restricciones x,y,z > 0).
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Nuevamente los bordes no son interesantes por dar cero alli el volumen, y lo que nos resta ver es si f
tiene extremos restringida al plano. Para ello planteamos Vf = AVg, obteniendo

vz =A, xz=A, xy=»A

pues Vg = (1,1,1). Como ninguna de las variables puede ser nula, se deduce ficilmente que x =y = z, con
lo cual reemplazando en la ecuacién del plano se obtiene 3x = 300, es decir x = y = z = 100. Entonces el
punto en cuestién debe ser P = (100, 100, 100) (o sea la caja es un cubo de lado 100), que es un méaximo pues
la regién es compacta y los otros son minimos de f. El volumen maximo entonces es V = 100° = 1000000.

5.3.6. Varias ligaduras

Por dltimo, una breve discusién sobre el caso en el que uno quiere hallara extremos de una f con res-
tricciones dadas por mds de una superficie de nivel. Por ejemplo, hallar los extremos de f(x,y,z) sujeta a
las condiciones g1 (x,y,z) = c1, g2(x,¥,z) = 2. En este caso, si los gradientes de g1, g2 son no nulos, ambas
ecuaciones definen superficies en el espacio. Si hay algtiin menor no nulo en la matriz que se obtiene apilando
los gradientes, esto indica que la interseccion es una curva. En ese caso, los extremos de f en esta curva se
hallan planteando

Vf(P) =aVgi(P)+Pg(P)

para valores genéricos de o, € R. No hay que olvidar que P también debe verificar
g1(P)=c1yg(P)=c

para estar en la curva. La explicacion de porqué el gradiente de f en un extremo es combinacion lineal de
los gradiente de g1 y g» estd en que un vector genérico, ortogonal a la interseccion de los planos tangentes
de ambas superficies, se puede escribir como combinacién lineal de las normales a los planos.
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6 INTEGRALES EN IR

iSi sélo tuviera los teoremas! Entonces podria
encontrar las demostraciones facilmente.

B. Riemann

6.1. Integrales

Vamos a empezar este capitulo recordardando la idea de drea en el plano. Todos tenemos presente que
dado un rectdngulo cualquiera R en el plano, su drea o superficie se calcula multiplicando su base por
su altura, A = ba. También que el drea es independiente de la posicion del rectingulo, es decir que si lo
trasladamos o rotamos, su drea permanece inalterada.

Si tenemos una figura mds complicada, a veces el area la podemos calcular a partir de este hecho: el
primer ejemplo es el de un tridngulo rectdngulo, donde A = ba/2. Esta férmula se extiende a todos los
tridngulos, donde ahora la altura esta dada por una perpendicular a la base que pase por el vértice opuesto:

A= %bla-l- %bza = %a(bl +b2) = ba/2

by
b=bi+by

(Qué pasa si la curva que delimita el drea es mas complicada, como por ejemplo en la regién delimitada
por el eje de las x y la funcién y = /x? Al édrea comprendida entre x = 0, x = 1, el eje x y la grifica de
f(x) =+/x podemos aproximarla con rectdngulos como indica la figura:

yﬂ y:\/; yh y:\/i — -

RN S R IS IS

»
>

X

»
'

X

Entonces el drea A es aproximadamente la suma de las dreas de los rectdngulos de altura a; y base b;, es
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decir
A~ Zai-bi = Zf(xi)(fi+l —1;)

donde x; es algtin punto en el intervalo [;,#;41]. Como se ve, mientras m4s rectdnglos tomemos (es decir
mientras mds subdividamos el intervalo), mejor serd la aproximacién. A estas aproximaciones se las de-
nomina sumas parciales o sumas de Riemann. Es usual denotar A; = [t;,#;+1], aunque con un abuso de
notacién también usaremos A; para denotar el tamafio del intervalo, es decir A; =t — t;.

También se ve en el caso particular de arriba que, como tomamos siempre como altura al punto mds bajo
de la curva, el drea que queremos calcular es siempre mayor que nuestra aproximacién. Surge naturalmente
el concepto de suma inferior, que es una suma que nos da un drea inferior a la buscada (pero proxima).
Definimos a continuacién formalmente las suma inferior y superior asociadas a una particién, para cualquier
funcién acotada (no necesariamente positiva):

Definicion 6.1.1. Sean f : [a,b] — R acotada, y P una particion
P =Ui=o.n—1[tisti+1] = Ui=o..n—1Ai
del intervalo [a,b] en n pedazos
a=th <t < - <ti<tiy1 <---<t,=b.

La suma inferior de f en la particion P es el niimero
n

I(f,P) =Y m(tix1 —1;)
i=1

donde m; es el infimo de f(x) en el intervalo [t;,tiy1].

Si tomamos siempre el supremo M; de f(x) en A;, se obtienen la suma superior de f en la particion P:

S(f,P) = iMi(tiH —1).

i=1
Siguiendo con el ejemplo anterior, una suma superior seria la siguiente:

yh oy=x

y A =

S

»
'

X

»
>

X

A ———

Como se puede ver, en el caso de una funcién positiva, las sumas superiores son todas aproximaciones
del drea bajo la curva (aparentemente cada vez mejores) con la propiedad adicional de ser todas mayores o
iguales al area buscada.
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Diremos que la particion P’ del intervalo [a, b] es un refinamiento de la particion P si P’ se puede obtener
de P subdividiendo los intervalos de P. Asimismo diremos que la norma de ||P|| es el tamaifio del intervalo
mads grande de la particion.

Evidentemente, dada una particién cualquiera P del intervalo, como m; < M; para todo i, se tiene siempre
I(f,P) <S(f,P).
Algunas propiedades sencillas que se deducen de este hecho:

Proposicion 6.1.2. Sea f : [a,b] = R acotada. Entonces

1. Si P' es un refinamiento de P, entonces I(f,P') > I(f,P) y también S(f,P") < S(f,P).

2. I(f,P) < S(f,Q) para todo par de particiones P, Q.

Demostracion. Observemos la siguiente figura, donde puede observarse que al refinar la particion, el area
cubierta por la suma inferior es cada vez mayor:

[ S L

"y

»
>
X

Q
SFk-=-----

Si P’ refina P, entonces dado un intervalo cualquiera A; de P este se descompone como una unién de
intervalos de P’,

[tistis1] = Ai = Ujm1 A = Ujm [t 041

Entonces como m; < mj para todo j = 1...k; (pues el infimo en un conjunto es menor o igual que el infimo
en un subconjunto), se tiene

ki ki
(tl+l _tl = (Z ; _t> Zml j+1 = S Z j+1_t

Sumando sobre i se tiene
I(f,P) <I(f,P").

Esto prueba que al refinar la particién las sumas inferiores aumentan. Con un argumento andlogo se deduce
que al refinar la particién las sumas superiores disminuyen.
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Para probar el segundo ftem, tomemos P’ un refinamiento en comuin de las particiones P, Q. Este siempre
se puede conseguir subdividiendo el intervalo en partes mas pequefias que incluyan los puntos de corte de P
y Q. Entonces por el item anterior,

I(f,P) <I(f,P') <S(f,P) <S(f,0),

lo que prueba que I(f,P) < S(f,Q). =

Este resultado nos dice algo importante: que las sumas superiores descienden (esperamos que hasta el
valor del area buscada, en el caso de una funcién positiva) y que las sumas inferiores ascienden. Tomemos
los siguientes conjuntos de nimeros reales:

I(f) ={I(f,P) : P es una particién de [a,b]}

S(f) = {S(f,P) : P es una particién de [a,b]}.

Estos conjuntos pueden ser no acotados, pero si f es una funcién acotada entonces son ambos acotados, pues
en cada intervalo

inf(f) <m;(f) < Mi(f) <sup(f),

donde inf(f) y sup(f) denotan respectivamente al infimo de f en [a,b] y al supremo de f en [a,b]. Multipli-
cando por A; y sumando sobre i se tiene

inf(f) ) A < Y mi(/)A; <Y Mi(f)Ai <sup(f) ) Ar.
i i i i
Pero
YAi=ti—to gt —tpat -+t +h—lg=t,— g =b—a,

luego
inf(f)(b—a) <I(f,P) < S(f,P) < sup(f)(b—a).

De hecho, como probamos que I(f,P) < S(f,Q) para todo par de particiones P, Q del intervalo, entonces

inf(£)(b—a) < I(f,P) < S(f,0) < sup(f)(b —a).

Si denotamos s = sup(f) en [a,b], en la figura que sigue se representa la desigualdad S(f,P) < s(b —a)
para el caso particular de una f positiva:
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Gr(f)

I
I
: YMA; <Y sA; =s(b—a)
I
I

\ 4

Se define la integral superior de f como el infimo de las sumas superiores (sobre cualquier particién),
y la integral inferior de f como el supremo de las sumas inferiores (sobre cualquier particién), es decir

L.(f) = supI(f), mientras que I (f) = infS(f).

Si f es acotada, como

inf(f)(b—a) <I(f,P) < S(f,Q) < sup(f)(b—a)
para cualquier par de particiones, si tomamos infimo sobre particiones Q (fijando P) se deduce que
inf(f)(b—a) <I(f,P) < I"(f) < sup(f) (b —a).

Pero como P también era cualquiera, tomando supremo sobre particiones P se deduce que

inf(f)(b—a) < L(f) <I'(f) < sup(f)(b—a).

Es decir que en general, I, (f) < I*(f). Diremos que f es Riemann integrable en [a,b] si L.(f) = I*(f), y
denotaremos a este nimero con el simbolo integral

Lﬁzlﬁwm.

Un criterio para decidir si una funcidn es integrable es el siguiente:

Proposicion 6.1.3. Si f : [a,b] — R es acotada, entonces f es integrable en [a,b] si y sélo si para todo € > 0
existe una particion P de [a,b] tal que
S(f,P)—I(f,P) <&

Demostracion. Supongamos primero que vale la condicidon. Entonces para todo € > 0 existe una particion P
tal que

I*(f)_l*(f) SS(f,P)—I(f,P) <g,

con lo cual I*(f) < I.(f). Como la otra desigualdad vale siempre, f is integrable.
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Supongamos ahora que f es integrable, entonces dado € > 0 existe por las propiedades de infimo y
supremo una particioén P tal que

b b
/ F—I(f,P) < ¢/2 y también S(f, P) —/ f<e/2.
a a
Juntando estas dos desigualdades se tiene

S(f,P)_I(f,P) <g

como queriamos. o

En particular toda funcién constante es integrable, y

b b
/ cdx:c(b—a):c/ ldx.
a a

También se deduce que toda funcién mondtona y acotada es integrable.

Proposicion 6.1.4. Sea f : [a,b] — R una funcion mondtona y acotada. Entonces f es integrable en [a,b).

Demostracion. Supongamos que f es creciente. Entonces dada una particién, en cada intervalo de la parti-
cién se tiene f(f;) = my, f(ti+1) = M; con lo cual

S(f,P)—I(f,P) = Y .(Mi—m)(tis1—1;) =Y [f(tix1) — F ()] (ti1 — 1)

< Yl — f)]max (1 — 1) = [f () = f@]IPI],

puesto que o = a, t, = b 'y ademads

f(0) = f(t0) + f(12) = f(0) + f(13) = f(12) + -+ f (1) = ftn1) = f(B) = f(a).

Con lo cual si refinamos la particién, haciendo tender ||P|| — 0, por la Proposicién 6.1.3 deducimos que f
es integrable. El caso f decreciente es andlogo. O

Teorema 6.1.5. Sea f : [a,b] — R una funcion continua. Entonces f es integrable en [a, D).

La demostracion la dejamos para mas adelante, en el Corolario 6.1.10.

Ejemplo 6.1.6. Un caso de funcion no integrable Riemann es la funcion de Dirichlet, definida en el intervalo
[0, 1] como:
1 si xeQ
fx) =
0 si x2Q

Si tomamos una particion cualquiera P del [0,1], en cada intervalo A; de la particion tendremos por lo
menos un niimero racional y un niimero racional. Por lo tanto el supremo de f en cada A; es 1, y el infimo es
0. Con esto, las sumas inferiores para cualquier particion dan cero, mientras que las superiores dan siempre
1. En consecuencia, f no es integrable porque la integral superior I (f) da 1 y la inferior I.(f) da 0.
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6.1.1. Propiedades

Puede ser dtil, dada f, considerar las siguientes funciones positivas en [a,b] que se obtienen a partir de

f:
£@) si f(x) >0
felx) =
0 en cualquier otro caso
—f(x) si f(x) <0
f-(x) =
0 en cualquier otro caso
Entonces podemos escribir, para todo x € [a, D], Problema 6.1.7. Probar que, si f es
acotada, entonces f es integrable en
Jx) = f(x) = f= (). [a,b] si y solo si fr, f— son ambas

. o . funciones integrables en [a,b], y ademds
Una de las propiedades mads ttiles que tienen

f+,f—, es que nos permiten calcular el médulo b b b
a partir de una suma: /a f:/a f+—/a J-

|f(x)] = f+(x) + f-(x) para todo x € [a,b].

Algunas propiedades sencillas de la integral:
Proposicion 6.1.8. Sean f,g : [a,b] = R funciones integrables. Entonces
1. Si o € R entonces O.f es integrable, fab of = chabf.
2. f+gesintegrable, fabf—l—g = fabf—l—fabg.
3. Sia < c<bentonces f es integrable en [a,c| y en [c,d] y ademds fabf =[if+ fcbf.
4. Si f < g, entonces fabf < fabg.

JPr< Sef.

5. Si f es integrable entonces |f| es integrable y ademds

Demostracion. Las primeras tres propiedades se deducen de escribir la definicién como limite de sumas
superiores.

La cuarta propiedad se deduce de lo siguiente: si 7 > 0y h es integrable, sus sumas parciales son positivas
y entonces fabh > 0. Luego si f < g, se tiene que g — f > 0 es una funcién integrable por los items 1 y 2,y

por lo recién dicho [”(g — ) > 0. Nuevamente por los items 1y 2, se deduce que

/abg—/abfz()-
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Por iltimo, si f es integrable, entonces f} y f_ son integrables. Luego |f| = fi + f_ es integrable, y
ademads
b b b b b b b b b
A A A A A Ay A e A Ty}
a a a a a a a a a

También es usual definir (para funciones integrables en [a,b])

1. fabf como — [, f cuando a > b, es decir
y X
/ f= —/ f paratodo x,y € [a,b].
x y

2. [ f =0paratodo x € [a,b].
Recordemos que toda funcién continua en un conjunto compacto es uniformemente continua.

Proposicion 6.1.9. Si & : [a,b] — [c,d] es integrable, y ¢ : [c,d] = R es una funcion continua, entonces
@oh:[a,b] = R es integrable.

Demostracion. Como h es integrable, dado €; > 0 existe una particién P de [a, D] tal que
S(h,P) —I(h,P) =Y (M;—mi)A; <. (6.1)
Observemos que, como M; es el supremo de & en A;, y m; es el infimo, entonces
M; —m; = sup{h(x) : x € A;} —inf{h(y) : y € A;} = sup{h(x) —h(y) : x,y € Ai},

puesto que la diferencia entre el valor mas grande y mas chico de & coincide con la diferencia mas grande
de valores de h. Como @ es uniformemente continua, dado €, > 0, existe § > 0 tal que |t —s| < d en [c,d]

implica |@(s) — @(t)| < €.
Queremos probar que la siguiente cantidad es arbitrariamente pequefia:

S(poh,P)—1(poh,P)=Y (M; —m;)A;,
donde M}, m; son respectivamente, el supremo y el infimo de @ o 4 en A;. Notemos que, como antes
M; —m; = sup{Q(h(x)) —@(h(y)) : x,y € Ai}.
Consideremos los dos conjuntos de indices de la particién
A={i:M;—m; <8}, B={i:M;—m; > d}

Sii € A, entonces
Ml* — ml* <&
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por la uniforme continuidad de ¢. En consecuencia,
* *
Z(Mi —m; )A; < & Z Ai <& (b—a).
i€A i€A
Es decir, eligiendo €, pequefio podemos asegurar que las sumas superiores e inferiores estdn tan cerca como
querramos, siempre restringiéndonos al subconjunto de [a,b] donde M; —m; < 8.

Veamos que pasa en el resto del conjunto. Como ¢ es una funcién continua en un compacto, alcanza
madximo, es decir existe M > 0 tal que @(x) < M para todo x € [¢,d]. En general, podemos asegurar que

M; —m; = sup{Q(h(x)) — @(h(y)) : x,y € Ai} <2M.
Luego
* * 2M 2M 2M
Y (M —mi)Ai <2M Y A = 5 Y 8 < = Y (M —mi)A; < s
i€B i€B i€B i€B
por la ecuacién (6.1). Asi que eligiendo €; pequefio (o sea eligiendo una particién P suficientemente fina)
podemos asegurar que la diferencia entre la suma superior y la inferior es tan pequefia como uno quiera,

también en este caso. Luego podemos hacer que las sumas superiores estén tan préoximas a las inferiores
como queramos, lo que prueba que @ o & es integrable. O

Corolario 6.1.10. Sean f,g : [a,b] = R. Entonces

1. Si f es continua entonces f es integrable.
2. Si f es integrable entonces f" = f- f--- f es integrable para todo n € IN.

3. Si f,g son integrables entonces fg es integrable.

Demostracion. Para ver 1. tomamos i(x) = x, @(x) = f(x) y usamos el teorema anterior, pues Qo h(x) =
f(x). Que h es integrable se deduce del hecho de que es una funcién monétona y acotada en [a, b].

Para ver 2. tomamos i = f, ¢(x) = x".

Para ver 3. escribimos

1 2 L, 1,
fg—z(f+g) 2f 58

y usamos que f + g es integrable y el item previo con n = 2.
O

Observacion 6.1.11. En general es falso que la composicion de dos funciones integrables resulta integrable.
Un ejemplo estd dado por las funciones siguientes, ambas definidas en el intervalo [0,1]:

1/q si x=p/qesracional (y estd simplificado todo lo posible)

fx) =
0 si xezQ

g(x) =
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Se define f(0) = 1 para evitar ambigiiedades, aunque no es muy relevante desde el punto de vista de la
integral. Entonces f es integrable (dificil, ver la Nota I al final de este capitulo), g es integrable (obvio),
pero go f es la funcion de Dirichlet, que como vimos no es integrable.

Dada una funcién continua en [a, b], su restriccion al intervalo [a,x] para cualquier x € [a, b] sigue siendo
continua. Luego es integrable, y llamamos a

X
Flx) = / F()dt
a
funcion primitiva de f. Esta primitiva es una funcién derivable, y su derivada coincide con f, resultado

conocido TFCI:

Teorema 6.1.12 (Teorema Fundamental del Célculo Integral). Sea f : [a,b] — R una funcion continua.
Dado x € |a,b), sea F : [a,b] — R definida como

X X
Fw= [ f=[ roar.
a a
Entonces F es continua en [a,b], derivable en (a,b) y ademds, para todo x € (a,b) se tiene

F'(x) = f(x).

Demostracion. Sea s =méax{|f(¢)|: ¢ € [a,b]} (que es finito porque f es continua). Veamos que F es conti-
nua en los bordes. Observemos que F(a) = 0.

X X
F@=F@l=1 [ f1< [ Il =nfs(s1.P)
donde P es una particién del intervalo [a,x], es decir (si M; es el supremo de |f ()| en el intervalo A;)
IF(x) = F(@)] < S(1,P) = L Mify <5 Y A = s(x—a).
i i

Con esto es evidente que F(x) — F(a) si x — a™. Por otro lado,

o= [ 1 [r=1[ 1< [ 1= msir,p) <so )

donde ahora la particién P es del intervalo [x,b]. Esto prueba que F(x) — F(b) cuando x — b~.

Tomemos ahora un punto xo interior del intervalo [a, b]. Si x es otro punto cualquiera en (a,b), calculamos

Fx)=Fxo) _[if=ff _ Jof

X — X0 X — X0 X — X0
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Queremos ver que esta expresion tiende a f(xo) cuando x — xo. Esto probaria que F es derivable, que F' = f,
y en particular F es continua en el interior.

Como f es continua entre x y xo, existen dos nimeros reales (el mdximo y el minimo de f alli) tales que
my < f(t) < M,
para todo ¢ entre xo y x. Supongamos primero que x > xo. Entonces integrando se tiene

my(x —xg) < /xf < My (x — xp).
X0

Luego, como x — xg > 0,

X
my < f <M.
X = X0 Jxg

Cuando x — xg , tanto m, como M, tienden a f(x), por ser f continua. Esto prueba que

tim TR FE0) _

x—0* X — X0

Si x < xp, con un razonamiento andlogo se obtiene que el otro limite lateral también da f(xg). Hay que
tener cuidado solamente en el siguiente hecho: si x < xg, entonces x —xo < 0, luego las desigualdades se
invierten. [

Entonces, dada una funcién continua f, existe por lo menos una funcién derivable tal que F' = f.
(Cuantas puede haber? El siguiente lema muestra que no son muchas, en el sentido de que no son muy
distintas todas las que hay:

Lema 6.1.13. Si F,G son funciones continuas en |a,b], derivables en el interior, tales que F'(x) = G'(x)
alli, entonces existe una constance ¢ € R tal que

Demostracion. Si H(x) = F(x) — F(x), entonces
H(x)=F-G)(x)=F(x)-G'(x) =0
en el interior, entonces por el teorema de Lagrange H es constante alli pues
H(x) ~H(y) = H'(¢)(x— y) = 0.
O

Es decir, dos primitivas de f difieren a lo sumo en una constante, o lo que es lo mismo, si uno conoce
una primitiva F', entonces todas las primitivas de f estdn dadas por la familia

/f:{F+c:c€IR}.
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Para calcular una integral definida basta encontrar entonces alguna primitiva de f y se tiene

b
/a f=F(b)—F(a).

En efecto, esto es obvio si F es la primitiva hallada en el TFC, es decir, si F(x) = || ; f. Pero si G es otra
primitiva, entonces G = F + ¢ y en consecuencia

b
G(b) = G(a) = F(b) +c — (F(a) +¢) = F(b) — F(a) = / 7
a
Este resultado se conoce como Regla de Barrow.

Del teorema de arriba también se deduce el teorema del valor medio para integrales (TVMI),

Proposicion 6.1.14. Si f : [a,b] — R es continua, entonces existe ¢ € (a,b) tal que

[ r=ree-a.

Demostracién. Basta aplicar el teorema de Lagrange a la funcién F(x) = [ f

[ 1=F0)~F@ =F @60 = 1000
para algiin c entre a y b. o

Este teorema, cuando f es positiva, tiene contenido geométrico, pues nos dice que el drea bajo el grafico
de f (entre a y b) estd dada por el drea de algiin rectdngulo de base b — a, cuya altura f(c) es alguna altura
intermedia entre el minimo y el méximo de f en [a, b].

YA

La idea es que si tomamos un rectingulo de base
[a,b], y hacemos variar la altura entre el mdximo de f
y el minimo de f, en alglin momento el 4rea obtenida
con el rectangulo coincide con el drea bajo el gréfico
de f en [a,b].

6.2. Integrales impropias

Dada una funcién continua en un intervalo [a, ), podemos calcular su integral en cualquier intervalo mas
pequeiio. Surge la pregunta de si existird el limite de estas integrales cuando el intervalo tiende al intervalo
total. Es decir, dado a < x < b, pongamos

Flx) = / " F()t.
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Entonces podemos definir a la integral impropia como un limite, es decir

/f—hmF X),

x—bt
en el supuesto de que este limite exista. En este caso diremos que fab f converge.

Las mismas consideraciones se aplican para el otro extremo.

Ejemplo 6.2.1. Consideremos f(t) = t_% que es una funcion con una discontinuidad en t = 0. Entonces
1
= lim —dt— Iim 2 = hm 2-2 2.
/() 4 x—0F \/_ x—0F \/_|x x— \/_

Esto es, el drea encerrada por el grdfico de f, los ejes, y la recta x = 1 es finita.

(Qué pasa si la discontinuidad estd dentro del intervalo y no en el borde? Por ejemplo, tomemos f(¢) =

2
173

3 en el intervalo [—1, 1] — {0}. Tenemos, por un lado
/ St dt—3t*|x (x3—|—1)six<0,
y por otro lado
1 1 1. .
/y f(t)dt =33, =3(1 —y3) siy > 0.
En el caso particular en el que tomamos x = —y, se tiene
—y 1
Ifm / f(t)dt+/ F)di = 1im 3(—y + 1) +3(1—y}) =3+3=6.
y—=0t.J—1 y y—0t

Esta manera de calcular una integral impropia (tomando un intervalo simétrico alrededor de la discontinui-
dad) se conoce como valor principal de la integral, es decir

1 2
v.p./ t73dt =6;
—1

en general, dada f : [a,b] — {xo} — R definiremos

v.p. / ’ f(r)dz:glir&{ / Y pydr+ x:ﬁ f(t)dt}.

Hay que tener presente que en muchos casos modificando el intervalo, se puede modificar este limite.

Ejemplo 6.2.2. Tomemos f(t) = ; en el intervalo [—1,1]. Se tiene

—X
v.p./ - = lim —dt+/ —dt = 11m 1n| x|—Inlx| =
-1t xm0t -1

mientras que si no miramos el valor principal, podemos obtener otro resultado:

-2x ]
lim —dt+/ —dt = hm In| —2x| —In|x| =1In2.
x—0t

Estos ejemplos nos muestran que tenemos que tener claro lo que queremos calcular cuando integramos
una funcién no acotada; en casos concretos puede desprenderse del problema que estamos estudiando cudl
es la interpretacion correcta que tenemos que hacer.
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6.2.1. Intervalos infinitos

El otro caso que nos interesa es el de un intervalo infinito, y se piensa de la misma manera, es decir,
como un limite.

Ejemplo 6.2.3. Si f(t) = #, entonces

+oo X 1
f()dt = lim /0 T2 dt = xll;r_{_lmarctg(x) —arctg(0) = g

0 X—-o00

Nuevamente surgen las mismas consideraciones si hay dos infinitos; si tomamos un intervalo simétrico
alrededor del cero diremos que es el valor principal.

Ejemplo 6.2.4. Consideremos f(t) = li—’rz Entonces v.p. [T f(t)dt es el limite

X
i = i 2\ x  _ 1z 2\ 2 _
lim [xf(t)dt—xgrfwln(lﬁ-t )|—x—xgr£mln(1+x ) —In(1+x2) =0

X—-o00

Por otro lado, si no tomamos un intervalo simétrico, el limite puede dar distinto:
= 212 2 2
3 14 X 1 — el
lfm ) f0)dr —xl_1>rfm1n(1 +17)|2, _xl_l,Tmln(l +4x7) —In(1 +x°) = In4.

X—+oo J_

Ejemplo 6.2.5. Un caso relevante es el de la integral [ l+°° t%dt, para p > 0. Como

x an I-p 1
/ t7Pdt = = Sl
1 -p+1 1-p 1—-p

para cualquier p > 0, p # 1, la expresion de la derecha tiene limite cuando x — oo si y sélo si 1 —p < 0.
/Qué pasa si p =12 En este caso la primitiva es el logaritmo y por lo tanto la integral diverge. En resumen,

converge si p > 1

divergesi0 < p<1

Como se pueden imaginar, si uno reemplaza el

intervalo [1,4e0) por el intervalo (0,1], el com-

portamiento de f(t) = 1/t” no es similar (es Problema 6.2.6. Probar que
bueno en este punto, graficar 1/v/7, 1/t y 1/t*

en [0, +c0) en el mismo sistema de ejes para tener 1
alguna intuicién de lo que estd ocurriendo). De- / —dt
jamos como ejercicio ver que vale un resultado o 1
andlogo al enunciado arriba, con similar demos-

tracién, en el intervalo (0, 1].

converge si 0 < p <1

diverge si p > 1
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6.2.2. Convergencia condicional y absoluta

Diremos que [, f f converge absolutamente si [ ab | f] converge. Si no es asi, pero la integral de f conver-
ge, diremos que la integral de f converge condicionalmente.

El siguiente lema generaliza una idea que ya desarrollamos para sucesiones. Nos va a resultar ttil para
las integrales de funciones positivas.

Lema 6.2.7. 1. Sea G : [a,b) — R una funcion creciente (b puede ser +oo). Entonces existe el limite

h’rn+ G(x). Este limite es finito si 'y solo si G es acotada superiormente.
x—b

2. Las mismas consideraciones valen para G : (a,b] = Ry el limite lim G(x).
x—a—

Demostracion. Veamos 1. Supongamos que G es creciente, sea [ = sup {G(x)}. Afirmamos que [ =
x€[a,b)

lim. G(x). En efecto, por definicién de supremo, dado € > 0 existe xo € [a,b) tal que [ — G(xg) < €. Si

x—b

|b—x| =b—x < &=Db—xo, entonces como x > xo y G es creciente, G(x) > G(xp). Entonces
I1-G(x) <1—G(xp) <&,

lo que prueba que el limite existe y coincide con el supremo. En particular el limite es finito si y s6lo si G es
acotada superiormente.

La demostracién de 2. es andloga y queda como ejercicio. o

Observacion 6.2.8. Un hecho importante es que, en el caso de funciones integrables y positivas f > 0, el
Lema 6.2.7 nos dice que el problema de convergencia se reduce a probar que la integral [ f(t)dt estd aco-
tada, ya que es una funcion creciente de x.

Teorema 6.2.9. Si f es continua en [a,b), y fab f converge absolutamente, entonces converge. Es decir, si
existe 1im [ |f(t)|dt y es finito entonces existe lim [7 f(t)dt y es finito.
x—bt x—bt

Demostracion. Si 1fm+ [ |f(t)|dt < 4o, entonces cada una de las funciones positivas f4,f— deben veri-
x—b

ficar la misma condicién. En efecto, en primer lugar como f es continua, es integrable, y entonces ambas
funciones f, f_ son integrables en [a,x]. Pongamos

EW= [ £, = [ f0d FW)=F@+F),

Como |f(r)| = fi-(t) + f-(¢), se tiene F(x) = [7|f(¢)|dt. Las tres funciones F,F_,F son crecientes y

positivas. Ademas como ll’m+ F(x) es finito, F estd acotada superiormente por este limite. Entonces
x—b

Fe() <P+ F (9= F@ < [ [0l = tim P

x—bt
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Esto prueba que F (y con un argumento idéntico F_) es una funcidn acotada superiormente. Por el lema
previo, existen los los limites

Iy = lim Fy(x hm/ Sf+(1)

x—bt )c—)bJr

I, = lim F_( —hm/f

x—bt x—bt

En consecuencia, como f = fi — f_,

lim /xf(t)dt: 11’rn/f+ 1)dt — lim f (t)dt =1, — b.

x—btJa x—bt x—bt

6.2.3. Criterios de comparacion

Dadas dos funciones positivas, f,g : [a,b) — R (b puede ser +) si las suponemos integrables en [a,b),
entonces la convergencia de g implica la convergencia de f siempre que f < g. Mds precisamente:

Proposicion 6.2.10. Sean f,g : [a,b) = R funciones integrables (b puede ser +) y no negativas.

1. Si f(r) < g(t) para todot € [a,b), entonces si fabg converge, también converge fab f
2. Si f(r) < g(t) paratodot € [a,b), entonces si fabf diverge, también diverge fab g

Demostracion. Tomemos F(x) = [ f(t)dt, y G(x) = [; g(r)dt. Ambas son crecientes en [a,b), por ser
f,& > 0alli. Ademas
F(x) <G(x)

para todo x € [a,b) por ser f < g. Como fab g converge, se tiene ademds que G(x) < fab g. Luego F es
creciente y acotada, con lo cual tiene lfmite finito cuando x — b por el Lema 6.2.7.

El segundo item es consecuencia del primero. o

Corolario 6.2.11. Sean f,g : [a,b) — R funciones integrables (b puede ser +).

Si |f(@)| < |g(t)| para todo t € [a,b), y la integral de g converge absolutamente, entonces también con-
verge absolutamente la integral de f, y si la integral de f no converge absolutamente entonces tampoco
converge absolutamente la integral de g.

Teorema 6.2.12. Sean f,g son positivas en [a,b), donde b puede ser +oo. Si lim Lx; = L existe, entonces

x—b— 8¥
hay solo tres posibilidades, que se detallan a continuacion:

1. L es finito y no nulo. Entonces fabf converge si y solo si fabg converge.

2. L=0. Entonces [* g < +oo = [V f < +oo,
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3. L =+oo. Entonces fahg diverge = f:f diverge.

Demostracion. Dado € > 0, si L es finito, se tiene

(L—g)g(r) < f(r) < (L+e)g(t)

para todo ¢ tal que xp < ¢ < b. Observemos que L > 0 siempre que exista, por ser f, g positivas.

1. Si L no es cero entonces podemos elegir € positivo de manera que L — € siga siendo positivo. Entonces
por el criterio de comparacidn, se tiene que una es convergente si y sélo si la otra también.

2.Si L =0, el lado izquierdo es negativo por lo tanto s6lo podemos asegurar que la convergencia de g
garantiza la de f, y no la reciproca.

3. Si L = 400, entonces dado M positivo existe xo tal que

f(t) = Mg(t)

para todo xp < ¢ < b. Si la integral de f converge se deduce que la de g también, sin poder decir nada sobre
la reciproca. O

Observacion 6.2.13. Los mismos resultados valen si tomamos intervalos (a,b] donde ahora el extremo
izquierdo es abierto.
Criterio integral de Cauchy

En general, dada una integral impropia definida en un intervalo, es posible decidir la convergencia de la
misma compardndola con una serie adecuada. Recordemos primero algunos hechos elementales de series.
Sea ay una sucesion de nimeros reales y

n
Sn = Z ay
k=0
la sucesion de sumas parciales. Entonces

1. a; — 0 no implica que la serie converge.
2. Si es cierto que si la serie converge entonces a; — 0.

3. Una serie de términos positivos a; > 0 es convergente si v s6lo si sus sumas parciales estan acotadas,
k Z
pues en este caso S, es una sucesion creciente de nimeros reales.

Teorema 6.2.14 (Criterio de comparacién de Cauchy). Sea f : [N,+e) — R una funcién decreciente y no
negativa. Entonces la integral [, ,\}L “ f converge si y sdlo si la sucesion de sumas parciales

es convergente. Es decir, si llamamos ay, = f(k), la integral converge si y sdlo si la serie ¥ ay converge.
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Demostracion. Observemos que por ser f decreciente y positiva, para todo k > N se tiene

k+1

flk+1) < A f(o)de < f(k),

como se puede apreciar en la figura, pues la base del rectingulo mide exactamente 1:

Sumando desde k = N hasta k = n se tiene

n n n+1 n
Y a—av=Y a< f0)dr <Y a.
k=N k=N+1 N k=N

Como a; > 0, la serie es convergente si y solo las sumas parciales estdn acotadas, y esto ocurre si y sélo si
la integral de f estd acotada, y como f > 0 esto ocurre si y sOlo si la integral es convergente. o

Corolario 6.2.15. Combinando el teorema previo con el Ejemplo 6.2.5, se deduce que para p > 0, la serie

1
k>1 kb

converge siy sélo si p > 1.

Ejemplo 6.2.16. Observemos que,

r

cuando x — +oo. Luego la integral

sen(t?)
2

x ] 1 1
dtS/ —2:——1“:1———)1
1t t X

400 t2
/ sen(r) it
1

t2

converge absolutamente, y en particular converge.
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Por otro lado, integrando por partes,

X 2 X 2 2 x 2
) sen(t )’, / sen(r) sen(x=) sen(1) 1/ sen(r*)
t)dt = ——= dt = - = dt.
/1 cos(t”) a 1) T 2x 2 T2) e

2 00
56“2(;“ ) =0, se deduce que [;" cos(t?)dt es convergente.

Como lim
X—-o0

Sin embargo, como | cos(x)| es periddica, continua, y se mueve entre 0y 1, existe 8 > 0 tal que para todo
ke,

N —

|cos(x)] >

siempre que x € [kn — 8,kn + ). Luego
[cos(e?)] >

N —

siempre que \/kn — 8 < t < Vkn+ 3§, para cualquier k € N. Entonces como | cos(t?)| es positiva,

nn+% ) n Vkn+d noq
cos(t)|dt > / cos(?)|dr > kn+06—+\kn—90
o e 2 Y[ Cleostlar 2 Y 5 (Viwr s - Va9

NS

n 1
3 .
k; Vkn+ 0+ Vit -8

Como Vkr + 8+ Vkn — 8 < 2vVkn + 8 < 20/3 + vk para todo k € N, se deduce que

[ leostar > c ¥ -
cos(t)|dt >C ) —.
1 = vk

Esta iiltima serie es divergente por el criterio de la integral, luego la integral de cos(t?) no converge abso-
lutamente. Como vimos antes, converge sin el moédulo, luego la convergencia es condicional.

Criterios de convergencia de series

En general, si podemos comparar dos sucesiones de términos positivos podemos razonar como en el caso
de funciones. Se tiene el siguiente resultado, de demostracion sencilla que queda como ejercicio:

Proposicion 6.2.17. Sean {a;},{bi} dos sucesiones de términos positivos. Si ay < by a partir de un k,
entonces

1. SiY by < o entonces ) ay < oo.
2. Si Y ay diverge, entonces Y by diverge.

Ejemplo 6.2.18. Un ejemplo importante y simple de serie, contra la que es fdcil comparar, es la llamada
serie geométrica: si ¢ > 0, entonces la serie

ch:1+c+c2+c3+...
k>0
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n
es convergente si ¢ < 1y divergente si ¢ > 1. En efecto, si Sy = Y. c&, se tiene
k=0

Sp=14c+P+ +-+c"

Si c =1, esta serie es evidentemente divergente pues S, = n. Supongamos que c # 1, entonces multiplicando
porc,
Sp=c+l+ T =8, T 1,

de donde se deduce despejando que

l_cn+l

Sp=l+ct+++ o +d'=——
1-c
En esta expresion es evidente la afirmacion sobre la convergencia.

Diremos que una serie Y a, converge absolutamente si ) |a,| es convergente. Dejamos para mas adelante
la demostracién del hecho siguiente:

Y lan| <o0o=) ay <.

Repasemos un par de criterios utiles y conocidos por todos:

Proposicion 6.2.19. Sea {a,} una sucesion de niimeros reales.

1. Criterio de D’Alembert (cociente). Si

L= lim |2
n—e' qy

existe, entonces L > 1 = Y ay diverge, mientras que L < 1 = Y a; converge absolutamente.
2. Criterio de Cauchy (raiz enésima). Si
C = lim /|ay|
n—oo
existe, entonces C > 1 = Y ay diverge, mientras que C < 1 = Y ay converge absolutamente.

Demostracion. 1. Supongamos que L < 1. Elegimos € > 0 chico tal que ¢ = L+ € < 1. Entonces tomamos

no € IN tal que si n > ny,

nt1
an

—e< —L<e. (6.2)

Despejando del lado derecho se deduce que
|ant1] < (L+€)|an| = clan|.
Como esto vale para cualquier n > ny, se tiene para cualquier p € IN

. 2 . __ _no+ |a”0| _ o+
|ano+p| < C|an0+[7—1| <c |an0+17—2| << cp|an0| =c" cho = K™,
Esto prueba que |a,| < Kc" para todo n > ny, y por el criterio de comparacién con la serie geométrica, como
¢ < 1, se deduce que Y} a, converge absolutamente. La demostracion de que diverge si L > 1 es andloga:
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ahora hay que elegir € > 0 tal que L —¢€ > 1, y despejar del lado izquierdo de la desigualdad (6.2). Iterando
nuevamente, se compara (ahora por debajo) contra la serie geométrica en ¢ = L — €, que ahora diverge.

2. La idea de la demostracion es similar. Ahora hay que observar que podemos conseguir ng tal que
n > ng implica

C—e< y/]an| < C+ce,

y con esto
(C—g)" <|as| < (C+e)".

Si € es suficientemente pequefio, se consigue C — € > 0. Queda como ejercicio terminar de escribir la demos-
tracion en este caso, comparando la serie |a,| con las series geométricas de C — ey C+ e respectivamente. [

Observacion 6.2.20. En ambos casos, si el limite da 1 no podemos usar el criterio. Para convencernos,
basta considerar a, = 1/n, que nos da una serie divergente, y donde {/1/n — 1 = L, mientras que si
consideramos a, = 1/n?, nos da una serie convergente, y también Vn? — 1 = L.

Necesitamos, antes de seguir, un resultado fundamental sobre sucesiones (que enunciaremos en particular
para series).

n
Teorema 6.2.21. Sea {ay} una sucesion de nimeros reales, S, = Y, ay. Entonces existe el limite S =

imS,, = Y, ay si y solo si la cola de la serie tiende a cero. Es decir, si 'y sélo si dado € > 0, existe ng € N
n k=0
tal que, para cualquier p € IN,
no+p

ISnotp =Sl =1 Y, @l <e.
k=np+1

Demostracion. Supongamos primero que la serie es convergente, es decir S,, — S. Entonces, dado € > 0,
existe ng tal que |S, — S| < €/2 para todo n > ng, con lo cual

|Sn0+p_Sno| < |Sno+p _S| + |S_S”0| < 8/2"'8/2 =&,

y esto vale para cualquier p € IN.

Supongamos ahora que se verifica la condicién del teorema, es decir, la cola tiende a cero. En particular,
se tiene, dado € = 1, que si n > ny entonces

|Sn| < |Sn _Sno| + |Sn0| <1+ |Sno|

para todo n > ng. Es decir, todos los términos de la sucesion S,, de ng en adelante, estan acotados por
1 +S,,|. Entonces toda la sucesién {S,} es acotada pues los primeros términos, que son finitos, también
estdn acotados. Se deduce que existe una subsucesién convergente, S,, — L cuando k — oo. Afirmo que este
nimero L es el limite de la serie. Para verlo, dado € > 0, existe por la condicién que es hip6tesis un ng € IN tal



156 Integrales en R

que |S, —Sy,| < €/2 paratodo n > ng. Como S,,, tiende a L, también existe un ko € IN tal que |S,, —L| < /2
si k > ko. Podemos suponer, agrandando ko, que ny, > no. Entonces, si n > ng

|Sn = LI < [Sn— S [ +1Sw, —LI <&/2+e/2=¢
lo que prueba que S,, — L cuando n — oo, o

Observacion 6.2.22. Se deduce fdacilmente ahora que la serie Y ay converge cuando Y. |ay| es convergente,

pues
n+p n+p
1Y al< Y Jal
k=n+1 k=n+1

Esta ultima cantidad tiende a cero cuando n — o si la serie de los médulos converge, por el teorema. Se
deduce que la cola de la serie tiende a cero, y nuevamente invocando el teorema, se deduce que la serie
Y ax es convergente. Este resultado se suele mencionar diciendo que la convergencia absoluta implica la
convergencia de una serie, al igual que con las integrales.

Antes de pasar a una aplicacién veamos un criterio para series alternadas.

Proposicion 6.2.23. Criterio de Leibniz (series alternadas). Si a, > 0,a, = 0y ay4+1 < a, para todo n,

n
entonces S =Y (—1)ka; < +oo. Ademds |S — S,| < a1, donde S, es la suma parcial 'Y, (—1)ka.
k=0

Demostracion. Consideremos la cola, y supongamos que n, p son pares para simplificar. Todos los otros
casos tienen idéntica demostracion. Observemos que, como la sucesion a; es estrictamente decreciente,
cada uno de los términos entre paréntesis es estrictamente positivo:

n+p

|Sn+p_Sn| = | Z (_1)kak|:|an+p_an+p—1+"'_an+3+an+2_an+1|
k=n+1

|(an+1 - an+2) + (an+3 - an+4) R (an+p—1 - an+p)|
ngl —Ang2 +ang3 —Apypa+ -+ Anpp—1 — Anyp
= anp+1— (an+2 - an+3) - (an+p - an+p7|)-
El dltimo término entonces siempre es menor que d,+ . Esto prueba que |S,4, — Sy| < dnt1, y como ax — 0,

se deduce que la cola tiende a cero. Por el Teorema 6.2.21, la serie es convergente. Haciendo tender p a
infinito se deduce que |S —S,| < @y41. O

Ejemplo 6.2.24. Sabemos que la serie ), % es divergente por el criterio integral. Sin embargo, por el
criterio de Leibniz la serie

1 1 1 1
—)'—=—14+-—=+-—...
ng’l( ) n 2 3 4
es convergente y su suma S difiere de Sy = —% en menos que az = % Este ejemplo también nos dice que

la reciproca de lo enunciado en la Observacion 6.2.22 es falsa, pues la serie converge pero no converge
absolutamente.
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6.3. NOTAS

I. La funcién f definida en [0, 1], con f(0) = 1 y dada por
é six = g € Qy p,q no tienen divisores comunes
flx) =
0 sixeQ.

es integrable en [0, 1] y ademas fol f = 0. Para probarlo, contemos un poco:

= ;Cudntos niimeros racionales p/q hay en (0,1) con la propiedad de tener un nimero 2 en el denominador?
Unicamente uno, el nimero 3, pues si ponemos en el numerador § un nimero mayor o igual a 2, obtenemos
el niimero % que tiene factores comunes, o nimeros mayores que 1.

= ;Cudntos ndmeros racionales  hay en (0, 1]? Hay dos, que son %, % por los mismos motivos.

|m

= ;Cudntos niimeros racionales 7 hay en (0,1]? Hay dos, que son %, %, por los mismos motivos. Observemos
que el % no hay que contarlo pues no verifica que p y ¢ no tienen factores comunes.

= En general, habrd a los sumo j — 1 racionales % en el intervalo (0,1].

Luego, los que tienen denominador menor que K, que se obtienen juntando todos los de la lista de arriba, son
finitos.

Dado € > 0, usemos el criterio de integrabilidad: alcanza con encontrar una particién del [0,1] donde S(f,P) —
I(f,P) < & Como en cualquier intervalo de cualquier particién, habrd siempre un nimero irracional, estd claro
que las sumas inferiores dan todas cero. Basta probar entonces que, dado € > 0, hay una particién tal que la suma
S(f,P) < & Tomemos K € N tal que % < £. Por lo que observamos recién, hay finitos nimeros racionales no
nulos r = % en el intervalo [0, 1] tales que ¢ < K, contando r = 1. Digamos que son N = N(K), los ordenamos de
menor a mayor y los nombramos {r;};—j...y, con ry = 1. Ahora tomamos o suficientemente pequefio de manera
que la siguiente sucesién resulte bien ordenada

0,}"1 — O, 7,7+ 0, — 0,12, 1+ 0,13 — O - - TN — O, TN .

Podemos definir una particién P del intervalo [0,1] de la siguiente manera: separamos en intervalos que tienen
racionales con ¢ < K y en intervalos que no tienen racionales con ¢ < K, como indica la figura:

200
—
r rn
et e —
0 a r—o r+ao rp—o r+o l—a 1

Es decir, tomamos primero los intervalos A;( remarcados en la figura, que son aquellos de ancho 2a., centrados en
los puntos r; (como por ejemplo [r; — o, | +@]). De estos hay N — 1. Incluimos también los intervalos [0, y
[1—a,l].

Si a los intervalos restantes los denominamos A, se observa que son aquellos intervalos que quedan entre medio
(como por ejemplo [r] + o, r, — @), donde no hay ningtn ntimero racional con g < K:

r rn

0 o rn—o r+ao rn—0o rn+o 1—o 1



158 Integrales en R

Esto define una particién P = {A;} del intervalo [0,1]. Calculemos S(f,P) = Y MyAy, pero separando en dos
términos:

S(f,P) =Y MiA+ Y M A,
donde M es el supremo de f en A}, mientras que M,/ es el supremo de f en A Observemos que, como f(x) <
1 para todo x € [0,1], se tiene en particular que M,’( < 1 para todo k. Por otro lado, como sefialamos antes, en
cualquiera de los intervalos A}, cualquier racional es de la pinta r = 5 con g > K, conlo cual: f(x) =0sixeQ,
mientras que f(p/q) =1/q < 1/K. Esto nos dice que M < £ para todo k. Con esto,

€
S(FP) < 1L AL+ LAY

Ciertamente ' A]' < 1 pues estos intervalos son s6lo una parte del [0, 1]. Por otro lado, cada intervalo Aj tiene
ancho 20, y hay N de ellos (en realidad son N — 1 y después hay que contar las dos mitades de los extremos), con
lo cual e

S(f,P) <20N+ 5

Si elegimos (achicando si es necesario) o de manera que o < &, se tiene S(f,P) < €, que es lo que queriamos
probar.

II. Lafuncién f definida en la nota anterior verifica la siguiente propiedad: para cualquier a € [0, 1], se tiene lim f(x) =
xX—a
0.

Para probarlo, sean a € [0,1], € > 0, y tomemos cualquier nimero natural K tal que % < €. Recordemos que por
lo obsevado en el item previo, los niimeros que tienen denominador menor que K, que se obtienen juntando todos
los de la lista de arriba, son finitos. Esto quiere decir que tiene que haber algin entorno (a — 8,a + 8) del punto a
en el intervalo [0, 1] donde no hay ningudn racional p/g con g < K (con la posible excepcién de p/q = a, pero no
importa porque estamos mirando el limite ;E)I}z f(x), y entonces el punto x = a no nos interesa). Para convencernos

de esta dltima afirmacién sobre el entorno, pensemos en la afirmacién opuesta: serfa decir que para todo & > 0
hay algtin racional p/q = a con ¢ < K y tal que |p/q —a| < &; pero esto nos permitiria fabrica infinitos de estos
puntos contradiciendo lo que contamos anteriormente. Ahora veamos que el limite es en efecto 0. Tomemos x con
|x—a| < &, x = a. Entonces si x € Q, se tiene f(x) = 0 por definicién y ciertamente |f(x)| < €. Por otra parte si
X € Q, por como elegimos 8, debe ser x = p/g con g > K, luego

1

TWI=1fp/a) =~ < < <

Q=

que es lo que queriamos probar.

En particular, observando la definicion de f, resulta que f es continua en los irracionales, y discontinua en los
racionales. Esto permitirfa otra prueba de la integrabilidad de f, pero para ello necesitarfamos probar (y no vamos
a hacerlo aqui) que una funcién acotada, que es continua salvo un conjunto numerable de puntos, es integrable.



7 INTEGRALES MULTIPLES

Los matematicos son como los franceses; lo
que sea que les digas ellos lo trasladan a su
propio lenguaje e inmediatamente es algo
completamente distinto.

Goethe

7.1. Integrales en el plano

Comencemos por definir integrales para funciones con dominio en algin subconjunto D C R%. Nos
vamos a encontrar con dificultades propias de los dominios de este tipo. Para comenzar es bueno entender el
caso mds simple, en el que el dominio es un rectangulo.

7.1.1. Rectangulos y particiones

El andlogo de un intervalo en el plano es un rectangulo, que se puede escribir siempre como el producto
cartesiano de dos intervalos:

A
y
d mmmmmmmmmmmmoooog
! |
1
i R =[a,b] X [c,d] !
| I
L |
S :
a b >

En este caso R = [a,b] X [c,d] que es lo mismo que decir que X = (x,y) € R si y s6lo si x € [a,D] e
y € [¢,d]. Su medida o érea es el producto de los lados, que denotaremos u. Es decir, el nimero positivo.

u(R) = (b —a)(d—c).
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El diametro 6(R) del rectdngulo R es la mayor distancia entre dos de los puntos del rectdngulo, que como
se puede observar, es simplemente el largo de la diagonal del rectangulo:

A

y

A I

\4

El hecho a rescatar de esta definiciénes X,Y € R= || X —Y|| < 8(R).

Si tenemos una funcién f(x,y) definida en R, po-
demos preguntarnos cudl es el sentido de calcular
la integral de f en R. La respuesta es simple si
pensamos en el grafico de f, que es un subconjun-
to de R3, y por ahora, hacemos la simplificacion
de suponer que f > 0. Entonces la integral de f
queremos que represente el volumen de la figura
formada por el rectangulo con piso el plano z =0
y techo el gréfico de f, como en la figura de la , :
derecha. B 4

Observemos lo que pasa en un ejemplo senci-
llo: si f(x,y) = 1, obtenemos un “paralelepipe-
do” (ladrillo) de base R y altura 1, cuyo volu-
men es 1(b—a)(d —c). En general, si f(x,y) =c¢
con ¢ > 0, obtenemos que la figura es un ladri-
llo de base R y altura ¢, por lo que su volumen es
c(b—a)(c—d).
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Vamos a definir las sumas superiores e inferiores de una funcién en forma andloga a como hicimos en
la recta. Dado un rectdngulo R, podemos subdividirlo siempre en una cantidad finita de rectdngulos mas
pequeiios, es decir R = UR; donde los R; son rectangulos (disjuntos salvo los bordes) del plano, como se ve
en la figura:

Esto es lo que denominamos una particién P de R, y en general lo anotamos como P = {R;}. Un refi-
namiento P’ de P es otra particién que descomponga cada uno de los rectdngulos R; en una unién (disjunta
salvo los bordes) de R; = U;R; de nuevos rectangulos, como indica la figura:

T T T T T
! ' ' H ' ! '
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h [ ' 1 ' 1 '
1 ' ' ! ' 1 '
i . P | .
—_ - = mm e bemeeaann P [l Rt
1 f ' ' 1 ' | ' 1 Rj : L
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1 [ : ' ' : ' 1 [ .
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de manera que ahora R = U; jR;.

El diametro 6(P) de una particién (también llamado norma de la particion y denotado ||P||) es el maxi-
mo de los didmetros de todos los rectingulos que forman la particion. Indica que tan pequefios son los
rectdngulos: a menor didmetro, mds chicos los rectdngulos de la particién. Observemos que dada una par-
ticién P cualquiera del rectdngulo original R, y un niimero positivo €, siempre podemos obtener un refina-
miento P’ de P de manera tal que 3(P') < €.

Definicion 7.1.1. Dada una funcion positiva f : R — R y acotada, y una particion P = UR; de R,

1. La suma superior de f en la particion P es
S(f,P) =Y Miu(R;)
i

donde M; es el supremo de f en el rectdngulo R;.
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2. La suma inferior es

I(f,P) :Zmi#(Ri)

donde ahora m; indica el infimo de f en R;.

7.1.2. Integral de Riemann

Claramente, si M = sup(f) en Ry m = inf(f) en R, entonces para cualquier particién P = UR; de R se
tiene
m<m <M; <M

para todo i, donde m;, M; indican el supremos e infimo de f en R;. Entonces se tiene

I(f,P) <S(f,P)

para cualquier particién. Como en el caso de una variable, es facil ver que las sumas superiores decrecen a
medida que la particion se refina (pues el supremo en un conjunto mds pequefio es menor o igual que en el
conjunto mas grande), y también es facil ver que las sumas inferiores crecen. También se deduce entonces
que dado un par arbitrario P,Q de particiones,

I(f,P) < S(f, Q).

Se observa que las sumas inferiores estdn acotadas superiormente. Luego estas cantidades tiene un su-
premo que denotaremos I.(f), la integral inferior de Riemann. Andlogamente, al infimo de las sumas
superiores lo denotaremos I*(f), y evidentemente

L(f) <I°(f)-

Cuando ambas cantidades coinciden decimos que f es Riemann integrable en R. A esta cantidad la deno-
tamos con [ f, y la llamamos integral doble de f, y lo usual es usar la notacién

[

para aclarar que se trata de una funcién de dos variables.

Dominios generales

Cuando una funcién estd definida en un dominio D C IR? acotado, pero que no es necesariamente un
rectangulo, se considera la siguiente funcion auxiliar f. Se toma un rectangulo R cualquiera tal que D C R
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y se define

o[ fX)  siXxeD
f(X)_{ 0 siXeR-D

Se definen las sumas superiores e inferiores de f utilizando f, y decimos que f es integrable en D si f es
integrable en R.

Esta integral no depende del rectdngulo elegido, puesto que si cambiamos el rectdngulo por otro R, en
la diferencia de ambos rectangulo la funcién f es nula.

Se define la integral de f en D como la integral de f en R, es decir

[l

Una pregunta clave, a la que volveremos mas adelante, es como saber si esta funcion extendida es inte-
grable o no. Dicho de otra manera, ;cémo sabemos si dada una funcién definida en un dominio que no es un
rectangulo, si esta funcién es integrable o no?

\ \Z = 1
.z ) \
Definicion 7.1.2. Dado un conjunto acotado D C R?, de- \ \
cimos que D es medible si la funcion f = 1 es integrable \ \\\
en D, y en ese caso la medida de D se calcula como \ \
N oL AT E \
u(D) = / 1.
DR
L R \
Este niimero es el drea del conjunto D, como puede ob- N \
servarse en la figura, pues la altura es constantemente \\\ \
\
uno. \ \
\\ R \\

Dada cualquier funcion acotada f definida en un dominio acotado D, consideramos sus partes positiva y
negativa dadas por

R R

—f(X) sif(X)<0
f—(X):{ (g) zifgxgzo

Ambas son funciones positivas, y f es integrable Riemannen D si f} y f_ loson, y como f = f — f_,

Lr=[r=[r

fl=Ffetfe

Observemos que, como en el caso de una variable,

El criterio para ver si una funcion integrable es andlogo al de una variable, con la misma demostracién
que por lo tanto omitimos.
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Teorema 7.1.3. Sea D C R? un conjunto acotado. Entonces f : D — R es integrable en D si y sélo si para
todo € > (0 existe una particion P de un rectdngulo que contenga a D tal que

S(faP)_I(f7P)<£‘

De acuerdo a lo que discutimos, si el dominio no es un rectangulo, hay que integrar la funcién extendida
por cero en algin rectingulo que contenga al dominio. Pero surge el problema de si esta nueva funcién es
integrable en el rectangulo.

~x-T-"--" """ """ ""="=""="=""=""=""="—"”"7"=""7"""”"- \
\
\\ Gr(f) \\
\
\ \ ..
\ \ Supongamos que tenemos un dominio D como
\ . . 2
\ \ en el dibujo, y lo extendemos a un rectdngulo R
\ .
N b i \ que lo contenga, haciendo que f sea cero fuera

del dominio D, como discutimos antes. El pro-
blema, es que esta funcién no es mds continua
en R, aunque lo sea en D, pues en el borde de
D tenemos un salto, atn en el caso en el que f
sea constante, como se observa en la figura.

La observacién importante es que alli, en dD, es en el dnico lugar donde no es continua, pues fuera
es continua por ser constante. Nos alcanzaria con ver que esta regién, la curva dD, no aporta nada a la
integral en el rectingulo R. En el caso general, esto no es necesariamente cierto. Sin embargo, bajo
ciertas condiciones razonables, como por ejemplo si la curva oD se obtiene como unidn finita de graficos de
funciones continuas, se puede integrar con tranquilidad.

La idea es cubrir el borde con rectingulos de manera que la suma de las dreas de estos rectangulos sea
arbitrariamente pequefia. Veamos que esto es posible.
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Proposicion 7.1.4. Sea ¢ : [a,b] — R una funcion continua. Entonces dado € > 0, existe un conjunto finito
de rectdngulos R; C IR? de manera que Gr(¢) C (UR;)° y ademds ¥ u(R;) = €.

Demostracion. Para simplificar las cuentas, supongamos que / = [0, 1]. Por ser continua, ¢ es uniforme-
mente continua en /. Entonces, dado € > 0, existe 8 > 0 tal que |x —x'| < & implica |@(x) — @(x')| < €/2.
Tomamos m € IN tal que % < 9, y particionamos el intervalo [0, 1] en m pedazos iguales de longitud 1/m.
En cada intervalo las imdgenes de @ estdn contenidas en una banda de altura €/2, como indica la figura:

A
y

/2 |

Formamos los rectdngulos de base 1/m y altura €/2, de manera que Gr(¢) C UR;. Como hay m rectingu-
los, y cada uno de ellos tiene area = b.h = #% se tiene

Z,u(R,-) = m%% =¢g/2.

La grifica puede pasar por el vértice de
dos rectangulos contiguos (izquierda). Al
tomar la unién, y luego el interior, ese pun-
to queda sin cubrir. Cubrimos esos puntos
con rectangulos adicionales (derecha).

1 De estos puntos conflictivos, hay a lo sumo m + 1. Cubrimos cada uno de ellos con un rectangulo de base

oy Y altura e /2. Entonces ahora se tiene en efecto Gr(¢) C (UR;)?, y por otro lado las suma de las dreas

de los primeros rectdngulos da €/2, mientras que la de los nuevos a lo sumo

(m+1)b.h:(m+1)(m1+1)§:

€
7"

O
Se tiene en consecuencia el siguiente teorema. Recordemos que f integrable en un dominio D quiere

decir que si metemos el dominio dentro de un rectdngulo, y extendemos a f como 0 fuera de D, entonces f
es integrable en el rectdngulo.

Teorema 7.1.5. Sea D C R? un compacto, y f : D — R una funcién continua. Si 0D estd formado por una
union finita de grdficas de funciones continuas, entonces f es integrable en D.
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Demostracion. Tomamos un rectdngulo cualquiera R tal que D C R, y extendemos a f por cero en R — D.
Sea € > 0. Queremos ver que existe una particion P de R tal que

S(f,P)—1I(f,P) <e.

Sea s = mdx(f) —min(f) en R (s > 0 si f =0 en R). Cubrimos primero el borde de D con finitos rectdngulos

{Ri}ica, de manera que
€

R)=—.
Z‘u( 1) 2s
Como R — (UR;)? es compacto, y f es continua alli, es uniformemente continua (teorema de Heine-Borel).
Es decir, dado €' = ﬁ(@ > 0, existe 8 > 0 tal que ||X —Y|| <8 (X,Y € R— (UR;)°) implica

If(X) - f¥)] <€

Tomamos ahora una particiéon P = {R;};cr de R que contenga a los rectdngulos {R;}ica que cubren al borde
de D, como indica la figura (estamos subdividiendo aquellos rectdngulos que estaban superpuestos para
pensarlos como rectdngulos disjuntos):

Es decir P = (UjeaR;) U (Uicr—aR;). Refinando, podemos suponer que la particién tiene didmetro 8(P) <
3. Entonces

S(f,P)=I(f,P) = Y (Mi—m)u(®R)=Y (Mi—m)u(Ri)+ Y, (M;—mju(R)

ieF icA i€F—A
< Zs,u(R,-)—i— Z e u(R;)
i€A i€F—A

IN

8 !
= 41 eu(R) =-.
S5e T u(R)

7.1.3. Integrales iteradas y el Teorema de Fubini

En general puede ser muy complicado calcular integrales miltiples usando la definicién. Sin embargo,
el siguiente teorema nos dice que, bajo ciertas condiciones bastante generales, el cdlculo se reduce al célculo
sucesivo de integrales en una variable, donde podemos aplicar los métodos que conocemos.
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Estas integrales se conocen como integrales iteradas, un ejemplo elemental es el siguiente:

1/ 3 142 i 1
~ y I 5 51 5
/0 </2 xzydy> dx:/o xQEde:E/O (9—4)x2dx:§/0 xzdx:§§x3(l):€.

En los préximos parrafos veremos que lo que acabamos de calcular puede interpretarse como la integral

de f(x,y) = x?y en el rectangulo R = [0, 1] x [2,3], la cual también puede calcularse integrando en el otro
orden (primero x y luego y).

La idea del siguiente teorema es que, si queremos calcular la integral de f, pensandola como el volumen
indicado en la figura,

podemos cortar con planos x = cte., y luego calcular el drea A(x) de la figura que se obtiene integrando la
funcién fi(y) = f(x,y) respecto de la variable y de la manera usual. Finalmente integramos estas dreas para
x moviéndose entre a y b. Esto se conoce como principio de Cavalieri. Para x € [a,D], sea f; : [c,d] = Rla
funcién que se obtiene al fijar x € [a,b], es decir fi(y) = f(x,y). Entonces

d
A@ = [ 1),
y el principio de Cavalieri establece que bajo ciertas condiciones
b
vol = / A(x)dx.
a
Vamos a ver bajo que condiciones se puede aplicar este principio. Daremos una versién simplificada del

teorema, que serd la que usaremos en las aplicaciones. La versién general del teorema puede verse en las
notas del final del capitulo (Nota I).
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Teorema 7.1.6 (Fubini simplificado). Sea R = [a,b] X [c,d], un rectdngulo en R?, y f : R — R una funcién
integrable en R.

1. Siparatodo x € [a,b], fy: [c,d] — R es integrable, entonces

[[r=] ’ / * Fley)dyd.

2. Siparatodoy € [c,d], fy,: [a,b] = R es integrable, entonces

//Rf: /Cd/abf(xay)dxdy.

Demostracion. Consideremos una particion P del rectdngulo, donde A; = [x;,x;+1] es una particién de [a, ]
y A = [y;,yj+1] es una particién de [c,d], de manera que los rectdngulos R;; = A; x A'; de drea (xi1 —
X;)(yit1 —yi) forman la particién P del rectdngulo original. Como antes, abusamos un poquito de la notacién
y usamos A para denotar al intervalo y a su longitud. Entonces

I(f,P) = Zmij(f)AiA} = Z(Zmij(f)A'j)Ai,
ij i
donde m;;(f) indica el infimo de f en R;;.

Vamos a demostrar sé6lo 1., la demostracion de 2. es andloga. Supongamos entonces que f; es integrable
para todo x € [a,b], y bautizemos I : [a,b] — R a la integral de f respecto de y:

109 = [ sy = [ sea

Six € R;j, entonces m;( fy) (que es el infimo de la funcién

fren A}) es mayor o igual que el infimo de f en R;;, pues R=Aix A;‘

mj(f) = inf{f(x,y) : x fijo ,y € A%},

!
J
>
~ =~

s

y el infimo en un subconjunto -en este caso {x} X A'j-
siempre es mayor o igual que el infimo en el conjunto :
original -en este caso A; X A;—, como indica la figura. A; X =cte

Se deduce que, cualquiera sea x € A;,
! ! d
Y (DA < Emi(fA; < 1(R) = [ Ay = 1),
J J ¢

Si en el extremo derecho tomamos el infimo para x € A; - que anotamos m;(I)-, multiplicamos por A; y
sumamos, se deduce que

I(f,P) = Y (Y mij(N)ADA; < Y mi(DA; < L.(D),
J i

i
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es decir
I1(f,P) < 1.(1).
Con un razonamiento andlogo se deduce que

(1) <S(f,P).
Luego, como siempre vale I, (I) < I*(I),
1(f,P) <L(I) < I"(I) < S(f,P).

Como f es integrable, los extremos se pueden hacer tan proximos como queramos refinando la particién P,
y en consecuencia debe ser I(x) integrable, y ademads

[ [r=rm=rm=["1=["[ sty

Corolario 7.1.7. Si f : R C R*> — R es continua, entonces f es integrable y ademds

[fr=I (/cdf"y> ax= (/abfdx> d.

Demostracion. Si f es continua en R es integrable por el teorema 7.1.5. Ademds fy, f, son continuas con lo
cual son integrables, asi que se puede usar el teorema de Fubini. o

Ejemplo 7.1.8. Sea f(x,y) = €“x. Se quiere calcular [, f donde R = [0,1] x [0,1]. Como f es continua,
calculamos una integral iterada

1ol I I
//f = / / exyxdydx:/ e”'gi(l)dx:/ (e"—1)dx
R 0 Jo 0 0

= - Sl=(-1)—(1-0)=e—2.

¢ Qué pasa si integramos en el otro orden? El teorema nos asegura que debe dar lo mismo. Sin embargo,
la cuenta en el otro orden es mds larga ya que requiere calcular primero [ e”xdx, para lo cual es necesario
recurrir al método de partes.

Una aplicacién mucho mds util la obtenemos combinando el Teorema 7.1.5 con el Teorema de Fubini,
observando las siguientes figuras en el plano:

yA x=wi(y) x=o(y)
y=¢(x)

y=¢1(x)

\/
o
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Corolario 7.1.9. 1. Sea D C R? un compacto que se puede escribir como

{(x,y) € ]RZ S0 (X) <y< (pZ(x),x € [aab]}'
Supongamos que f : D — R es continua, y las @; son continuas. Entonces

y=0;(x

=1 (] o

=01 (%)

2. Sea D C R? un compacto que se puede escribir como

{(x.) € R : i (y) <x <y (y),y € [e,d]}
Supongamos que f : D — R es continua, y las J; son continuas. Entonces

x=y (v

[p=1 (] )

=y1(y)
Demostracion. Consideramos la funcién f extendida como cero a cualquier rectangulo
R =a,b] X [c,d]

que contenga a D. Por el teorema previo, la funcién obtenida es integrable en el rectdngulo. No es dificil ver
que las f; son funciones integrables para cada x € [a, b] fijo, puesto que f; vale cero para aquellos y tales que
¢ <y < @i(x) obien ¢2(x) <y <d,y es una funcién continua para aquellos y tales que @; (x) <y < @2(x).
Por el mismo motivo,

y=¢2(x

/f,ydy—/f,y

y=01(x)

Se deduce la conclusién usando el Teorema de Fubini. Con un razonamiento andlogo se deduce el item
2. O

Ejemplo 7.1.10. Algunos cdlculos de integrales dobles.

v A

1. Se quiere calcular la integral [ [, f, donde
flx,y) = x%y, mientras que D es la region
del plano encerrado entre y = X, y= X2,

con x € [0, 1] segiin indica la figura.
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Luego
1 y:x2 1 1 3
2 2L 2
= x“yd dx:/ x°=y°|*
L = [ ([ o [
Ly 6 4 114 15, 1,1 1
=20 X7 (x _x)_§(§x -7t )|o—§(§—7)-
y A
1
x=+/1—y2
5 2. Si D es un semicirculo, de radio unita-
- rio y centrado el origen se quiere calcular
; o
-1
Entonces

2

1 /Ty 1 ]
/Df = /_1 </x:0 ) yx—ll-ldx> dy:/_lyln(x+1)|a/?dy
_ /_'ly(ln(l+M)—o)dy:/_llym(1+m)dy_

Esta integral da cero pues la funcion a integrar es impar.

. 2 oo
3. Se quiere calcular fol fyl " dxdy. El problema en este caso es que no conocemos una primitiva ele-

2 .. . 1 ..
mental de ¢ ;Qué hacer? Observemos que las condiciones de integracion definen un tridngulo, pues
1 <x <ymientras que 0 <y < 1:
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Entonces, usamos Fubini para cambiar el orden de integracion. Se tiene

1, 1 px
/ / exzdxdy = /exz :/ / exzdydx
0 Jy T 0 Jo
I 2 Lo I o 1
= / e y|)(§dx:/ e xdx==¢"|g==(e—1).
0 0 2 2
7.2. Integrales en R’ y R"

Observemos ahora el caso de integrales de funciones con dominio en R?. Aqui el analogo de un intervalo
es un ladrillo, que seguiremos llamando R por comodidad,

ZA

R = [a,b] x [c,d] X [e, f]

~<

Su medida es el volumen u(R) = (b—a)(d —¢)(f —
e), y su didmetro 8(R) el largo de la diagonal mayor
del ladrillo. Una particién P de R es una subdivision
de R en ladrillos disjuntos P; como en la figura, y un
refinamiento P’ de P una subdivisién de cada uno de
los ladrillos P; = UPJ’:. El didmetro 8(P) de la particién
el didmetro del ladrillo mas grande que la conforma.

(Qué querria decir aqui la integral de una funcién? En principio, esperamos que la integral de la funcién
f(x,y,2) = 1 nos devuelva la medida del cubo

volumen=1(b—a)(d—c)(f —e),

aunque no podamos visualizar el grifico de f. La integral se define usando particiones de manera andloga al
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caso n =2, y cuando existe la integral de f se denomina integral triple, y se denota
]
R

En general, para cualquier n > 1, un rectangulo R es el producto cartesiano de » intervalo
R= [alabl] X [az,bZ] X=X [an,bn]a
su medida es el producto
U(R) = (b1 —a1) (b2 — a2) -~ (by — an),

y su didmetro 8(R) el largo de la diagonal mayor, es decir, la mayor distancia posible entre dos puntos de R.
La integral se define de la manera obvia.

El siguiente es un corolario inmediato del Teorema de Fubini:

Corolario 7.2.1. Si R = [a1,b1] X [a2,b2] X - -+ X [an,by] es un rectdngulo en R" y f : R — R es una funcion

continua en R, entonces
bl b2 bn
/f:/ / Sx1,x2,. . xn)dx1dxy -+ - dxy,
R ay Jay an

donde la integracion se puede efectuar en cualquier orden.

Demostracion. Hay que observar que si f es continua, entonces es continua en cada una de sus variables
por separado, y entonces cada

bi
/ f(xla-x27'” 7-xn)d-xi
ai

existe y es una funcién continua en [a;, b;], en particular integrable. Usando el teorema de Fubini repetidas
veces se obtiene el corolario. O

Lo que es mds interesante es pensar qué ocurre cuando el dominio no es un ladrillo en IR?. Con razona-
mientos similares a los del plano, se puede probar lo siguiente:

Teorema 7.2.2. Sea D C R? un compacto, y f : D = R una funcién continua. Si 0D estd formado por una
union finita de grdficos de funciones continuas definidas en conjuntos compactos del plano, entonces f es
integrable en D.

Aqui las superficies reemplazan a las curvas como borde de la regién, y la idea central es que una
superficie en R?, que es grafica de una funcién continua en un compacto, tiene volumen nulo, y por lo tanto
el borde de la regién no influye en la existencia de la integral.

Respecto del cdlculo, aqui hay mds posibilidades, simplemente por ser tres las variables. Observemos las
siguientes figuras. En el primer caso, se trata de de la regién encerrada por los grificos de funciones f;(x,y),
cuyo dominio comtn A se indica como una sombra en el plano xy. En los otros casos se tienen las variantes
obvias.
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y=g1(x,2) y=ga(x,2)

Hay que poder escribir a las superficies que delimitan el dominio D C IR? como graficos de funciones, con
respecto a un par de variables. La mejor manera de entender como funciona la teoria es haciendo ejemplos.

Ejemplo 7.2.3. 1. Queremos calcular el volumen de la siguiente figura, que es la region encerrada por
el plano x+y+z =1 en el primer octante:

Z

x+y=1

En consecuencia, podemos integrar la funcion 1 en el volumen
. . A

determinado por la figura. Las condiciones que definen la figura y

son, en primer lugar N

0<z<l—x—y. \\\x+y=1

Luego hay que observar la sombra de la figura en el plano xy,
que es un tridngulo, de donde se deduce que 0 <y <1—x,y que s
0<x<1.
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Luego

vol(D) u(D) :///Dl :/Ol/olix/olikyl dzdydx
= /Ol/ol_x(l —x—y)dydx= /Ol(y—xy—%yz)k]fxdx
= Al(l—x—x(l—x)—%(l—x)z)dx

1 1
= / (1—2x+x*— E(l —x)})dx
0

1 1 1 1 1
= x—x2+—x3+—(1—x)3|(1):1—1+§—(0+—):—.

3 6 6 6

2. Masa, volumen y densidad.

Se quiere calcular la masa del octavo de esfera que
se halla en el primer octante. De acuerdo al principio
fisico que establece que p = m/v, la masa se puede
calcular como el producto m = pv, en el caso en que
la densidad p es constante. Se sabe que la densidad
estd dada por la funcion p(x,y,z) = z, es decir, au-
menta a medida que ascendemos.

\ /

Si recordamos que una integral triple se calcula como limite del volumen de pequenias cajitas C;
multiplicadas por la funcién p(x,y,7)

[ [p=tmEoxyaeic),

donde (x,y,z) es algiin punto en la caja C;, entonces lo que estamos haciendo al integrar, es sumar
las masas aproximadas de las cajas. Al refinar la particion, las cajas son mds pequenias pero el valor
p(x,y,z)vol(C;) es cada vez mds parecido a la masa real de la caja C;. Idealmente, si la densidad no
varia bruscamente de un punto a otro cercano, se tiene la formula para la masa total del objeto dada

ll/i
D

En este caso se tiene 0 < 7 < /1 — x2 —y2, mientras que mirando la sombra en el piso se observa que
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0<y<+1-x2% 0<x<1.Entonces

1 p/1=x2 py/1—00—2 1/ 1—x2 1
m(D) = / / / zdzdydx:/ / ~(1 —x* —y?*)dydx

0 Jo 0 0 Jo 2
1 1 2 1 3 A/ 1-x2

= 5/0 ((y—Xy—gy)lo dx
1 /! 1 k

- 5/0 \/1—x2(1—x2)—§(1—x2)%dx
112 1[5 3

= | Z(1-xH)dx== " cos (u) cos(u)du = = /2 cos*(u)du
2Jo 3 3Jo 0
1.1 3 3 .,z 13

= g(z cos(u)? sen(u) + = cos(u) sen(u) + §“)|§ = §£ = %

donde hicimos la sustitucion x = sen(u), y luego integramos por partes (;jo mejor, usamos una tabla!).

3. Dadas dos particulas puntuales (ideales) de masas my y mo, ubicadas respectivamente en los puntos
Vi y V» del espacio, se define su centro de masa o baricentro como la ubicacion promediada de las
posiciones, teniendo en cuenta sus respectivas masas. Esto es, si m| +my = mr la masa total, entonces
el centro de masa CM se define de la siguiente manera:

_ mVi+tmV,  mVi+mV,
my +mo mr )

cM

Si las particulas tiene la misma masa, el centro de masa es simplemente el punto medio del segmento
que una la posicion de ambas. En el caso general, el centro de masa es algiin punto de este segmento,
mds cercano siempre a la particula de mayor masa:

mj
R my
O

Dada una nube de particulas m; de posiciones V; € R?, se define en forma andloga el centro de masa
de la nube como

rmV;
CM = .
Y m;
Es fdcil ver que si todas las particulas tienen la misma masa este es el centro geométrico de sus

ubicaciones.

En el caso de objetos solidos D C R?, de densidad p, si pensamos a la masa infinitesimal de una caja
C; como dada por pvol(C;), entonces el centro de masa puede pensarse como la suma

M= S ool (C)
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donde P; = (x;,yi,z;) es un punto genérico en la caja C;. Es decir, las coordenadas del centro de masa
se piensan como

_ Lxip(P)u(C)

T LpPu(G)

_ Lyip(P)u(C)

— Lp(P)u(C)

_ Lzip(P)u(G)

—XpPu(C)

Estas expresiones, pasando al limite de cajas cada vez mds pequerias nos dan las expresiones de las
coordenadas del baricentro del solido D:

(CM).
(CM)y

(CM),

(cm), = 1L Ip* P37

m(D) ’

_J S byp(x,2)
(o), = LLIp2Be),
— fffDZ p(x,y,z)
(c), = HLRZBRT),

donde m(D) indica la masa total de D como en el ejemplo anterior. Esto estd fundamentado por el
Teorema 7.3.2 que enunciamosy demostramos mds abajo, que nos dice que para calcular la integral
de Riemann de una funcion integrable, se puede tomar cualquier punto en el rectdngulo y evaluar f
alli (no es necesario tomar el infimo o el supremo).

7.3. Propiedades

La proxima proposicion establece una serie de propiedades de la integral, tanto en el plano como el
espacio, cuya demostracion es andloga al caso n = 1 y por tanto es omitida.

Proposicion 7.3.1. Sea D C R" un conjunto acotado, sean f,g : D — R funciones integrables en D. Entonces

1. SiaeR of esintegrable en Dy ademds

/Docf:oc/Df.

2. Si@:Im(f) — R es continua, entonces o f es integrable en D.

L fX=f-f---f(kEN), f+g fg son integrables en D. Ademds

[ nsfin [o+a=[r+]e

3. Las funciones |f
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4. Si D' CR" es otro conjunto acotado tal que u(DND') = 0, entonces si f es integrable en DUD', se

tiene
Joao? =17 "

Por dltimo una propiedad que usaremos de aqui en adelante: no es necesario tomar el infimo o el supremo
de f para calcular su integral de Riemann:

Teorema 7.3.2. Sea f: R C R" — R es integrable, {P;} una particion de R y R; € P; un punto cualquiera
en el rectdngulo R;. Entonces [ f se puede calcular como limite de sumas

Y F(P)u(R:),

en el sentido siguiente: al refinar la particion estas sumas tienden a la integral de f en R.

Demostracion. Simplemente hay que observar que, para cualquier particién P del rectdngulo R, y cualquier
rectangulo R; en la particién P, dado un punto P; € R; se tiene

m; < f(P;) < M;.
Entonces
y como las cantidades de los extremos tienden a la integral de f en R, la cantidad del medio también. o

7.3.1. Medida de una region y Teorema del valor medio

Recordemos que definimos la medida de una region D C IR* como la integral (si existe) de la funcién 1.

Es decir
u(D) = / 1.
D

Si existe, en el plano esta cuenta nos devuelve la superficie de la regién D, mientras que en el espacio nos
devuelve el volumen de la regién D. ;Podemos dar condiciones para que este nimero exista? Si, es sencillo
a partir de lo ya hecho, pues la funcién 1 es continua, y por lo tanto se tiene el siguiente resultado:

Teorema 7.3.3. Sea D C R" compacto, f : D — R continua, y supongamos que 9D estd formado por
una union finita de grdficos de funciones @ : K; C R"~! — R continuas, con K; compactos. Entonces f es
integrable en D, y ademds [, f se puede calcular con n integrales iteradas.

En particular D es medible y

u)= [1=sup ¥ u(k)=int ¥ u(k)).

UR;CD DCUR}‘-
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Demostracion. Lo tnico nuevo son las dltimas igualdades que dan u(D). Son consecuencia del siguiente
hecho: para calcular [, 1 tomamos un rectingulo R que contenga a D, extendemos a la funcién como cero
enR—D.Esdecir, f=1enDy f=0enR—D.
Abhora particionamos R = UR;. Si R; es un rectangulo inte-
gramente contenido en D (como el que indicamos con R; en
la figura), entonces alli la integral inferior de f vale siempre
1, por lo tanto estos rectingulos aportan algo a la integral.
Mientras que si el rectdngulo toca el exterior de D (o sea no
estd contenido en D, como los que seflalamos como R, y R3
en la figura), entonces alli el infimo de f es cero y estos no
aportan nada a la integral inferior.
En cambio para la integral superior aportan todos los rectanculos que tocan D pues en ellos el supremo
de fesl. O

Observacion 7.3.4. El teorema previo generaliza una idea que para intervalos I C R es mucho mds sencilla.

Por ejemplo si I = [0, 1], uno puede obtener la medida del intervalo aproximdndolo por dentro con intervalos

de la pinta [1,1—1]. O bien por fuera con intervalos de la pinta [-1,1+ 1],

Podemos relacionar la integral de cualquier funcién continua con u(D) mediante el siguiente Teorema
del Valor Medio Integral:

Teorema 7.3.5. Sea D C R" compacto, f : D — R continua, y supongamos que oD estd formado por una
union finita de grdficos de funciones @ : K; C R*™™! — R continuas, con K; compactos. Entonces

1. Si M = méx(f) en Dy m = min(f) en D, entonces
mu(D) < | f < Mu(D).
2. Si D es arcoconexo entonces existe Xo € D tal que

fXou() = | 1.

Demostracion. 1. Se deduce de la definicién de integral, pues para cualquier particién P suficientemente
fina, si consideramos a los rectdngulos que estdn dentro de D se tiene

m ¥ u®) < ¥ m(Du®) <10 L) = [ 7.
R;CD R;CD D

Refinando la particién se tiene que Y, u(R;) — u(D) y entonces
RiCD

i

mu(D) < [ 1.

Con un argumento similar, pero ahora usando los rectdngulos dentro de D mads los que cubren el borde de D
se tiene

MuD) 21 = [ 7.
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Se deduce lo enunciado juntando las dltimas dos desigualdades.
2. Si u(D) = 0 no hay nada que probar. Si u(D) # 0, entonces dividiendo la desigualdad del item previo

por u(D) se deduce que
1
mg——/fgm
u(D) Jp

Como f es continua en un arcoconexo toma todos los valores intermedios entre m y M, en particular existe

Xo donde
1
f(Xo) = u(D) /Df-
O

Observacion 7.3.6. Atencion que el iiltimo enunciado es falso si el dominio no es arcoconexo. Por ejemplo
si D es la union de dos cuadrados disjuntos de lado 1, y f vale —1 en uno de ellos y 1 en el otro:

C o

Entonces

/Af2/4f+/éj:14+@n4zm

mientras que f no se anula en D.

7.4. NOTAS

I. El Teorema de Fubini que enunciamos es una versién mds débil del que sigue en esta nota. La diferencia estd en
que en realidad, no es necesario suponer que cada fy, fy es integrable. Si R = [a,b] X [c,d] es un rectdngulo en R?,
y f: R — R es una funcion integrable en R, usamos la notacion fx(y) = f(x,y) = fy(x) como antes. Tomamos

I(x) = L(fx) = sup{I(fx,P) : P particién de [c,d]},

S(x) =TI (fx) = inf{S(fx,P) : P particién de [c,d]}.

Entonces (sin ninguna hipétesis sobre las f; o las f;), vale que I,.S son funciones integrables en [a, b] y ademds
b b
/fz/swwz/zmw
R a a

Para la demostracién, consideremos una particién P del rectangulo, donde A; = [x;,x;+1] es una particién de [a,b] y
A} = [y},yj+1] es una particién de [c,d], de manera que los rectdngulos R;; = A; X A} de drea (xj+1 —x;) (Yit1 — Vi)
forman la particién P del rectangulo original. Como antes, abusamos un poquito de la notacién y usamos A para
denotar al intervalo y a su longitud. Entonces

I(f,P) = Zmij(f)AiA'j = Z(Zmij(f)A’j)Ah

i

Vale el resultado andlogo para fy.
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donde m;;(f) indica el infimo de f en R;;. Si x € R;;, entonces m;(fx) (el infimo de f, en A;-) es mayor o igual que
el infimo de f en R;;, pues

mj(fx) = if{f(x,y) 1 x fijo,y € Al},
y el infimo en un subconjunto -en este caso {x} x A’]-- siempre es mayor o igual que el infimo en el conjunto original
-en este caso A; X A’]-. Se deduce que, cualquiera sea x € A,

Lomij(HAG < Yomj(f) A <L (f) = 1(0).
J J

Si en el extremo derecho tomamos el infimo para x € A; - que anotamos m;(I)-, multiplicamos por A; y sumamos,
se deduce que

10£.P) = X (L miy (DA < Em DA< L(1),
i i
es decir I(f,P) < I.(I). Con un razonamiento andlogo se deduce que I*(S) < S(f,P). Luego, como I(x) < S(x)
para todo x € [a,b], también se tiene la desigualdad I*(I) < I*(S). Juntando estas desigualdades se obtiene la
cadena
I(f,P) SL(I) <T°(1) <T°(S) < S(£,P).

Como f es integrable, los extremos se pueden hacer tan préximos como queramos refinando la particién P, y en

consecuencia debe ser .
[r=tm=rmn=["1
R a

lo que prueba que I es integrable en [a,b], con integral igual a la integral doble de f.

La prueba para la integral de S es idéntica y la omitimos, lo mismo vale para las afirmaciones respecto de fy.
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8 TEOREMA DE CAMBIO DE VARIABLES

Si yo estuviera comenzando mis estudios
nuevamente, seguiria el consejo de Platén y
comenzarfa por las matematicas.

Galileo Galilei

8.1. El método de sustitucion

Nuestro objetivo para terminar con estas notas es entender como funciona el teorema de cambio de
variables en dimensiones 2 y 3, teorema que generaliza la idea del método de sustitucion para integrales en
R.

Recordemos que si f es una funcién continua en un intervalo cerrado I C R, y g es una funcién C'
en [a,b] tal que se puede hacer la composicién f o g en [a,b], entonces h(x) = f(g(x))g'(x) es una funcién
integrable y ademads

[ tstng @ax= [ stuyan &
a g(a)

En efecto, si F es una primitiva de f, es decir F'(¢) = f(¢) para todo 7 en el intervalo I, entonces se che-
quea facilmente (derivando) que H(x) = F(g(x)) es una primitiva de f(g(x))g’(x). Si aplicamos el Teorema
Fundamental del Célculo Integral a la funcién f en el intervalo con extemos g(a), g(b), obtenemos

5(b)
Fg(e) ~F(g@) = [

puesto que F es primitiva de f. Por otro lado, aplicando el mismo teorema a la funcién H' en el intervalo
[a,b] obtenemos

b
F(g(b)) = F(g(a)) = H(b) —H(a) = /a f(8(x))g' (x)dx,
lo que prueba la igualdad (8.1).

8.2. Particiones generales

Empecemos por una consideracion general que no demostraremos con gran detalle, pero que es razonable
y permite simplificar los razonamientos que seguirdn. Para calcular integrales dobles, dado un dominio
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D C IR? con una frontera buena, lo que hacemos es subdividir el dominio en rectdngulos, de lados paralelos
a los ejes. Mientras mas pequefios sean los rectangulos, mejor es la aproximacién del dominio, y una integral
la pensamos como limite de las sumas

lm Y f(P)u(R;)

donde P; € R;. En particular, el drea de D se calcula sumando las areas de los rectangulos. Sin embargo,
la eleccién de estas figuras (rectdngulos de lados paralelos a los ejes) es en cierta medida arbitraria. Es
consecuencia de que el drea de un rectingulo es facil de calcular. Pero esto dltimo también es cierto para
muchas otras figuras, y nada impide calcular integrales usando estas figuras, es decir, enmarcando al dominio
D con estas figuras, particiondndolo y calculando las sumas como arriba, y luego tomando el limite al refinar
la particion. Un caso concreto es el siguiente: podemos tomar paralelogramos, es decir, figuras de lados
paralelos dos a dos, y hacer una particiéon de D como indica la figura:

Puede probarse que existe la integral de f en D usando rectingulos comunes si y sélo si existe la integral
usando estos paralelogramos. La idea de por qué funciona esto es la siguiente: dado un rectingulo R de
lados paralelos a los ejes, puede tomarse una particiéon del mismo usando paralelogramos, que aproxime
tanto como uno quiera al rectdngulo R.

Reciprocamente, dado un para-
lelogramo R’, se lo puede apro-
Xximar tanto como uno quiera
usando rectdngulos de lados pa-
ralelos a los ejes.

Vamos a usar este hecho: si f es integrable en D, entonces su integral se puede calcular como

[ [ r=tim ¥ ruck)

donde R; es una familia de paralelogramos que aproxima la regién D, y P; € R..
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8.3. Transformaciones lineales

Observemos primero que ocurre en el plano, con una transformacién lineal T : R> — IR? inversible.
Dados dos vectores linealmente independientes, estos van a parar por T a otros dos vectores linealmente
independientes. Y entonces todo rectangulo (o mejor dicho, todo paralelogramo) va a parar a otro paralelo-
gramo. Veamos la relacién entre las dreas de R* y R = T(R*), razonando primero sobre un caso particular.

Dado unrectdngulo de lados paralelos a los ejes, su drea se calcula como
base por altura, u(R*) = AB. Podemos suponer que el rectdngulo tiene
uno de sus vértices en el origen, como indica la figura de abajo, pues una
traslacion no modifica su area. Es decir, los lados miden exactamente A
y B.

Si la transformacién lineal 7" estd dada por la matriz

y A

(0,B)

R*

T(A,0) = T(A(1,0)) = AT(1,0) = A(a,c) = (Aa,Ac)

mientras que
T(0,B) =BT(0,1) =B(b,d) = (Bb,Bd).

»
>

(A,0) x

b - .
4 )en la base canénica, entonces se tiene

Entonces nuestro rectingulo R* va a parar al paralelogramo R = T(R*) que estd generado por T(A,0) y

7(0,B).

Ahora recordemos que dados dos vectores v,w €
IR?, el 4rea del parelelogramo determinado por v, w
se puede calcular como la norma del producto vec-
torial entre v y w, es decir area = ||v X w||. To-

memos entonces el paralelogramo imagen, pero
pensado en el plano xy en IR* como indica la fi-
gura de la derecha. Los vectores son simplemente
v = (Aa,Ac,0),w = (Bb,Bd,0).

v=(T(4,0),0)

El drea de R = T(R") es entonces

ik

lvxwl|=||det| Aa Ac 0 ||| =1/(0,0,AaBd — AcBb)|| = |AB||ad — be| = u(R*)|det T|.

Bb Bd O

Hemos descubierto el siguiente hecho fundamental:

Proposicion 8.3.1. Si T : R?> — R? es una transformacion lineal inversible, y R* es un rectdngulo de lados
paralelos a los ejes, entonces el drea del paralelogramo R = T (R*) que se obtiene como la imagen de R por
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T es
u(R) =|det T|u(R").

Pero entonces, dada cualquier figura D* C R? que sea medible, si D = T(D*) indica la imagen de D*
por una transformacion lineal T inversible, podemos cubrir D* con rectdngulos R} que aproximen la figura,
y asi estaremos llenando D = T'(D*) con paralelogramos R; = T(R;) que aproximan esa figura, como en el
dibujo:

En consecuencia, u(D) = u(T(D*)) = |detT |u(D*). En efecto,

W(T (D) = lim Y u(R) = lim ¥ (T (R))) = im Y. |det T u(RY) = |det T|u(D").

Esta misma idea se puede aplicar para calcular integrales. Observemos en la figura, que si f : R> = R
estd definidaen D = T(D*), entonces f o T estd definida en D*:

/T\A
foT ;

R

Teorema 8.3.2 (Cambio de variable, version lineal). Si D* C R2, T :R? » R? es una transformacion lineal
inversible y f : D = T(D*) — R es integrable, entonces

/Df:/D*(foT)|detT|.

Demostracién. Tomamos R; rectidngulos que aproximen D*, de manera que R; = T(R;) aproximen D =
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T(D*). Entonces, si P; € R;, se puede escribir P, = T(Q;) con Q; € R}, luego

[ = TESER) = lim ¥ o T)Q)u(T ()
lim ¥ dee |/ 0 T)(Qu(R) = [ (foT)|deT].

Ejemplo 8.3.3. Supongamos sabido que el drea de un disco de radio R en el plano es ©R>. Se quiere calcular
el drea de una elipse E de radios a,b > 0 dada por la parte interna de la curva de ecuacion

OROS

Si consideramos T (x,y) = (ax,by), es una transformacion lineal cuya matriz es simplemente

T:<gg).

Como a,b#0, T es inversible y en particular |detT | = |ab| = ab. Observemos que la circunferencia unitaria
D* = {x*+y? < 1} va a parar a E si le aplicamos T :

/—T\

Entonces

,,,(E):/ I :/ 1:/ 1|detT| = u(D*)|detT| = nab.
E T(D*) D+

8.4. Cambio de variable

Obsevemos la analogia en la férmula del Teorema 8.3.2 con la férmula (8.1), que representa el caso de
una variable: | det T'| juega el papel de g’. Por ahora este teorema tiene utilidad limitada. Lo que queremos es
extender el resultado a funciones inyectivas cuya diferencial sea inversible salvo un conjunto muy pequefio
(de medida nula). Es decir, dado un dominio D* y una funcién T : R? —» R? inyectiva, queremos hallar
primero la relacién entre u(D*) y u(T (D*)) = u(D),
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foT ;
JJpfoT ffD:T(D*)f

R

y luego ver cudl es la relacidn entre la integral de f en un dominio y lade foT en el otro.

Si T es inyectiva, el dominio D = T(D*) se puede pensar cubierto con las imédgenes de los rectdngulos
que cubren D*, es decir si UR; aproximan D* entonces UT (R}) aproximan D = T'(D*). ;Cémo calcular
la medida de cada T'(R;)? En principio es un problema dificil, ya que T no es lineal y cada R; = T(R})
estd deformado como indica la figura:

m

La idea ahora es la siguiente. Podemos escribir, dado P; € IR?, una expresién aproximada
T(X)=T(P,)+DT(P)X + O(X),

donde O(X) es simplemente "lo que falta después del término lineal”. Esta afirmacién es imprecisa y luego
haremos una demostracién formal, pero por ahora pensemos que 7 se puede escribir asi. Tenemos como
hipétesis que DT es inversible, salvo tal vez un conjunto de medida nula. Entonces podemos imaginar
que, como el primer término es sélo un desplazamiento por un vector fijo 7(P;) € R?, que no modifica el
drea, mientras que O(X) es suficientemente pequefio, y no aporta nada sustancial al drea, entonces para un
rectdngulo pequefio R} con vértice en P;,

u(T(R;)) ~ u(DT (P;)R;) = | detDT (Pi)|u(R;).

1

Siguiendo con esta linea de pensamiento, se tendria para un dominio D* y un conjunto de rectingulos R}
que aproximen D*,

W(T(DY) = TimY u(T(R) ~1im Y u(DT(P)RY)

= 1imY[detDT (P)|u(R;) = / |det DT,
D*

es decir
u(D) = u(T(D") = [ |detT).

Mientras que si f : D = T(D*) — R es integrable, con un razonamiento andlogo también se tendria

/Df=/T(D*)f:/D*(foT)|detDT|.
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Vamos a llamar a JT = |det DT| el determinante Jacobiano de la funcién 7.

Antes de pasar a una demostracién veamos unos ejemplos para ver como se usa este resultado, conocido
como teorema de cambio de variable.

Ejemplo 8.4.1. Una transformacion que se usa frecuentemente es la dada por el cambio de coordenadas
polares, donde
T(r,0) = (rcos(0),rsen(0)).

or= (ol e ).

En este caso se tiene

con lo cual JT = rcos®(8) + rsen®(0) = r.

1. Calculamos el drea del disco Bg de radio R > 0. Se tiene que, si 0 <0 < 2ny 0 < r < R, entonces
T(r,0) recorre la circunferencia. Esto es D* = [0,R] X [0,27] mientras que T(D*) = Bg. En conse-
cuencia,

2t R 1
u(Bg) = / / rdrd® = 27|:§r2|§ = nR%.
0 0

2. Se quiere integrar la funcion

y A
Xy |
foy) =——7%
(x*+y?)2 — Re
Ry A
en la region anular A de arco m/4 entre Ry y Ry segiin
indica la figura de la derecha. Luego
* T x'
D* = [R,R;] X [O,Z],
mientras que T (D*) = A, con lo cual
i [k 0 0
//f = // (foT)JT:/4/ Mgsm()mme
A D* 0o Jr r
i Ry 1 I 5 2, 1ogr
— /0 cos(8)sen(0)d [ dr = 3 sen’(@)[§ (— I

11,1 1. R —R

22°Ry ]Tl - 4R\Ry

Pasemos ahora a la demostracion del teorema. La idea central estd extraida del libro “Calculo en varie-
dades”, de M. Spivak [9].
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Teorema 8.4.2. Sea T : R> — R? inyectivay C'. Sea D* C R? acotadoy f : D = T (D*) — R integrable. Si
DT es inversible en D* y JT = |detDT|, entonces

/Df:/D*(foT)JT.

Demostracion. Basta probar, dado P € D*, que existe un entorno de R* de P donde vale el teorema es decir

/ f=1{ (foT)JT.
T(R¥) R*

En efecto, si esto es cierto entonces dividiendo D* en un conjunto finito de entornos R} donde vale el teorema,
y sumando las integrales, se tiene el resultado en el conjunto total D*.

La idea de la demostracion es descomponer a la funcién 7 como la composicién de dos funciones, cada
una moviendo una sola variable, y usar sustitucion en una variable en cada una de las funciones.

/\
2 T=KoH

H(D")

Sea P = (a,b) € D*,y T(x,y) = (t1(x,y),12(x,y)) y supongamos primero que DT (P) = L. En particular
V1 (P) = (1,0). Si ponemos H(x,y) = (t1(x,y),y), H es una funcién C' y también se tiene DH(P) = I,

puesto que
al] al]
DH=| o 9 |.
0 1

Observemos que JH = |detDH| = |%§| = %L; pues como esta derivada parcial vale uno en P, y es una funcién
continua pues 7 es C!, podemos suponer que estamos en un entorno donde es positiva. Es decir

. at|

JH = —.
ox

Como DH(P) = I, por el teorema de la funcién inversa existe un entorno U (que vamos a suponer que es
un rectangulo abierto) de P donde H es inversible. Ahora ponemos

K(x,y) = (x,(H (x,)))
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definida en un entorno de H(P). Reemplazando se ve que K o H = (¢1(x,y),2(x,y)) = T. Observemos que
DT = DKy o DH, donde por DKy queremos decir la diferencial de K evaluada en H(X). Luego detDT =
det DKy det DH, con lo cual

JT =JKy -JH.

Tomemos un conjunto W* C U alrededor de P, y una funcién g integrable alli. Podemos suponer que W* es
suficientemente pequeiio para que se pueda tomar un rectingulo R* = [a,b] x [c,d] C U que contenga W*, y
extendemos g como cero en R* — W* como es habitual. Entonces por el Teorema de Fubini,

[ =] [ stuvdua,
H(W*) led] 1,

donde I, es el intervalo dado por la imagen de [a,b] via g;(u,v) con v € [¢,d] fijo, segiin indica la figura,
pues H fija [c,d]:

1,
Ahora hacemos la sustitucién u = u,(x) = 1 (x,v). Derivando respecto de x se tiene
. atl

du= g(x, v)dx,

y cuando x recorre [a,b], u recorre I,. Entonces

[ stuntdu= [ glu(en) )3
k . ox

con lo cual

/H(W*) §= /[c,d] /[a,b] sl V)’V)g (x,v)dxdv = / [(goH)H.

Con una cuenta andloga se tiene, para cualquier entorno abierto V* de H(P) suficientemente pequefio,
/ r={ (fok)IK.
K(V*) v

Luego

/ f= f=/ (foK)JK.
T(R*) KoH(R*) H(R*)
LLamando g = (f o K)JK y usando que [y~ 8 = [y« (g°H)JH se deduce que

/ (foK)JK:/ (foKoH)JKyJH.
H(R*) W
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Como DT (X) = DKy(x)DH (X), tomando determinante se tiene JKyJH = JT (donde con JKy queremos
indicar al Jacobiano de K, evaluado en H), y juntando las dltimas dos ecuaciones se tiene

/ f=1{ (foT)JT.
T(R*) R*

Por dltimo, si DT (P) = b, basta llamar A = DT (P) que es una transformacién lineal inversible, y 1la-
mando T =A~!oT, se tiene

[oor=]  r=[  (roa)deal
T(R*) AOT(R*) T(R*)

usando el resultado para transformaciones lineales A. Si aplicamos lo que probamos en el parrafo de arriba
a la funcién T (que ahora verifica DT (P) = 1), se tiene entonces

/7 (foA)|detA|:/ (fvoA_loT)JT|detA|:/ (foT)JT
R R*

T(R") .
pues JT = |det(A~")||detT| = |detA|~JT. O

Terminemos esta seccién con un ejemplo sutil.

Ejemplo 8.4.3. Se quiere calcular el volumen encerrado bajo el cono 72 = x> +y* y sobre el piso z = 0,

pero en el rectdngulo R = [0,1] x [0, 1] del primer cuadrante. En resumen, se quiere calcular

//\/x2+y2dxdy.
R

Presenta ciertas dificultades la integral en coordenadas cartesianas, luego hacemos el cambio de variable
a coordenadas polares, es decir T (r,0) = (rcos0,rsen®). El integrando queda como

(foT)JT =rr=1r2,

muy sencillo de integrar.

y A

El problema es el dominio R. Tenemos que identificar el dominio D* da-
do en coordenadas polares tal que T (D*) = R. Para ello es conveniente T
dibujar R y partirlo al medio por la diagonal, como en la figura de la R
derecha: n

\

Se tienen dos tridngulos T1, T, de igual drea, y por la forma del cono sabemos que el volumen lo podemos

calcular como
vol = / / [+ / f-
T b3
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El tridngulo Ty estd determinado por las condiciones 0 <y <x, 0 < x < 1. En coordenadas polares, se
observa que 0 < 0 < X mientras que para cada 9 fijo r se mueve entre cero y la recta vertical x = 1. Pero
esta recta en coordenadas polares es rcos(0) = 1, es decir

1
r= :
cos(0)

Luego debe ser D} el dominio en (r,0) dado por las condiciones

1

0<r<
== cos(0)

, mientras que 0 < 6 <

~13a

Se tiene entonces

1 T r1/cos(8)
—vol:/ f:// f:// (foT)JT:/ / r2drd.
2 T (DY) D o Jo

Luego
1 1 i1 11 /sen(r) +In(sec(r) + tan(t)) cos?(r) \ |z
—vol = = ———d0=—-= H
2 3Jo cos3(0) 32 cos2(r)
11
= 55(\/54-11‘1(14-\/5)),

donde usamos una tabla para calcular la primitiva.

8.4.1. Cambio de variable en R?

Para el espacio, se tiene un resultado andlogo. En primer lugar, no es dificil probar que si R* es un parale-
logramo sélido en R?, y T es una transformacién lineal inversible, entonces R = T (R*) es otro paralelogramo
solido y ademads

u(R) = [detT|u(R").

Con esto, se tiene un enunciado equivalente al del Teorema 8.3.2, con una demostracion andloga:

Teorema 8.4.4. Si D* CR® y T : R® = R? es una transformacion lineal inversible, entonces si D* es
medible, D = T (D*) es medible y ademds

u(D) = |det T|u(D").

Finalmente, usando las mismas ideas que antes, toda funcion inyectiva T : R3 — R3 con diferencial
inversible nos permite hacer un cambio de variable que transforma una integral en D* en una integral en
D =T(D"), de la siguiente manera.

Teorema 8.4.5. Sea T : R® — R? inyectivay C'. Sea D* C R® acotadoy f : D = T(D*) — R integrable. Si
DT es inversible en D* y JT = |detDT |, entonces

/Df:/D*(foT)JT.
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La demostraciéon usa las mismas ideas que el caso n = 2 y la omitimos. El tnico comentario a tener
en cuenta es que ahora hay que descomponer a 7 como una aplicacién que primero mueve dos variables
y después una, y usar el resultado que ya tenemos para dos variables. Es decir, es una demostracién por
induccion.

Para terminar este libro, calculamos integrales en algunos ejemplos que ilustran el poder del teorema
combinado con los cambios de variables cilindricos y esféricos ;Puede haber mejor manera de cerrar un
apunte? Nos gusta creer que, como dijo el gran matematico ruso V. I. Arnold (1937-2010), la matematica es
una ciencia experimental, con un laboratorio muy fécil de mantener.

Ejemplo 8.4.6. 1. Coordenadas cilindricas. La transformacion T estd dada por
T(r,0,z) = (rcos(0),rsen(0),z).

Esto es x = rcos(0), y=rsen(0), z=1z

Es muy conveniente cuando la region D a integrar presenta simetria alrededor de un eje, el “eje de
rotacion”. En este caso alrededor del eje z, pero con pequerias modificaciones pueden considerarse
otras rectas como eje de rotacion. Aqui

cos(B) —rsen(8) O
DT = | sen(®) rcos(®) O |,
0 0 1

luego JT = |detT| = r. Esta transformacion manda un ladrillo vertical, en el espacio (r,0,z) (de lados
1,27, 70) en un cilindro vertical en el espacio (x,y,z) (de radio r y altura 7o) como indica la figura:

Z

=20
\

— | \\ T(r,0,z0)

Si fijamos la altura z = zo, la transformacion T (r,0,z0) recorre una circunferencia horizontal de radio
r en la altura del plano z = zo, donde x e y se pueden calcular observando que en la figura, el vector
T(r,0,z0) mirado en el piso tiene componentes

x=rcos(8), y=rsen(0).
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El dngulo 0 se mide desde el eje x, en contra del reloj como si mirdsemos el plano xy desde arriba. El
niimero r = \/x2 +y? nos da la distancia del punto (x,y,z) al punto (0,0,z), es decir, la distancia al
eje z.

Aqui 7 estd libre, pero © debe ser un niimero entre [0,2T] para que sea una funcion inyectiva (sino es-
tamos pasando dos veces por el mismo dngulo), y r un niimero positivo pues representa una distancia.

Es decir, si (r,0,z) viven en [0,+00] x [0,27) X R, entonces T (r,0,z) recorre todo el espacio en forma
inyectiva, con una salvedad: sir =0, y z = zg estd dado, cualquiera sea el dngulo 0 no nos moveremos
del punto (0,0,z9). Esto no es un problema pues r = 0 representa la recta del eje z, que es una region
que no tienen ningin volumen que pueda afectar el cdlculo de una integral.

a) Se quiere calcular el volumen del sélido de revolucion que se obtiene al girar el drea bajo el
grdfico de una funcion f en el intervalo [a,b]. Se supone que f es positiva alli, de manera que
se obtiene una figura solida:

Elvolumen es independiente de la posicion, asi que para aprovechar las coordenadas cilindricas
pensamos a [ como funcion de z, en el plano yz, es decir y = f(z) > 0 como indica la figura:
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Al hacerla girar alrededor del eje z obtenemos el solido de revolucion. Fijado un z concreto
entre ay b, el corte con el sélido estd dado por la circunferencia 0 < r < f(z). Luego integrando

en coordenadas polares se tiene
2 pb rf(2)
/)k/ /ﬁ rdrdzd®
0 a JO

b b
mé%ﬂ@ﬁzénﬁ@@

vol

formula general que también puede interpretarse como que integramos entre a'y b las superficies
de los discos de radio f(z), que valen exactamnente Tf (z)*.

1) Calculemos el volumen de un cono sdlido de base
R y altura h. Dibujado con eje en el eje z, el cono
se obtiene girando el drea bajo la recta y = %z,
con z entre 0y h. Luego

hRZ

vol(cono) = nﬁzzdz
0

1 1
gnth =3 vol(cilindro).

2) Calculamos el volumen del solido no acotado que se obtiene al girar el drea bajo la grdfica
dey= %,parax >1:
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—_
><V

Se tiene
3 o 3 1, 3 1
vol= lim [ m—dz== lim ——[j =7 lim (—=+1)=m.
r—+eo J1 7 r—+4o 7 r—+oo r
Sorprendentemente, aunque el sélido es no acotado, ;jsu volumen es finito! Resulta mds
1

sorprendente aiin si recordamos que el drea bajo la grdfica de f(x) = | no es finita pues la

integral impropia [, %dx no es convergente.
2. Coordenadas esféricas. En este caso se trata de una transformacion que es iitil para regiones que

presentan simetrias alrededor de un punto del espacio, el caso mds sencillo es una esfera. La trans-
formacion T estd dada por

T(r,0,0) = (rcos(0)sen(@), rsen(0) sen(®),rcos(®)).

Para interpretarla, hay que considerar que un cubo de lado 1,21, T se transforma en una esfera de
radio r en el espacio (x,y,z). Para leer estas cordenadas en una esfera, es conveniente entender su
representacion grdfica: r representa el radio, es decir, la distancia al origen. Debe ser entonces un
niimero positivo. El dngulo © una vez mds se mide desde el eje x en sentido antihorario, es un niimero
entre 0y 21. Por iltimo, el dngulo ¢ se mide desde el eje 7 en forma vertical, pero basta tomar un
ntimero entre 0y T para recorrer todo el espacio, ya que los dngulos mayores se alcanzan tomando
0 entre Ty 2W.

X

Se observa que a = rsen(Q) representa la distancia de (x,y,0) al origen, mientras que rcos(Q) es la
altura o coordenada z del punto.
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La diferencial de T es la matriz

cos(B)sen(®) —rsen(0)sen(®)
DT = | sen(B)sen(®) rcos(0)sen(®)

cos(®) 0

luego desarrolando por la tiltima fila se tiene

=|detT| = |cos((p) [—rz sen’(0) sen () cos ()

rcos(0)cos()
rsen(0)cos(®) |,

—rsen(Q)

2

— 2 cos(8) cos(@) sen()]

—rsen(9) [r cos?(0) sen?(Q) + rsen’(0) sen’ ()]]
= [P cos?(g)sen(@) + r*sen* (@) sen(9)] = |1 sen(@).

Como en [0, el seno es positivo, se tiene

JT = r*sen(¢).

a) Para empezar, calculamos el volumen de una esfera de radio R.

21
vol(Bg) = / //rsen )drdpdo

= 2n3R3/ sen((p)d(P—§WR3( cos(9)[5) =
0

b) De acuerdo a las leyes del electromagnetismo, la carga

total eléctrica Qr de un objeto es simplemente la su-
ma de las cargas puntuales. Al igual que en el caso de
la masa, en el caso de un objeto solido D provisto de
una densidad de carga p, la carga total se consigue in-
tegrando p en el solido D. Queremos calcular la car-
ga total de una cdscara esférica seguin las restricciones
0 <R <r<Rylz < +/x2 +y cuya densidad de carga
es p(x,y,2) =/x2+y? / x? +y —|—z ). La segunda ecua-
cion es la de un cono, luego en el corte con el plano yz ve-
remos la region anular encerrada por las rectas 7 = t+y.

rsen@  sen (p

Entonces, como p(r,0,¢) = 2 ’

4

—TR>.

3
Z A
]

— Ra

Ry
y

\
~___ |

2 3n/4 R
Oor = / / /2se hi r? sen @drd Qd®
TC

3n/4
= 27:/ sen’ (pd(p— (R3—R?)
n/4 2

1

= (R - R} +3)-

472

Ocurre aqui un fenomeno curioso. Observemos que la densidad de carga tiende a infinito cuando
r — 0. Sin embargo las esferas de radio pequerio aportan poca carga total, con lo cual, haciendo
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tender Ri — 0, se tiene

TN

que nos dice que la carga total es finita atin en el caso de que la region toque el origen.

En el juicio final, cuando me pidan justificar mi
vida, me levantaré orgulloso y diré “Fui uno de
los senescales de la matemdtica, y no
sufrié ningin dafio bajo mi cuidado”.

U. DUDLEY
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