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Introduccién

Cristales liquidos nematicos
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Introduccién

Pulso laser
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Introduccién
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Introduccién
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Introduccién

G. Assanto, Nematicons, Ed. Wiley (2013)
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Introduccién

Modelo adimensional

u: envolvente del pulso laser

0: angulo de desvio

iu; + 3V2u +sin(26)u = 0,

vV20 — gsin(20) + 2|ul? cos(26) = 0.

Si |0] < 1, entonces cos(20) ~ 1y sin(20) = 26.
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Derivacién del modelo

@ Derivacién del modelo
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Derivacién del modelo

Energia elastica y electromagnética

Dado Q C R3 n: Q — §? (P?)
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Derivacién del modelo

Energia elastica y electromagnética

Dado Q C R3 n: Q — §? (P?)

@ Energia eldstica (Oseen—Frank):

:—/ —|—|V><n|)
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Derivacién del modelo

Energia elastica y electromagnética

Dado Q C R3 n: Q — §? (P?)

@ Energia eldstica (Oseen—Frank):

:—/ —|—|V><n|)

@ Energia electromagnética

U :%/QD.E dx = %/Q(e(x)E).E d
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Derivacién del modelo

Permitividad molecular

@ Tensor de permitividad
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Derivacién del modelo

Permitividad molecular

@ Tensor de permitividad

e 0 0
e=10 ¢ O
0 0 €l

@ Vector desplazamiento

D=D;+D, =¢/(En)n+¢e,(E—(En)n)
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Derivacién del modelo

Permitividad molecular

@ Tensor de permitividad

e 0 0
e=10 ¢ O
0 0 €l

@ Vector desplazamiento
D=D;+D, =¢/(En)n+¢e,(E—(En)n)
@ Densidad de energia electromagnética
D.E = 6¢(E.n)*> + ¢, EE

con de =€) — €.
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Derivacién del modelo
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Derivacién del modelo

Ecuacion del angulo director

Minimizacién de la energia total
1
K(V29 +19,,) = —de(EZ + E|A|2) sin(21)

v: dngulo entre ny z.
Ep: intensidad del campo de polarizacion.

A: intensidad de laser (E, = Ae™* + cc).
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Derivacién del modelo

Angulo de polarizacion

@ Ecuacién para 9 (E, = 0)

— KV, = deE} sin(20),
I(£d/2) =0
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Derivacién del modelo

Angulo de polarizacion

@ Ecuacién para 9 (E, = 0)

— KV, = deE} sin(20),
I(£d/2) =0

o K2 — 0eEf cos(29) = &
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Derivacién del modelo

Angulo de polarizacion

@ Ecuacién para 9 (E, = 0)

— KV, = deE} sin(20),
I(£d/2) =0

o K2 — 0eEf cos(29) = &

° B> Ep = (357)
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Derivacién del modelo

Angulo de polarizacién (cont)
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© A la izquierda E, < Ep, a la derecha E, > Ejp.




Derivacién del modelo

Angulo de polarizacién (cont)

—d/2 d/2

Figura : Angulo de pre-tilt en funcién de x.
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Derivacién del modelo

Ecuacion del campo

@ Ecuacién de Maxwell

c?(V2E + E,;) = Dy = (0¢E sin®(¥) + €L E)y.
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Derivacién del modelo

Ecuacion del campo

@ Ecuacién de Maxwell
c?(V2E + E,;) = Dy = (0¢E sin®(¥) + €L E)y.

o Usando (Esin?(1))y ~ Ey sin®(¥)

2
A(V2E+E,) = C—é(l + asin®(9)) By

connl =e ya=2de/e,.
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Derivacién del modelo

Ecuacion reescalada

Hay tres escalas de longitudes:
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Derivacién del modelo

Ecuacion reescalada

Hay tres escalas de longitudes:

@ longitud de onda: ~ 1
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Derivacién del modelo

Ecuacion reescalada

Hay tres escalas de longitudes:
@ longitud de onda: ~ 1

e longitud caracteristica transversal: ¢~%/2
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Derivacién del modelo

Ecuacion reescalada

Hay tres escalas de longitudes:
@ longitud de onda: ~ 1
e longitud caracteristica transversal: ¢~%/2

e longitud caracteristica paralela: ~ 71
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Derivacién del modelo

Ecuacion reescalada

Hay tres escalas de longitudes:

@ longitud de onda: ~ 1

e longitud caracteristica transversal: ¢~%/2

o longitud caracteristica paralela: ~ 71

E(x,z,t) = Ey + A(Vex, ez, et)e k=t 1 cc
Cambio de variables: /ex +— x, ez+> z, et t, 0 =9 -0y
u = A/Eb
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Derivacién del modelo

Ecuacion reescalada

Hay tres escalas de longitudes:
@ longitud de onda: ~ 1
e longitud caracteristica transversal: ¢~%/2
o longitud caracteristica paralela: ~ £}
E(x,z, t) = By + A(Vex, ez, et)e k=t 1 cc
Cambio de variables: /ex — x, ez+> z, et t, 0 =9 -0y
u= A/Eb

iu; + 3V2u + sin(20)u ~ 0,

vV20 — gsin(20) + 2|u|? cos(26) ~ 0.
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Modelo linealizado

© Modelo linealizado
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Modelo linealizado

Modelo linealizado

P. Panayotaros and T. R. Marchant, 2014
u, + %Viu +20u =0,

V20 — 229 + 2|y|? = 0,

donde g, v son constantes positivas, x € R2.

000 = ()00 == | Mo(/2afulx = y)luly) Py

Np: funcidn de Bessel modificada.
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Modelo linealizado

Modelo linealizado (cont)

1
iu, + EV)%U +2G(|u)?)u =0,
Conservacién de la potencia P
P(u)= [ |u(x)|*dx
R2

El sistema es hamiltoniano
O0H

u, = —I
ou*

donde
) = [ (31920008 — Qo)
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Modelo linealizado

Resultados

@ Buen planteo (existencia, unicidad y dependencia
continua) del problema de valores iniciales

u e C(R, HY(R?) N CY(R, H™1(R?))

Ju(@)llm < M(uo) para z € R,
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Modelo linealizado

Resultados

@ Buen planteo (existencia, unicidad y dependencia
continua) del problema de valores iniciales

u e C(R, HY(R?) N CY(R, H™1(R?))

Ju(@)llm < M(uo) para z € R,

@ Existencia de soluciones estacionarias:
u(x,z) = e "“*P(x)

Si P(¢) = X es suficientemente grande.
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Modelo linealizado

Resultados (cont)

@ 1) es solucién del problema variacional

H(v) = min{H(u) : sujeto a P(u) = \}
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Modelo linealizado

Resultados (cont)

@ 1) es solucién del problema variacional
H(v) = min{H(u) : sujeto a P(u) = \}
@ Si P(up) = A\ < Ao, entonces
Ju(z)]|s — 0,

por lo tanto no existen soluciones estacionarias de baja
potencia.

J. P. Borgna, C. S. de la Vega, P. Panayotaros, D. R. Solitones Spticos en cristales liquidos nematicos



Sistema Schrddinger—Poisson

© Sistema Schrédinger—Poisson
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Sistema Schrddinger—Poisson

Problema Schrodinger—Poisson

@ Acoplamiento S-P

iu, + V2u+ Vu+ f(Jul?)u =0,
ViV = D(x) + Alu(x) [,

V =Kx (D + Alul?)

Para x € R” con n > 3, K € L>(R") + LP(R") por lo
tanto se puede usar teoria clasica.
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Sistema Schrddinger—Poisson

Problema Schrodinger—Poisson

@ Acoplamiento S-P

iu, + V2u+ Vu+ f(Jul?)u =0,
ViV = D(x) + Alu(x) [,

V =Kx (D + Alul?)

Para x € R” con n > 3, K € L>(R") + LP(R") por lo
tanto se puede usar teoria clasica.

@ Para n=1,2, K no es acotado
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Sistema Schrddinger—Poisson

Problema Schrodinger—Poisson

@ Acoplamiento S-P

iu, + V2u+ Vu+ f(Jul?)u =0,
ViV = D(x) + Alu(x) [,

V =Kx (D + Alul?)
Para x € R” con n > 3, K € L>(R") + LP(R") por lo
tanto se puede usar teoria clasica.

@ Para n=1,2, K no es acotado

e H. Steinriick (1991) y H. P. Stimming (2005): caso
unidimensional asumiendo fuerte decaimiento en co.

J. P. Borgna, C. S. de la Vega, P. Panayotaros, D. R. Solitones Spticos en cristales liquidos nematicos



Sistema Schrddinger—Poisson

Problema Schrodinger—Poisson (cont)

@ M. De Leo and D. R. (2007): caso unidimensional en el
espacio de energias

@) = [ (G0 = F(P)) o

1
+ Z/ [x = yl[u(y)*lu(x)[*dxdy
R2
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Sistema Schrddinger—Poisson

Problema Schrodinger—Poisson (cont)

@ M. De Leo and D. R. (2007): caso unidimensional en el
espacio de energias

@) = [ (G0 = F(P)) o
+3 | K=yl Plux)Pady

@ S. Masaki (2011): caso bidimensional K(x) = log(|x|).
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Problema completo

@ Problema completo
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Problema completo

Problema de valores iniciales

u(x,z) € Cy 0(x,z) € [0,7/4] para (x,z) € R x R

iu; + 3V2u +sin(26)u = 0,

vV20 — gsin(20) + 2|u? cos(260) = 0,

u(x,z = 0) = up(x) para x € R>.
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Problema completo

|dea del planteo

@ Despejar 6 = 0(|u|?) de la ecuacién no lineal y resolver

1
iuy + EViu + sin(260(|u)?))u = 0,

u(x,z =0) = up(x),
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Problema completo

|dea del planteo

@ Despejar 6 = 0(|u|?) de la ecuacién no lineal y resolver
. ]- 2 . 2
iuy + EVXU +sin(260(|u|?))u = 0,
u(x,z =0) = up(x),

00 >0y0—7/4si|u?—
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Problema completo

Ecuacion eliptica

@ N operador de Nemytskii con N(u,.) decreciente en el
intervalo [0, 7 /4]

—V20 = N(u,0) = —g sin(20) + %\u\z cos(20)
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Problema completo

Ecuacion eliptica

@ N operador de Nemytskii con N(u,.) decreciente en el
intervalo [0, 7 /4]

—V20 = N(u,0) = —g sin(20) + %\u\z cos(20)

@ Por principio del maximo: existe a lo sumo 6 € H?(R?)
con0 <6< m/4

10112 < CllullZ.
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Problema completo

Ecuacion eliptica

@ N operador de Nemytskii con N(u,.) decreciente en el
intervalo [0, 7 /4]

—V20 = N(u,0) = —g sin(20) + %\u\z cos(20)

@ Por principio del maximo: existe a lo sumo 6 € H?(R?)
con0 <6< m/4
10112 < CllullZ.

e Si u € L>~(IR?), entonces

1 2||ul|?0e
0 <0 < 6y= = arctan (M)
2 q
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Problema completo

Ecuacién eliptica (cont)

@ Existencia por continuacion:
U={uel*NL>:-V20 = N(u,0) tiene solucién},

U es no vacio, cerrado y abierto.
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Problema completo

Ecuacién eliptica (cont)

@ Existencia por continuacion:
U={uel*NL>:-V20 = N(u,0) tiene solucién},

U es no vacio, cerrado y abierto.
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Problema completo

Ecuacién eliptica (cont)

@ Existencia por continuacion:
U={uel*NL>:-V20 = N(u,0) tiene solucién},

U es no vacio, cerrado y abierto.

@ U esnovacio:siu=0€U, 6 =0 es solucidn.
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Problema completo

Ecuacién eliptica (cont)

@ Existencia por continuacion:
U={uel*NL>:-V20 = N(u,0) tiene solucién},

U es no vacio, cerrado y abierto.
@ U esnovacio:siu=0€U, 6 =0 es solucidn.
e U es cerrado: si u, — u, 0, — 0 en H*(R?), 6, = 0.
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Problema completo

Ecuacién eliptica (cont)

U es abierto:
oSii=u+vyl=0+1

_viw + V(u79)w = F(”? vueaw)
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Problema completo

Ecuacién eliptica (cont)

U es abierto:
oSii=u+vyl=0+1

_viw + V(u79)w = F(”? vueaw)

o V>0y
2
liminf V(x) > =

[x]—o00 14
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Problema completo

Ecuacién eliptica (cont)

U es abierto:
oSii=u+vyl=0+1

_viw + V(u79)w = F(”? vueaw)

o V>0y
2
liminf V(x) > =

[x]—o00 14

e 1 es punto fijo de ¢ = (—=V2 + V(u,0)) 1F(u,v,0,)

J. P. Borgna, C. S. de la Vega, P. Panayotaros, D. R. Solitones épticos en cristales liquidos nematicos



Problema completo

Resultados

o Y ={uc C(R,HY(R?): Ve LR, L*(R?))}
o u e LI(R, L>(R?))
o 0 =0(u) € LR, H*(R?))

@ Existencia local mediante estimaciones de Strichartz

!

u(z) = '3V +/ &7 Vi sin(20(2))u(Z')dZ’
0
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Problema completo

Resultados (cont)

e Conservacién de la potencia: P(u) = | ul|%,

@ Hamiltoniano
H(u, ) / |V ul? +v|V, 0
— 2[u|?sin(20) + q(1 — cos(26))dx

@ Conservacién

dH du do
(o) (a1 2) -
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Problema completo

Resultados (cont)

e Usando que

1 1
H(u,0) = Zllullbn = 5llullz

se obtiene ||ul|2; < 4H(u,0) + 3| ul|%.
e Existencia global

o Si|jul|?% < X, entonces lulls g, 1oy < 00

J. P. Borgna, C. S. de la Vega, P. Panayotaros, D. R. Solitones Spticos en cristales liquidos nematicos



Problema completo

Soluciones estacionarias

Problema variacional

Sy = {(u,0) € H}(R?) x HY(R?) : P(u) = \}

Ih= inf H(u6
A (U,IG?ESA (u’ )
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Problema completo

Soluciones estacionarias (cont)

Si P es la funcién:

H(lul, P(#)) < H(u,0)
Por lo tanto u > 0y 6 € [0, 7/4].
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Problema completo

Soluciones estacionarias (cont)

Teorema

Existe X > 0 tal que
@ Si0 < \< )\ entonces |, =0,
o SiA> )\ <0,
o I\ es decreciente en (), c0),

o Si A > )\ existe (uy,0)) € Sy que realiza el infimo.

uy, 0y se pueden elegir radiales.
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Angulos arbitrarios

© Angulos arbitrarios
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Angulos arbitrarios

Problema de valores iniciales

u(x,z) € Cy9(x,z) € [0,m/2 — 6] para (x,z) € R2 x R

O,u = LiAu + iy(sin*(¢ + 6o) — sin®(6o))u,

v = LE2sin(200) — 3(EZ + |u?) sin(2(¢ + 6p)),

u(x,z = 0) = up(x) para x € R>.
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Angulos arbitrarios

Angulo de polarizacion
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Angulos arbitrarios

Buen planteo

Teorema

Dado uy € H*(R?), existe un dnico par (u, 1)) solucién del
problema de evolucion, donde:

u € C(R, HY(R?)), ¢ € L=(R, H*(R?)) con

Y e[0,7/2— 6] y Vu € L} (R, L*(R?)).

loc
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Angulos arbitrarios

Cantidades conservadas

o Conservacién de la potencia: P(u) = | ul|2,
@ Hamiltoniano

H(u, ) = / V2 + V|V + F (0,0, |uf?)dx

F(0o, v, |ul*) = v(E§h(bo, v) — (sin*(bo + ) — sin®(6o)) |ul?)
h(6y,v) = sin®(fy) — sin?(Bg + 1) + sin(20 )1

@ Conservacion del Hamiltoniano

dH du do
(a2 (a2 o
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Angulos arbitrarios

Soluciones estacionarias (cont)

Si P es la funcién:

0 Z-6o Y

H(lul, P(¥)) < H(u, ¥), si ¢ € [—¢,00).
Por lo tanto u > 0y ¢ € [0,7/2 — 6p].
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