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Los modelos aqui presentados son de tipo “Stock-Flow consistent” [GL16].
Esto quiere decir que inicialmente se plantean dos tablas, en las cuales las co-
lumnas representan cuentas de distintos sectores. La primera tabla es el balance
general de la economia, es decir, una foto de que posee cada sector a tiempo t.
La segunda tabla son las transacciones que se dan por unidad de tiempo entre
los distintos sectores. Exceptuando las filas de produccién y depreciacion, las
otras transacciones tienen que sumar cero tanto en términos de dinero ($) como
en términos de bienes tangibles (C).

1. El modelo de Goodwin

Familias Firmas
Balance general $ C $ C
Bienes 0 ? 0 K(t)
Dinero D(t) 0 —D(t) 0
Transacciones
Produccién 0 0 0 Y(t)
Salarios +W(t) 0 —W(t) 0
Consumo —-C(t) +C) | +C(t) —C()
Depreciacién 0 ? 0 —0K(t)
De aqui se deriva
D=Ww-C
K=Y -C-0K
En [Goo82], Goodwin asume que los trabajadores no ahorran (D = 0).

Ademés, que para producir Y (¢) por unidad de tiempo, se requiere v'Y (¢) capital,
vy que todo el capital se utiliza:




Luego

Y -W

v

Y = —8Y

Si w es el salario por unidad de tiempo y L es el numero de trabajadores
ocupados, se tiene que

donde a estd dada por el progreso tecnoldgico, que se asume crece de forma
estable

—<=a>0
a
Sea N(t) la mano de obra, se define la ocupacién como

L(t)

) = A

N(t)

También se asume crecimiento estable para la mano de obra
N(t)

y asume que la tasa de cambio de los salarios es una funcién creciente de la
ocupacion

Se tiene entonces que la relacion entre salarios y producto interno bruto esté
dada por

W) w(t
wt) = W alt
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Luego



c_v(t)
) = ) =+ = )
ig — p(w(t)) —a 3)

Por lo tanto, se tiene el siguiente sistema

w=w(®(A) - a)
A:A(l;”—a—ﬁ—5>

En el paper original, Goodwin toma

D(A) = ¢1A — ¢o
con ¢g, p1 > 0,y le quedan ecuaciones de Lotka-Volterra en las que la porcién
de los salarios asumen el rol de predador, mientras que la ocupacién asume el
rol de presa, asumiendo la condicién

L ap-6>0
v

Dado que se deberia tener la restriccién 0 < A < 1, en [Des+06] se sugiere
tomar ® de clase C* en (0,1) y continua en [0,1) que cumplal

' >0
P(0) < «

lim ®(\) =
Jim () = oo

En cuanto a la restriccion w < 1, serd innecesaria en el siguiente modelo que

incorpora bancos.
Es facil ver que este modelo tiene dos equilibrios:

= Un equilibrio inestable en (0,0).

= Un equilibrio estable en el sentido de Lyapunov en (1—v(a+3+4), ®~1(a)).
El crecimiento en este punto es a + 5.

INinguno de los trabajos citados comenta si se puede alcanzar A\ = 1 en tiempo finito,
ni cémo se interpretaria esto. Esto pasa si vale que ® € L([0,1]). Por ejemplo, tomando

P(s) = —log(1l — s).




2. El modelo de Keen

Familias Firmas Bancos
Balance general $ C $ C $
Bienes 0 ? 0 K(t) 0
Depésitos +Mp(t) 0 +My (1) 0 —M(t)
Préstamos —Lp(t) 0 —L¢(t) 0 +L(t)
Transacciones
Produccién 0 0 0 Y (t) 0
Salarios +W(t) 0 —-W(t) 0 0
Consumo —C(t) +C(t) +C(t) —C(t) 0
Depreciacién 0 ? 0 —0K(t) 0
Depésitos +rar My, (%) 0 +rar My (t) 0 —rpM(t)
Préstamos —rpLp (%) 0 —rrLg(t) 0 +rp L(t)

Mh—Lh :W—C+TMMh—TLLh
Mf —Lf = —W+C—|—7‘MMf—TLLf
K=Y -C-6K
En [Kee95], Keen asume que hay una tnica tasa de interés (r =y = r)°.

Tomando D = Ly — My, e Y — C = k(7)Y tenemos

D=W +k(n)Y =Y +7D
K = k(n)Y — 0K

donde

Yy =Y -W —rD

T=1—w-—rd

Luego

2Keen considera que 7 es una funcién lineal de d, pero en [GL12], r se toma constante.
Asumiremos esto ultimo, con el adicional r» > 0, para simplificar la exposicién.



w(t)
7(t) = 1= w(t) — rd(t) (5)
pir(t)) = ) (©
igg — p(m(t) —a— B ()
d(t)  w(t) — 1+ r(n(t))
O 0 (®)

Se tiene entonces el sistema

b= w@®(\) —a
A:A(’w_a—ﬁ—5>

dzd(r—M—F(S)+/<;(1—w—rd)—(1—w)

v

En [Minl6], Minsky senala que cuando las ganancias son grandes, las fir-
mas toman deuda para invertir més, mientras que cuando las ganancias son
pequenas, las firmas reducen sus deudas invirtiendo menos. Luego, asumiremos
que k cumple las siguientes condiciones

k' >0
0< lim w(r) < v(min{r,a+ B} + 6)
T—r — 00

viae+ B+96) < ﬂll}r_ir_locli(ﬁ) <1

lim 72k'(7) < oo
T—> 00

Los equilibrios finitos (y estructuralmente estables) de este sistema son:

= (0,0,dp) donde dy cumple
1—
do (r _ sl —rdo) Vrdo) +6> +x(1—rdg) —1=0

Para que este tipo de equilibrios sean estables, se necesita que
v(r+6)+ (1 —m—rv)s'(m) < k(mo) < v(a+ B +96)

donde 9 = 1—rdy. Notar que si mg — —00, no vale la primera desigualdad,
mientras que si mg — +00, no vale la segunda.



s (w1, ® (), d;) donde w; y dy son

m =" (v(a+ B +9))
vie+p+0)—m
a+ 3
vie+B+0)—m
a+f

wlzl—wl—r

dy =

Este equilibrio es estable si

K (1)

(7‘(1 — 1/5) >a+f
De lo que se deduciria que
w1 > Vo

y &'(m1) es suficientemente grande.
El crecimiento en este punto es a + 5.

Pero también hay equilibrios en (0,0, +00)3, que se puede analizar haciendo
el cambio de variables u = 1/d:

&= w(@() - a)
A:A(“l_i_ﬁw—a—ﬁ—g
u:u<dl—w—ﬁm

14

—r—5) —u? (k(l —w—7/u) — (1 —w))

Este equilibrio es estable si
Trg%noo k(m) <v(r+9)
El crecimiento en estos equilibrios es
k()

Iim —=—9§
T—Foo U

Notar que en el caso d = —o0, para que el equilibrio sea estable, todo creci-
miento ecénomico tiene que ser menor a la tasa de interés.

3En [GL12] y [Lim+14] sélo se menciona el equilibrio (0,0, +00).



3. El modelo de Lima
Familias Firmas Bancos Gobierno

Balance general $ C $ C $ $ C
Bienes 0 ? 0 K(t) 0 0 ?
Depésitos + M (t) 0 +Mp(t) 0 —M(t) 0 0
Préstamos —Lp(t) 0 —L(t) 0 +L(t) 0 0
Bonos +Bn(t) 0 +B¢(t) 0 +By (1) —B(t) 0
Transacciones

Produccién 0 0 0 Y (t) 0 0 0
Salarios +W(t) 0 —-W(t) 0 0 0 0
Consumo —C(t) +C(t) +C(t) —C(t) 0 0 0
Gasto publico 0 0 +G(t) -G(t) 0 -G(t) +G(t)
Depreciacién 0 ? 0 —0K (t) 0 0 ?
Depésitos —H"]\/[Mh(t) 0 +T‘MMf (t) 0 —TMM(t) 0 0
Préstamos —rpLp (%) 0 —rrLy(t) 0 +rL(t) 0 0
Bonos +ryBp(t) 0 +ryBs(t) 0 +ryBy(t) | —rgB(t) 0
Impuestos —T(t) 0 —Ty(t) 0 —Ty(t) +7(t) 0

Mh—Eh+BhZW—C+TMMh—TLLh+7“gBh—Th

My~ Lf+By=-W+C+G+ryMy—rpLy +ryBy — Ty

De aqui se derivan las siguientes ecuaciones

K=Y -C-G-0K
B=G+r,B-T

4

T=1-w—rd—"T

p(m) = H(:) =9
d=k(r)—7

— dp(m)

En [Lim+14] se asume que T es de la forma

T=T,+Ts — Gy — Gy

T, = Oy(m)Y
i, = 0,(n)1,
Gy =T,(V)Y
Gs =Ts(NGs

4En este paso se asume rg =1 0 By = 0.



con

©,>0 ©.>0 TI,<0 TI.,<0

Se tiene entonces el sistema

w—w( (A) =)
A(p(m) —a—=f)

—gs( s(A) = p(m))

Ts—Ts( s(m) = p(m))

7 = —w(®() — ) 1 (va(m) + 05— 7) + (1 = w — T)a() — Oy () — 7.0, (m) + To(N) + 9T (V)
Los equilibrios finitos son:
= (wy,A1,0,0,71) con
A= 07Ha)
m=p" (a+p)

Uy(A1) = Op(m1) —r (v(a+ B +95) —m1)
a+p

wp=1—m+

Este equilibrio es estable si®

Fs(\) <a+p
Oy(m)<a+p
wi >0
wip'(Ar) = K(m) w1 ®'(A1)
a+p w1 @ (A1) =Ty (A1)

= (0,2, 92,0,71) con

Ao =T a+f)
r(v(a+ B8+9)—m)+ Op(m) — Tp(A2)

go=m1 — 1+

a+ b
Este equilibrio es estable si
P(A2) <
Os(m) <a+p
K(m) <
92 ((a+ B) = A (A2)) — AT (A2) > (Oé + B)A2g2I (A2) /K (1)
g2 >0




Y para que sea alcanzable se necesita que
I's(0) >a+8>T4(1)

Notar que si el buen equilibrio es estable, se tiene que T's(A\1) < Ts(A2) =
Ay < A\ = @()\2) < .

(O,/\3,0,0,7T1) con
A3 = F;l (r(wla+p+90)—m1)— 1 —m1)(a+B)+ Op(m))

Este equilibrio es estable si

Notar que si el buen equilibrio es estable T'y(A3) < Tp(A1) = A3 > A\ =
(I)()\g) > .

(07 07 94, 07 71-4) con

my=pt (T's(0))
r (1Ts(0) + vd — my4) — (1 — 4)T5(0) + Op(m4) — T'p(0)
a I,5(0)

Este equilibrio es estable si
O(my) <T4(0) < a+p

K(W4) <0
g4Fs(O) > 0

(07 07 07 T5, 7T5) con

0 =0(m5) — p(ms)
—r (vp(ms) + v6 —ms) + (1 — m5)pu(ms) — Op(ms) +T6(0)
(s)

T5 —

Este equilibrio es estable si



= (0,0,0,0,76) con
0= —r(vu(mg) +vd — mg) + (1 — 7)) u(mg) — Op(mg) + I'p(0)
Este equilibrio es estable si
méx{I's(0), O,(me)} < u(me) < a+ B
K(mg) <0

Luego, si el buen equilibrio es estable, el tercer equilibrio es inestable. Ademas,
si tomamos I';(0) > o + S, los ultimos tres equilibrios resultan inestables.

Como el equilibrio malo del modelo sin gobierno se da con m — —o0, en
[Lim+14] se preocupan por estos equilibrios infinitos, haciendo el cambio de
variable u = €™

w=w(®\) —a)
A=\ (u(logu) — a — B)
9s = 9s (Ts(A) — p(log u))

7o = 7o (Os(log u) — p(log u))
=u(—w(®(A) — a) —r (vu(logu) + v§ — logu) + (1 — w — log u)u(log u)
—Os(logu) — 7,0, (logu) + I'y(A) + g:I's (X))

S
\

El equilibrio que se tiene con u = 0 es (0,0,0,0,0) si pedimos

—00 < Op(—00)
—00 < O4(—00) < p(—00)

Asumiendo®

Iy, T's € C*([0,1])

1 20/
WEIPOOW O (m) <

se tiene que el equilibrio es estable si

s (0) < p(—00)

6También habria que asumir
O} (—00) =0
T's(0) >0
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por lo que el equilibrio es inestable si la tasa de incremento de los subsidios
en cero empleo es mayor que la menor tasa de crecimiento. Bajo esta condicién,
hay que analizar la posibilidad de g; — oo. Luego, se hacen los cambios de
variables v = 1/g, y © = g5/m, con lo cual queda

w=w(®\) —a)

(
A=A (u(1/vz) — a— B)
&= v (u(1/vx) — T(V))

7'_5 =Ts (@S(l/’l)l') - ,U,(l/UiI?))
=z TN —-2)—r+vz(w(@®A) —a)+rvu(l/ve) +rvd — (1 —w)u(l/vx)
+0y(1/vz) + 7.0,(1/vx) — Ty(N)))

Luego, (0,0,0%,0,0T) son equilibrios, y son estables si

w(—o0) < Tx(0) <r

También tenemos los equilibrios (0,0,0%,0,1 — r/T'4(0)). Estos equilibrios

son estables si

rs(0) > r

En resumen, se tienen los siguientes equilibrios infinitos:

(07 07 Oa Oa _OO)
(07 Oa +OO, 0) —OO)
(0,0, —00,0, —00)

Y la estabilidad de estos estd dada por la siguiente tabla’:

9s(0) I's(0) (0,0,0,0,—00) | (0,0,400,0,—0c0) | (0,0, —00,0,—0c0)
(0, +00) (0, u(—00)) Estable Inestable Inalcanzable
(0, +00) (p(—00),7) Inestable Estable Inalcanzable
(0, +00) (r,+00) Inestable Inestable Inalcanzable
(—00,0) (0, pp(—00)) Estable Inalcanzable Inestable
(=00,0) | (u(—00),+00) Inestable Inalcanzable Estable

Por lo que en un régimen de estimulo (g5(0) > 0), todos los equilibrios con
T — —o0 se vuelven inestables si I';(0) > r, pero en un régimen de austeridad
no se puede prevenir la estabilidad de alguno de los dos.

"Los equilibrios (0,0, 00,0, —c0) estan representados por dos tipos de equilibrios finitos
al hacer el cambio de coordenadas. Este tipo de equilibrios infinitos se considerard inestable,
si sus dos correspondientes finitos son inestables.
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3.1. Resultados de persistencia

Si 75(0) > 0, el sistema es e "-UWP3.
Si gs(0) > 0y p(—o00) <7

= El sistema es e"™-UWP si se cumple alguna de las siguientes condiciones

1. Ts(0) > r

2. AI',(X) estd acotada inferiormente cuando A — 0

Notar que pu(—o0) < r es la razén por la que recurrimos a la intervencién
gubernamental, y que si g5(0) < 0, uno de los equilibrios con 7 — —oo
es estable. En la préctica se espera que 1 sea maés facil de implementar,
porque la parte estimulativa reacciona mas rapidamente a las condiciones
de corto plazo.

= Kl sistema es A-UWP si se cumple alguna de las siguientes condiciones

1. 7,(0) =0y I's(0) > méx{r,a + G}
2. 75(0) = 0 y AI', () estd acotada inferiormente cuando A — 0
3. 7(0)=0,r<Ts(0) <a+py

[5(0) < plz) <a+ = —r(vp(z) +vd —z) + (1 - 2)u(x) + Tp(0) — Op(z) > 0

4. T'4(0) > méx{r,a+L}, O5(—00) < 0, O4(m1) < a4y O; es convexa.
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limsupe™"®) > ¢
t—+o0

donde ¢ es independiente de las condiciones iniciales (finitas).
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