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Los modelos aqúı presentados son de tipo “Stock-Flow consistent”[GL16].
Esto quiere decir que inicialmente se plantean dos tablas, en las cuales las co-
lumnas representan cuentas de distintos sectores. La primera tabla es el balance
general de la economı́a, es decir, una foto de que posee cada sector a tiempo t.
La segunda tabla son las transacciones que se dan por unidad de tiempo entre
los distintos sectores. Exceptuando las filas de producción y depreciación, las
otras transacciones tienen que sumar cero tanto en términos de dinero ($) como
en términos de bienes tangibles (C).

1. El modelo de Goodwin

Familias Firmas
Balance general $ C $ C
Bienes 0 ? 0 K(t)
Dinero D(t) 0 −D(t) 0

Transacciones
Producción 0 0 0 Y (t)
Salarios +W (t) 0 −W (t) 0
Consumo −C(t) +C(t) +C(t) −C(t)
Depreciación 0 ? 0 −δK(t)

De aqúı se deriva

Ḋ = W − C
K̇ = Y − C − δK

En [Goo82], Goodwin asume que los trabajadores no ahorran (D = 0).
Además, que para producir Y (t) por unidad de tiempo, se requiere νY (t) capital,
y que todo el capital se utiliza:

Y (t) =
K(t)

ν
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Luego

Ẏ =
Y −W
ν

− δY

Si w es el salario por unidad de tiempo y L es el número de trabajadores
ocupados, se tiene que

W (t) = w(t)L(t)

L(t) =
Y (t)

a(t)

donde a está dada por el progreso tecnológico, que se asume crece de forma
estable

ȧ(t)

a(t)
= α > 0

Sea N(t) la mano de obra, se define la ocupación como

λ(t) =
L(t)

N(t)

También se asume crecimiento estable para la mano de obra

Ṅ(t)

N(t)
= β > 0

y asume que la tasa de cambio de los salarios es una función creciente de la
ocupación

ẇ(t)

w(t)
= Φ(λ)

Se tiene entonces que la relación entre salarios y producto interno bruto está
dada por

ω(t) =
W (t)

Y (t)
=
w(t)

a(t)

Luego
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ω̇(t)

ω(t)
= Φ(λ)− α (1)

µ(ω(t)) =
Ẏ (t)

Y (t)
=

1− ω(t)

ν
− δ (2)

λ̇(t)

λ(t)
= µ(ω(t))− α− β (3)

Por lo tanto, se tiene el siguiente sistema

ω̇ = ω(Φ(λ)− α)

λ̇ = λ

(
1− ω
ν
− α− β − δ

)
En el paper original, Goodwin toma

Φ(λ) = φ1λ− φ0

con φ0, φ1 > 0, y le quedan ecuaciones de Lotka-Volterra en las que la porción
de los salarios asumen el rol de predador, mientras que la ocupación asume el
rol de presa, asumiendo la condición

1

ν
− α− β − δ > 0

Dado que se debeŕıa tener la restricción 0 ≤ λ ≤ 1, en [Des+06] se sugiere
tomar Φ de clase C1 en (0, 1) y continua en [0, 1) que cumpla1

Φ′ > 0

Φ(0) < α

ĺım
λ→1−

Φ(λ) =∞

En cuanto a la restricción ω ≤ 1, será innecesaria en el siguiente modelo que
incorpora bancos.

Es fácil ver que este modelo tiene dos equilibrios:

Un equilibrio inestable en (0, 0).

Un equilibrio estable en el sentido de Lyapunov en (1−ν(α+β+δ),Φ−1(α)).
El crecimiento en este punto es α+ β.

1Ninguno de los trabajos citados comenta si se puede alcanzar λ = 1 en tiempo finito,
ni cómo se interpretaŕıa esto. Esto pasa si vale que Φ ∈ L1([0, 1]). Por ejemplo, tomando
Φ(s) = − log(1− s).
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2. El modelo de Keen

Familias Firmas Bancos
Balance general $ C $ C $
Bienes 0 ? 0 K(t) 0
Depósitos +Mh(t) 0 +Mf (t) 0 −M(t)
Préstamos −Lh(t) 0 −Lf (t) 0 +L(t)

Transacciones
Producción 0 0 0 Y (t) 0
Salarios +W (t) 0 −W (t) 0 0
Consumo −C(t) +C(t) +C(t) −C(t) 0
Depreciación 0 ? 0 −δK(t) 0
Depósitos +rMMh(t) 0 +rMMf (t) 0 −rMM(t)
Préstamos −rLLh(t) 0 −rLLf (t) 0 +rLL(t)

Ṁh − L̇h = W − C + rMMh − rLLh
Ṁf − L̇f = −W + C + rMMf − rLLf

K̇ = Y − C − δK

En [Kee95], Keen asume que hay una única tasa de interés (r = rM = rL)2.
Tomando D = Lf −Mf , e Y − C = κ(π)Y , tenemos

Ḋ = W + κ(π)Y − Y + rD

K̇ = κ(π)Y − δK

donde

πY = Y −W − rD
π = 1− ω − rd

Luego

2Keen considera que r es una función lineal de d, pero en [GL12], r se toma constante.
Asumiremos esto último, con el adicional r > 0, para simplificar la exposición.
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ω̇(t)

ω(t)
= Φ(λ)− α (4)

π(t) = 1− ω(t)− rd(t) (5)

µ(π(t)) =
κ(π(t))

ν
− δ (6)

λ̇(t)

λ(t)
= µ(π(t))− α− β (7)

ḋ(t)

d(t)
=
ω(t)− 1 + κ(π(t))

d(t)
+ r − µ(π(t)) (8)

Se tiene entonces el sistema

ω̇ = ω(Φ(λ)− α)

λ̇ = λ

(
κ(1− ω − rd)

ν
− α− β − δ

)
ḋ = d

(
r − κ(1− ω − rd)

ν
+ δ

)
+ κ(1− ω − rd)− (1− ω)

En [Min16], Minsky señala que cuando las ganancias son grandes, las fir-
mas toman deuda para invertir más, mientras que cuando las ganancias son
pequeñas, las firmas reducen sus deudas invirtiendo menos. Luego, asumiremos
que κ cumple las siguientes condiciones

κ′ > 0

0 ≤ ĺım
π→−∞

κ(π) < ν(mı́n{r, α+ β}+ δ)

ν(α+ β + δ) < ĺım
π→+∞

κ(π) ≤ 1

ĺım
π→∞

π2κ′(π) <∞

Los equilibrios finitos (y estructuralmente estables) de este sistema son:

(0, 0, d0) donde d0 cumple

d0

(
r − κ(1− rd0)

ν
+ δ

)
+ κ(1− rd0)− 1 = 0

Para que este tipo de equilibrios sean estables, se necesita que

ν(r + δ) + (1− π0 − rν)κ′(π0) < κ(π0) < ν(α+ β + δ)

donde π0 = 1−rd0. Notar que si π0 → −∞, no vale la primera desigualdad,
mientras que si π0 → +∞, no vale la segunda.
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(ω1,Φ
−1(α), d1) donde ω1 y d1 son

π1 = κ−1(ν(α+ β + δ))

ω1 = 1− π1 − r
ν(α+ β + δ)− π1

α+ β

d1 =
ν(α+ β + δ)− π1

α+ β

Este equilibrio es estable si

κ′(π1)

ν
(π1 − νδ) > α+ β

De lo que se deduciŕıa que

π1 > νδ

y κ′(π1) es suficientemente grande.
El crecimiento en este punto es α+ β.

Pero también hay equilibrios en (0, 0,±∞)3, que se puede analizar haciendo
el cambio de variables u = 1/d:

ω̇ = ω(Φ(λ)− α)

λ̇ = λ

(
κ(1− ω − r/u)

ν
− α− β − δ

)
u̇ = u

(
κ(1− ω − r/u)

ν
− r − δ

)
− u2 (κ(1− ω − r/u)− (1− ω))

Este equilibrio es estable si

ĺım
π→∓∞

κ(π) < ν(r + δ)

El crecimiento en estos equilibrios es

ĺım
π→∓∞

κ(π)

ν
− δ

Notar que en el caso d = −∞, para que el equilibrio sea estable, todo creci-
miento ecónomico tiene que ser menor a la tasa de interés.

3En [GL12] y [Lim+14] sólo se menciona el equilibrio (0, 0,+∞).
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3. El modelo de Lima

Familias Firmas Bancos Gobierno
Balance general $ C $ C $ $ C
Bienes 0 ? 0 K(t) 0 0 ?
Depósitos +Mh(t) 0 +Mf (t) 0 −M(t) 0 0
Préstamos −Lh(t) 0 −Lf (t) 0 +L(t) 0 0
Bonos +Bh(t) 0 +Bf (t) 0 +Bb(t) −B(t) 0

Transacciones
Producción 0 0 0 Y (t) 0 0 0
Salarios +W (t) 0 −W (t) 0 0 0 0
Consumo −C(t) +C(t) +C(t) −C(t) 0 0 0
Gasto público 0 0 +G(t) −G(t) 0 −G(t) +G(t)
Depreciación 0 ? 0 −δK(t) 0 0 ?
Depósitos +rMMh(t) 0 +rMMf (t) 0 −rMM(t) 0 0
Préstamos −rLLh(t) 0 −rLLf (t) 0 +rLL(t) 0 0
Bonos +rgBh(t) 0 +rgBf (t) 0 +rgBb(t) −rgB(t) 0
Impuestos −Th(t) 0 −Tf (t) 0 −Tb(t) +T (t) 0

Ṁh − L̇h + Ḃh = W − C + rMMh − rLLh + rgBh − Th
Ṁf − L̇f + Ḃf= −W + C +G+ rMMf − rLLf + rgBf − Tf

K̇= Y − C −G− δK
Ḃ = G+ rgB − T

De aqúı se derivan las siguientes ecuaciones4

π = 1− ω − rd− τ (9)

µ(π) =
κ(π)

ν
− δ (10)

ḋ = κ(π)− π − dµ(π) (11)

En [Lim+14] se asume que T es de la forma

T = Tb + Ts −Gb −Gs
Ṫb = Θb(π)Y

Ṫs = Θs(π)Ts

Ġb = Γb(λ)Y

Ġs = Γs(λ)Gs

4En este paso se asume rg = r o Bf = 0.
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con

Θ′b > 0 Θ′s > 0 Γ′b < 0 Γ′s < 0

Se tiene entonces el sistema

ω̇ = ω(Φ(λ)− α)

λ̇ = λ (µ(π)− α− β)

ġs = gs (Γs(λ)− µ(π))

τ̇s = τs (Θs(π)− µ(π))

π̇ = −ω(Φ(λ)− α)− r (νµ(π) + νδ − π) + (1− ω − π)µ(π)−Θb(π)− τsΘs(π) + Γb(λ) + gsΓs(λ)

Los equilibrios finitos son:

(ω1, λ1, 0, 0, π1) con

λ1 = Φ−1(α)

π1 = µ−1(α+ β)

ω1 = 1− π1 +
Γb(λ1)−Θb(π1)− r (ν(α+ β + δ)− π1)

α+ β

Este equilibrio es estable si5

Γs(λ1) < α+ β

Θs(π1) < α+ β

ω1 > 0

ω1µ
′(λ1)−K(π1)

α+ β
>

ω1Φ′(λ1)

ω1Φ′(λ1)− Γ′b(λ1)

(0, λ2, g2, 0, π1) con

λ2 = Γ−1s (α+ β)

g2 = π1 − 1 +
r (ν(α+ β + δ)− π1) + Θb(π1)− Γb(λ2)

α+ β

Este equilibrio es estable si

Φ(λ2) < α

Θs(π1) < α+ β

K(π1) < 0

g2 ((α+ β)− λ2Γ′s(λ2))− λ2Γ′b(λ2) > (α+ β)λ2g2Γ′s(λ2)/K(π1)

g2 > 0

5

K(π) = r − µ(π) + µ′(π)(1− π − rν)−Θ′b(π)
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Y para que sea alcanzable se necesita que

Γs(0) > α+ β > Γs(1)

Notar que si el buen equilibrio es estable, se tiene que Γs(λ1) < Γs(λ2)⇒
λ2 < λ1 ⇒ Φ(λ2) < α.

(0, λ3, 0, 0, π1) con

λ3 = Γ−1b (r (ν(α+ β + δ)− π1)− (1− π1)(α+ β) + Θb(π1))

Este equilibrio es estable si

Φ(λ3) < α

Θs(π1) < α+ β

Γs(λ3) < α+ β

K(π1) < 0

Notar que si el buen equilibrio es estable Γb(λ3) < Γb(λ1) ⇒ λ3 > λ1 ⇒
Φ(λ3) > α.

(0, 0, g4, 0, π4) con

π4 = µ−1 (Γs(0))

g4 =
r (νΓs(0) + νδ − π4)− (1− π4)Γs(0) + Θb(π4)− Γb(0)

Γs(0)

Este equilibrio es estable si

Θ(π4) < Γs(0) < α+ β

K(π4) < 0

g4Γs(0) > 0

(0, 0, 0, τ5, π5) con

0 = Θs(π5)− µ(π5)

τ5 =
−r (νµ(π5) + νδ − π5) + (1− π5)µ(π5)−Θb(π5) + Γb(0)

µ(π5)

Este equilibrio es estable si

Γs(0) < µ(π5) < α+ β

K(π5) < τ5Θ′s(π5)

µ(π5)τ5 (Θ′s(π5)− µ′(π5)) > 0
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(0, 0, 0, 0, π6) con

0 = −r (νµ(π6) + νδ − π6) + (1− π6)µ(π6)−Θb(π6) + Γb(0)

Este equilibrio es estable si

máx{Γs(0),Θs(π6)} < µ(π6) < α+ β

K(π6) < 0

Luego, si el buen equilibrio es estable, el tercer equilibrio es inestable. Además,
si tomamos Γs(0) > α+ β, los últimos tres equilibrios resultan inestables.

Como el equilibrio malo del modelo sin gobierno se da con π → −∞, en
[Lim+14] se preocupan por estos equilibrios infinitos, haciendo el cambio de
variable u = eπ

ω̇ = ω(Φ(λ)− α)

λ̇ = λ (µ(log u)− α− β)

ġs = gs (Γs(λ)− µ(log u))

τ̇s = τs (Θs(log u)− µ(log u))

u̇ = u (−ω(Φ(λ)− α)− r (νµ(log u) + νδ − log u) + (1− ω − log u)µ(log u)

−Θb(log u)− τsΘs(log u) + Γb(λ) + gsΓs(λ))

El equilibrio que se tiene con u = 0 es (0, 0, 0, 0, 0) si pedimos

−∞ < Θb(−∞)

−∞ < Θs(−∞) < µ(−∞)

Asumiendo6

Γb,Γs ∈ C1([0, 1])

ĺım
π→−∞

π2Θ′s(π) <∞

se tiene que el equilibrio es estable si

Γs(0) < µ(−∞)

6También habŕıa que asumir

Θ′b(−∞) = 0

Γs(0) > 0
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por lo que el equilibrio es inestable si la tasa de incremento de los subsidios
en cero empleo es mayor que la menor tasa de crecimiento. Bajo esta condición,
hay que analizar la posibilidad de gs → ∞. Luego, se hacen los cambios de
variables v = 1/gs y x = gs/π, con lo cual queda

ω̇ = ω(Φ(λ)− α)

λ̇ = λ (µ(1/vx)− α− β)

v̇ = v (µ(1/vx)− Γs(λ))

τ̇s = τs (Θs(1/vx)− µ(1/vx))

ẋ = x (Γs(λ)(1− x)− r + vx (ω(Φ(λ)− α) + rνµ(1/vx) + rνδ − (1− ω)µ(1/vx)

+Θb(1/vx) + τsΘs(1/vx)− Γb(λ)))

Luego, (0, 0, 0±, 0, 0∓) son equilibrios, y son estables si

µ(−∞) < Γs(0) < r

También tenemos los equilibrios (0, 0, 0±, 0, 1 − r/Γs(0)). Estos equilibrios
son estables si

Γs(0) > r

En resumen, se tienen los siguientes equilibrios infinitos:

(0, 0, 0, 0,−∞)

(0, 0,+∞, 0,−∞)

(0, 0,−∞, 0,−∞)

Y la estabilidad de estos está dada por la siguiente tabla7:

gs(0) Γs(0) (0, 0, 0, 0,−∞) (0, 0,+∞, 0,−∞) (0, 0,−∞, 0,−∞)
(0,+∞) (0, µ(−∞)) Estable Inestable Inalcanzable
(0,+∞) (µ(−∞), r) Inestable Estable Inalcanzable
(0,+∞) (r,+∞) Inestable Inestable Inalcanzable
(−∞, 0) (0, µ(−∞)) Estable Inalcanzable Inestable
(−∞, 0) (µ(−∞),+∞) Inestable Inalcanzable Estable

Por lo que en un régimen de est́ımulo (gs(0) > 0), todos los equilibrios con
π → −∞ se vuelven inestables si Γs(0) > r, pero en un régimen de austeridad
no se puede prevenir la estabilidad de alguno de los dos.

7Los equilibrios (0, 0,±∞, 0,−∞) están representados por dos tipos de equilibrios finitos
al hacer el cambio de coordenadas. Este tipo de equilibrios infinitos se considerará inestable,
si sus dos correspondientes finitos son inestables.
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3.1. Resultados de persistencia

Si τs(0) ≥ 0, el sistema es e−π-UWP8.
Si gs(0) > 0 y µ(−∞) < r

El sistema es eπ-UWP si se cumple alguna de las siguientes condiciones

1. Γs(0) > r

2. λΓb(λ) está acotada inferiormente cuando λ→ 0

Notar que µ(−∞) < r es la razón por la que recurrimos a la intervención
gubernamental, y que si gs(0) < 0, uno de los equilibrios con π → −∞
es estable. En la práctica se espera que 1 sea más fácil de implementar,
porque la parte estimulativa reacciona más rápidamente a las condiciones
de corto plazo.

El sistema es λ-UWP si se cumple alguna de las siguientes condiciones

1. τs(0) = 0 y Γs(0) > máx{r, α+ β}
2. τs(0) = 0 y λΓb(λ) está acotada inferiormente cuando λ→ 0

3. τs(0) = 0, r < Γs(0) ≤ α+ β y

Γs(0) ≤ µ(x) ≤ α+ β =⇒ −r(νµ(x) + νδ − x) + (1− x)µ(x) + Γb(0)−Θb(x) > 0

4. Γs(0) > máx{r, α+β}, Θs(−∞) < 0, Θs(π1) < α+β y Θs es convexa.
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