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Plan

I jQué es un grupo cuantico?

Il Construccién y caracterizacién de los subgrupos cuanticos de un
grupo cudntico simple dado por deformacién en un pardmetro.

Il Subgrupos cudnticos de los grupos cudnticos generales lineales
multiparamétricos.
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I. Introduccién Grupos cudnticos

|. Introduccidn

e Drinfeld ('86) y Jimbo (independientemente):

Ug(g) ~~ deformacién en un parametro de U(g), g dlgebra de Lie
semisimple.
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Ug(g) ~~ deformacién en un parametro de U(g), g dlgebra de Lie
semisimple.

e De Concini & Lyubashenko ('94):

O4(G) ~~ deformaciones en un pardmetro de O(G), G grupo algebraico
complejo simple, conexo y simplemente conexo.

Son objetos “duales”: existe un apareamiento dual de Hopf no degenerado
(=, =) 1 Ug(g) ® Oq(G) — C.

Implica Og(G) € Uqg(g)° y Uqg(g) € Og(G)° donde g = Lie(G).
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I. Introduccién Grupos cudnticos

e Lusztig: define grupos cudnticos sobre Q(q) con g raiz primitiva de la
unidad.

ug(g) ~ Nicleos de Frobenius-Lusztig o grupos cudnticos pequefios. Son
de dimensién finita con dimug(g) = ¢4m9.
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I. Introduccién Grupos cudnticos

e Lusztig: define grupos cudnticos sobre Q(q) con g raiz primitiva de la
unidad.

ug(g) ~ Nicleos de Frobenius—Lusztig_o grupos cuanticos pequefos. Son
de dimensién finita con dimug(g) = ¢4m9.
e Deformaciones multiparamétricas:

Construidas usando twist para deformaciones de U(gl,,) [Chin-Musson].
Deformaciones multiparamétricas de O(GL,) (Reshetikin, Sudbery, et al.).
Resultan ser equivalentes por twist a una deformacién de O(GL,)
[Artin-Schelter-Tate].

Deformaciones en dos parametros de U(gl,) y O(GL,), (Takeuchi, et al.).
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I. Introduccién Grupos cudnticos

Hasta ahora no existe una deficién axiomatica de grupo cuantico

Grupo cudntico: “deformacién de un dlgebra asociativa asociada a un
grupo algebraico”

Estudio de los grupo cudnticos: a través de los ejemplos conocidos.
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I. Introduccién Subgrupos cudnticos

O(G) comm. Hopf alg.
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r—aG O(G) - O
Gq O4(G) non-comm. Hopf alg.
Mg — Gq Oq(G) — A
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Stbgriposieusnticos
Categoria de grupos cuénticos : Hopf °P

Subgrupos cuanticos de Gq ~~ cocientes de algebras de Hopf de Oq4(G)

Problema

Determinar los subgrupos cuanticos de un grupo cuantico dado.

e Primera vez considerado por Podlés para Oq(SU(2)) y Oq(S0(3)).
e E. Miiller lo resolvié para SL, en el caso de dimensién finita.

e N. Andruskiewitsch y G.A.G para G grupo de Lie complejo simple,
conexo y simplemente conexo; en raices de 1.

Estrategia
(1) Dar una construccién general de los cocientes.
(2) Probar que la construccién es exhaustiva.

Gastén A. Garcia (UNC) Subgrupos cudnticos multiparamétricos 8 /27



lI. Subgrupos cudnticos de un grupo cudntico simple

Gastén A. Garcia (UNC) Subgrupos cudnticos multiparamétricos 9 /27



lI. Subgrupos cudnticos de un grupo cudntico simple

e ) C g = Lie(G) subdlgebra de Cartan, I = {a1,...,an} base de un
sistema de raices ® = ®(g,h) y n=rkg.

Gastén A. Garcia (UNC) Subgrupos cudnticos multiparamétricos 9 /27



lI. Subgrupos cudnticos de un grupo cudntico simple

e ) C g = Lie(G) subdlgebra de Cartan, I = {a1,...,an} base de un
sistema de raices ® = ®(g,h) y n=rkg.

e ¢ raiz (-ésima primitiva de 1, £ impar y 31/ si G es de tipo G;.

Gastén A. Garcia (UNC) Subgrupos cudnticos multiparamétricos 9 /27



Il. Subgrupos cudnticos de un grupo cuantico simple

lI. Subgrupos cudnticos de un grupo cudntico simple

e ) C g = Lie(G) subdlgebra de Cartan, I = {a1,...,an} base de un
sistema de raices ® = ®(g,h) y n=rkg.

e ¢ raiz (-ésima primitiva de 1, £ impar y 31/ si G es de tipo G;.

e u.(g) = ndcleo de Frobenius-Lusztig; generado por
{Ka,., E,‘, F,' 01 < I < n}.

Gastén A. Garcia (UNC) Subgrupos cudnticos multiparamétricos 9 /27



Il. Subgrupos cudnticos de un grupo cuantico simple

lI. Subgrupos cudnticos de un grupo cudntico simple

e ) C g = Lie(G) subdlgebra de Cartan, I = {a1,...,an} base de un
sistema de raices ® = ®(g,h) y n=rkg.

e ¢ raiz (-ésima primitiva de 1, £ impar y 31/ si G es de tipo G;.

e u.(g) = ndcleo de Frobenius-Lusztig; generado por
{Ka,;, Ei, Fi : 1 <i < n}. Denotemos T := (Kq,, ..., Ka,) = G(uc(g)) y
para todo S C 1, sea Ts := (K,, : «j € S).

Gastén A. Garcia (UNC) Subgrupos cudnticos multiparamétricos 9 /27



Il. Subgrupos cudnticos de un grupo cuantico simple

lI. Subgrupos cudnticos de un grupo cudntico simple

e ) C g = Lie(G) subdlgebra de Cartan, I = {a1,...,an} base de un
sistema de raices ® = ®(g,h) y n=rkg.

e ¢ raiz (-ésima primitiva de 1, £ impar y 31/ si G es de tipo G;.

e u.(g) = ndcleo de Frobenius-Lusztig; generado por
{Ka,;, Ei, Fi : 1 <i < n}. Denotemos T := (Kq,, ..., Ka,) = G(uc(g)) y
para todo S C 1, sea Ts := (K,, : «j € S).

Teorema (

Gastén A. Garcia (UNC) Subgrupos cudnticos multiparamétricos 9 /27



Il. Subgrupos cudnticos de un grupo cuantico simple

lI. Subgrupos cudnticos de un grupo cudntico simple

e ) C g = Lie(G) subdlgebra de Cartan, I = {a1,...,an} base de un
sistema de raices ® = ®(g,h) y n=rkg.
e ¢ raiz (-ésima primitiva de 1, £ impar y 31/ si G es de tipo G;.

e u.(g) = ndcleo de Frobenius-Lusztig; generado por
{Ka,;, Ei, Fi : 1 <i < n}. Denotemos T := (Kq,, ..., Ka,) = G(uc(g)) y
para todo S C 1, sea Ts := (K,, : «j € S).

Teorema (De Concini & Lyubashenko,

(a) Oc(G) contiene una subalgebra de Hopf central isomorfa a O(G).

Gastén A. Garcia (UNC) Subgrupos cudnticos multiparamétricos 9 /27



Il. Subgrupos cudnticos de un grupo cuantico simple

lI. Subgrupos cudnticos de un grupo cudntico simple

e ) C g = Lie(G) subdlgebra de Cartan, I = {a1,...,an} base de un
sistema de raices ® = ®(g,h) y n=rkg.

e ¢ raiz (-ésima primitiva de 1, £ impar y 31/ si G es de tipo G;.

e u.(g) = ndcleo de Frobenius-Lusztig; generado por
{Ka,;, Ei, Fi : 1 <i < n}. Denotemos T := (Kq,, ..., Ka,) = G(uc(g)) y
para todo S C 1, sea Ts := (K,, : «j € S).

Teorema (De Concini & Lyubashenko, K. A. Brown & Goodearl)

(a) Oc(G) contiene una subalgebra de Hopf central isomorfa a O(G).
(b) O(G) es un O(G)-modulo libre de rango (4™ ¢,

Gastén A. Garcia (UNC) Subgrupos cudnticos multiparamétricos 9 /27



Il. Subgrupos cudnticos de un grupo cuantico simple

lI. Subgrupos cudnticos de un grupo cudntico simple

e ) C g = Lie(G) subdlgebra de Cartan, I = {a1,...,an} base de un
sistema de raices ® = ®(g,h) y n=rkg.

e ¢ raiz (-ésima primitiva de 1, £ impar y 31/ si G es de tipo G;.

e u.(g) = ndcleo de Frobenius-Lusztig; generado por
{Ka,;, Ei, Fi : 1 <i < n}. Denotemos T := (Kq,, ..., Ka,) = G(uc(g)) y
para todo S C 1, sea Ts := (K,, : «j € S).

Teorema (De Concini & Lyubashenko, K. A. Brown & Goodearl)

(a) Oc(G) contiene una subalgebra de Hopf central isomorfa a O(G).
(b) O(G) es un O(G)-modulo libre de rango (4™ ¢,
(c) C— O(G) = O(G) = uc(g)* — C.
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Caracterizacién

Definicién
Un dato de subgrupo es una 6-upla D = (I, 1-,N,T,0,0) tal que

o/  CII, [-C—I.

o N subgrupo abeliano finito de Tye, | = I U I_.

e [ grupo algebraico.

e 0 : [ — L C G morfismo inyectivo de grupos algebraicos.

e §: N —T morfismo de grupos.

.

Teorema (Andruskiewitsch, G.)

Existe una biyeccion entre

(a) Cocientes de dlgebras de Hopf q : O(G) — A.
(b) Datos de subgrupo.
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I1. Subgrupos cuanticos de un grupo cudntico simple Construccién

Construccidn

Sea g : O(G) — A un epimorfismo de &lgebras de Hopf.
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Il. Subgrupos cudnticos de un grupo cuantico simple Construccién

Construccidn

Sea g : O(G) — A un epimorfismo de &lgebras de Hopf.
Se tiene el siguiente diagrama conmutativo de sucesiones exactas centrales

~>
=1

1 ol(;) "> 0(G) —">u(g) —=1
B

.
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Construccidn

Sea g : O(G) — A un epimorfismo de &lgebras de Hopf.
Se tiene el siguiente diagrama conmutativo de sucesiones exactas centrales

=1

1 O(G) —> 0(G) > u(g)* —=1
b,
B A H

donde B = q(O(G)) = O(T') para algin subgrupo algebraico I' de G y
H = A/ABT™ es el cociente de Hopf dado por la inclusién B < A.

1,

Lema (Miiller)

H* estd parametrizado por (I+,1-,X), donde [, CM, |- C —-MNy¥XCT
estal que Ky, e X sioy el =1 U—I_.
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Construccidn

Sea g : O(G) — A un epimorfismo de &lgebras de Hopf.
Se tiene el siguiente diagrama conmutativo de sucesiones exactas centrales

=1

1 O(G) —> 0(G) > u(g)* —=1
b,
B A H

donde B = q(O(G)) = O(T') para algin subgrupo algebraico I' de G y
H = A/ABT™ es el cociente de Hopf dado por la inclusién B < A.

1,

Lema (Miiller)

H* estd parametrizado por (I+,1-,X), donde [, CM, |- C —-MNy¥XCT
estalque Ko, € X sio €l =1 U—I_.

Idea: Hacer la construccion usando extensiones centrales.
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Primer paso

Sea u(l) C u(g) la subdlgebra de Hopf determinada por (I, /-, T).
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Il. Subgrupos cudnticos de un grupo cuantico simple Construccién

Primer paso

Sea u(l) C u(g) la subdlgebra de Hopf determinada por (I, /-, T).

e Usando esta terna se definen las dlgebras de Hopf O(L), O(L), U(1),
donde
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Primer paso

Sea u(l) C u(g) la subdlgebra de Hopf determinada por (I, /-, T).

e Usando esta terna se definen las dlgebras de Hopf O(L), O(L), U(1),

donde [=1[; @bh e I[_ es una subdlgebra algebraica de Lie de g,
[ = Lie(L),
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Sea u(l) C u(g) la subdlgebra de Hopf determinada por (I, /-, T).

e Usando esta terna se definen las dlgebras de Hopf O(L), O(L), U(1),
donde [=1[; @bh e I[_ es una subdlgebra algebraica de Lie de g,

[=Lie(L), b = Yocy, don

Gastén A. Garcia (UNC) Subgrupos cudnticos multiparamétricos 12 /27



Il. Subgrupos cudnticos de un grupo cuantico simple Construccién

Primer paso

Sea u(l) C u(g) la subdlgebra de Hopf determinada por (I, /-, T).

e Usando esta terna se definen las dlgebras de Hopf O(L), O(L), U(1),
donde [=1[; @bh e I[_ es una subdlgebra algebraica de Lie de g,
[=Lie(L), I+ =2 ey, 8o, conVy={a€d: Supa Cl}.
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Sea u(l) C u(g) la subdlgebra de Hopf determinada por (I, /-, T).

e Usando esta terna se definen las dlgebras de Hopf O(L), O(L), U(1),
donde [=1[; @bh e I[_ es una subdlgebra algebraica de Lie de g,
[=Lie(L), I+ =2 ey, 8o, conVy={a€d: Supa Cl}.

Teorema (Andruskiewitsch, G.)
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Il. Subgrupos cudnticos de un grupo cuantico simple Construccién

Primer paso

Sea u(l) C u(g) la subdlgebra de Hopf determinada por (I, /-, T).

e Usando esta terna se definen las dlgebras de Hopf O(L), O(L), U(1),
donde [=1[; @bh e I[_ es una subdlgebra algebraica de Lie de g,
[=Lie(L), I+ =2 ey, 8o, conVy={a€d: Supa Cl}.

Teorema (Andruskiewitsch, G.)

(a) O(L) es central en O.(L), L C G es conexo y Lie(L) = 1.
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Il. Subgrupos cudnticos de un grupo cuantico simple Construccién

Primer paso

Sea u(l) C u(g) la subdlgebra de Hopf determinada por (I, /-, T).

e Usando esta terna se definen las dlgebras de Hopf O(L), O(L), U(1),
donde [=1[; @bh e I[_ es una subdlgebra algebraica de Lie de g,
[=Lie(L), I+ =2 ey, 8o, conVy={a€d: Supa Cl}.

Teorema (Andruskiewitsch, G.)

(a) O(L) es central en O.(L), L C G es conexo y Lie(L) = 1.

(b) El siguiente diagrama de sucesiones exactas centrales conmuta

1—0(G) ——= 0(G) —"+u(g) —=1

N

1——> O(L) —> Oc(L) = uc(1)"
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I1. Subgrupos cuanticos de un grupo cudntico simple Construccién

Segundo paso: la construccién pushout

Seao: [ — G tal que o(I") C L.
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Segundo paso: la construccién pushout

Seao: [ — G tal que o(I") C L.

oo
1 o(L) O (L) > u () —=1
g
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I1. Subgrupos cuanticos de un grupo cudntico simple Construccién

Tercer paso

Sea H* C u(g) determinado por (I, /-, X).
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Il. Subgrupos cudnticos de un grupo cuantico simple Construccién

Tercer paso

Sea H* C u.(g) determinado por (/1,/-,%). Como uc(l)
estd determinado por (/4,/-,T) con ¥ C T, se tiene

H* C u(l) C u(g).
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Il. Subgrupos cudnticos de un grupo cuantico simple Construccién

Tercer paso

Sea H* C u.(g) determinado por (/1,/-,%). Como uc(l)
estd determinado por (/4,/-,T) con ¥ C T, se tiene

H* C u(l) C u(g).

H ~u()*/(D* — 1| z € N) donde N C T}« ests determinado unicamente
por ¥ (y reciprocamente).
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Il. Subgrupos cudnticos de un grupo cuantico simple Construccién

Sea §: N — T un morfismo de grupos.

L) —> O (L) "> u (1) —=1
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Il. Subgrupos cudnticos de un grupo cuantico simple Construccién

Sea § : N — I un morfismo de grupos. Dividimos por ideales generados
por elementos centrales relacionados con X y obtenemos

1 O(G) ——= 0(G) —"=u(g)" —=1

)

to

%L
|

)
N
)

1 o(r
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Il. Subgrupos cudnticos de un grupo cuantico simple Construccién

Sea § : N — I un morfismo de grupos. Dividimos por ideales generados
por elementos centrales relacionados con ¥ y obtenemos

1 O(G) —= O0(G) —">u(g)* —=1

-

L) —> O (L) —> u (1)*

Ae A — ue([

-

S

=1

S

r

%
;

1 o)

=

Ap — &

donde Ap = A.,.(/(¥(D?) — §(z)| z € N).
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[Il. Subgrupos cuanticos multiparamétricos

Sea k =C.
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Definicién (Takeuchi)

Sean o, B € k* yneN. O, 3(M,) es la k-dlgebra generada por los
elementos {x;; : 1 <1i,j < n} que satisfacen:
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Definicién (Takeuchi)

Sean o, B € k* yneN. O, 3(M,) es la k-dlgebra generada por los
elementos {x;; : 1 <1i,j < n} que satisfacen:

XikXij = OXjjXik sij < k,
XikXik = BXikXjk sii </,
XXt = B xixjk y
Xipxik — XX = (B —a )xixjk sii<jyk<I
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elementos {x;; : 1 <1i,j < n} que satisfacen:

XikXij = OXjjXik sij < k,
XikXik = BXikXjk sii <],
XXt = B xixjk y
xpxik — Xy = (B — a1 xixk sii<jyk<lI.

e O,3(M,) es un algebra polinomial no conmutativa en las variables x;;
sin divisores de 0.
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XikXij = OXjjXik sij < k,
XikXik = BXikXjk sii <],
XXt = B xixjk y
xpxik — Xy = (B — a1 xixk sii<jyk<lI.

e O,3(M,) es un algebra polinomial no conmutativa en las variables x;;
sin divisores de 0. Es una bidlgebra con

A(x;) = ins x5 Yy e(xj) =0y
s=1
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I1l. Subgrupos cudnticos multiparamétricos

Se define el determinante cudntico g como
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I1l. Subgrupos cudnticos multiparamétricos

Se define el determinante cudntico g como

g = Z (_B)iaa)xa'(l),l © Xo(n),n = Z (_a)ie(a)xl,a(l) * Xn,o(n)
G’GSn O'ESn

donde S, es el grupo simétrico y /(o) denota la longitud.
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I1l. Subgrupos cudnticos multiparamétricos

Se define el determinante cudntico g como

g = Z (_B)ie(g)xa'(l),l © Xo(n),n = Z (_a)ie(g)xl,a(l) * Xn,o(n)
G’GSn O'ESn

donde S, es el grupo simétrico y /(o) denota la longitud.

e g es un elemento de tipo grupo que cumple que

Xijjg = (ﬁa‘l)i_jgx;j paratodo 1<i,j<n.
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I1l. Subgrupos cudnticos multiparamétricos

e Las potencias de g satisfacen la condiciones Ore:
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I1l. Subgrupos cudnticos multiparamétricos

e Las potencias de g satisfacen la condiciones Ore: la localizacién de
Oa.3(Mp) da un dlgebra de Hopf O, 5(GL,) := On 5(Mn)[g 1.
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e Las potencias de g satisfacen la condiciones Ore: la localizacién de
Oa.5(Mp) da un dlgebra de Hopf O, 5(GL,) := On 5(Mp)[g™ . La
antipoda S estad determinada por

S(xij) = (=BY g7 Xl = (—a) 7' X;lg™,
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S(xij) = (=BY g7 Xl = (—a) 7' X;lg™,

En particular, S?(x;) = (aBY 'x;.
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I1l. Subgrupos cudnticos multiparamétricos

e Las potencias de g satisfacen la condiciones Ore: la localizacién de
Oa.5(Mp) da un dlgebra de Hopf O, 5(GL,) := On 5(Mp)[g™ . La
antipoda S estad determinada por

S(xij) = (=BY g7 Xl = (—a) 7' X;lg™,

En particular, S?(x;) = (aBY 'x;.

e Tomando (o, ) = (g, q) o (1, q) se obtienen las deformaciones usuales
de O(GL,) (Dipper-Donkin, Jimbo).
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I1l. Subgrupos cudnticos multiparamétricos

e Las potencias de g satisfacen la condiciones Ore: la localizacién de
Oa.5(Mp) da un dlgebra de Hopf O, 5(GL,) := On 5(Mp)[g™ . La
antipoda S estad determinada por

S(xij) = (=BY g7 Xl = (—a) 7' X;lg™,

En particular, S?(x;) = (aBY 'x;.

e Tomando (o, ) = (g, q) o (1, q) se obtienen las deformaciones usuales
de O(GL,) (Dipper-Donkin, Jimbo).

e [Takeuchi] Las dlgebras de Hopf O, 3(GL,) no se pueden obtener como
twist de O(GL,).
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Definicién (Benkart-Witherspoon, Takeuchi)

Sean oo # 3. U, s(gl,) es la k-dlgebra generada por los elementos
{a;,afl,b;,bfl,ej,f} c1<i<nl<j<n}
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I1l. Subgrupos cudnticos multiparamétricos

Definicién (Benkart-Witherspoon, Takeuchi)

Sean « ;é 8. Ua a(gl,) es la k-dlgebra generada por los elementos
L b, bt

{ai,a;

aj, bk
aj€j
a,-zj-
[ej7 f/]
[ej’ e/]

0

0
0
0

.6,fi: 1<i<n,1<j<n} quesatisfacen

conmutan entre si, a,-a,-_1 = ai_la,- = b,-b,-_1 = bi_lb,- =1,

045’7_6"’]*'1 eja,-, b,-ej = 650‘—5;,141 ejb,-

06_5’”'+5"’”1ﬁ3i, bif; = ﬁ_‘sij‘“‘si,ﬁlﬂ.bi,

aéilﬁ(ajbjﬂ — ajy1bj),

[fi,fil =0 iflj—1>1,

ej2ej+1 — (o + B)ejejri16j + aﬂej+1e-2, (1)
ejej2+1 —(a+ IB)eJ"rlejeJ-‘rl + afe +1eja

£ i1 — (a—1 + B8N fifiafi + a5 1G+1f-2 (2)

75'6’11_( L4+ )J+1 fiv1 + o~ 18- J+1’57
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I1l. Subgrupos cudnticos multiparamétricos

e Sean w; = a;jbjy1y wj = aj11bj paral < j < n.
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I1l. Subgrupos cudnticos multiparamétricos

e Sean w; = a;jbj1y wj = aj11bj para 1 < j < n. Uy,p(gl,) tiene una
estructura de algebra de Hopf determinada por:
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I1l. Subgrupos cudnticos multiparamétricos

e Sean w; = a;jbj1y wj = aj11bj para 1 < j < n. Uy,p(gl,) tiene una
estructura de algebra de Hopf determinada por:

Aaj) = a; ® aj, A(bj) = bj @ b;,

Alg)=¢g@1+wje A(f)) =1® fj+ f; @ wj.
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e Sean w; = a;jbj1y wj = aj11bj para 1 < j < n. Uy,p(gl,) tiene una
estructura de algebra de Hopf determinada por:

Aaj) = a; ® aj, A(bj) = bj @ b;,

Alg)=¢g@1+wje A(f)) =1® fj+ f; @ wj.

e Tomando diferentes valores de «, (3, se obtienen las deformaciones en un
pardmetro conocidas de U(gl,,) como cocientes de ésta (Drinfeld-Jimbo).
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e Sean w; = a;jbj1y wj = aj11bj para 1 < j < n. Uy,p(gl,) tiene una
estructura de algebra de Hopf determinada por:

Aaj) = a; ® aj, A(b;) = bj ® b,
Alg)=g@l+w@e A(f) =10+ few.

e Tomando diferentes valores de «, (3, se obtienen las deformaciones en un
pardmetro conocidas de U(gl,,) como cocientes de ésta (Drinfeld-Jimbo).

e Admite una descomposicién triangular
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I1l. Subgrupos cudnticos multiparamétricos

e Sean w; = a;jbj1y wj = aj11bj para 1 < j < n. Uy,p(gl,) tiene una
estructura de algebra de Hopf determinada por:

Aaj) = a; ® aj, A(bj) = bj @ b;,

Alg)=¢g@1+wje A(f)) =1® fj+ f; @ wj.

e Tomando diferentes valores de «, (3, se obtienen las deformaciones en un
pardmetro conocidas de U(gl,,) como cocientes de ésta (Drinfeld-Jimbo).

e Admite una descomposicién triangular

Uaﬂ(g[n) = Ua_ﬁ(g[n) ® U;,B(g[n) ® U(I/B(g[n)a

Gastén A. Garcia (UNC) Subgrupos cudnticos multiparamétricos 22 /27



I1l. Subgrupos cudnticos multiparamétricos

e Sean w; = a;jbj1y wj = aj11bj para 1 < j < n. Uy,p(gl,) tiene una
estructura de algebra de Hopf determinada por:

Aaj) = a; ® aj, A(b;) = bj ® b,
Alg)=g@l+w@e A(f) =10+ few.

e Tomando diferentes valores de «, (3, se obtienen las deformaciones en un
pardmetro conocidas de U(gl,,) como cocientes de ésta (Drinfeld-Jimbo).

e Admite una descomposicién triangular
Ua,p(al,) = U, 5(gla) ® Ug 5(al,) ® Uy 5(al,),

donde U+ﬁ(g[ ), Us 5(al) v Ug 5(al,) son las subdlgebras generadas por

{erhisien {ih<icn y {250, B )i, respectivamente.
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I1l. Subgrupos cudnticos multiparamétricos

e Si a # —f, Uy p(gl,) admite una base PBW.
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I1l. Subgrupos cudnticos multiparamétricos

e Si a # —f, Uy p(gl,) admite una base PBW.

e Existe una versién en dos parametros de Ug(sl,):
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I1l. Subgrupos cudnticos multiparamétricos

e Si a # —f, Uy p(gl,) admite una base PBW.

e Existe una versién en dos pardmetros de Ug(sl,): subdlgebra de
Ua,5(8l,) generada por los elementos e, fj, w;, ijl, w;y (Wj)_1 para
1< <n
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I1l. Subgrupos cudnticos multiparamétricos

e Si a # —f, Uy p(gl,) admite una base PBW.

e Existe una versién en dos pardmetros de Ug(sl,): subdlgebra de
Ua,5(8l,) generada por los elementos ¢;, f, wj, w; -1 wiy (w))~! para
1<j<n. Si(a,B)=1(q,q), esta subdlgebra es Ugy(sl,).
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Ua,5(8l,) generada por los elementos e, fj, w;, ijl, w;y (Wj)_1 para
1<j<n. Si(a,B)=1(q,q), esta subdlgebra es Ugy(sl,).

e [Benkart-Witherspoon] existe un apareamiento dual de algebras de Hopf
entre O, 8(GL,) y Uq (gl,) dado por

Gastén A. Garcia (UNC) Subgrupos cudnticos multiparamétricos 23 /27



I1l. Subgrupos cudnticos multiparamétricos

e Si a # —f, Uy p(gl,) admite una base PBW.

e Existe una versién en dos pardmetros de Ug(sl,): subdlgebra de
Ua,5(8l,) generada por los elementos e, fj, w;, ijl, w;y (Wj)_1 para
1<j<n. Si(a,B)=1(q,q), esta subdlgebra es Ugy(sl,).

e [Benkart-Witherspoon] existe un apareamiento dual de algebras de Hopf
entre O, 8(GL,) y Uq (gl,) dado por

(aj, xst) = 5% (bi, xst) = 85t 3%,

(ej, Xst) = jsdjy1,t, (fi; Xst) = 0j41,50jt-
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Subgrupos cuanticos finitos con a3 no raiz de 1
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I1l. Subgrupos cudnticos multiparamétricos

Subgrupos cuanticos finitos con a3 no raiz de 1

Teorema

Si v 0 B no son raices de la unidad, entonces los cocientes de dimension

finita de O, g(GLy) son las dlgebras de funciones sobre subgrupos finitos
del toro diagonal en GL,(k).
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I1l. Subgrupos cudnticos multiparamétricos

Subgrupos cuanticos finitos con a3 no raiz de 1

Teorema

Si & 0 B no son raices de la unidad, entonces los cocientes de dimension

finita de O, g(GLy) son las dlgebras de funciones sobre subgrupos finitos
del toro diagonal en GL,(k).

Demostracion.

G |
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Sea q : O, (GL,) — A morfismo suryectivo de dlgebras de Hopf,
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I1l. Subgrupos cudnticos multiparamétricos

Subgrupos cuanticos finitos con a3 no raiz de 1

Teorema

Si & 0 B no son raices de la unidad, entonces los cocientes de dimension
finita de O, g(GLy) son las dlgebras de funciones sobre subgrupos finitos
del toro diagonal en GL,(k).

Demostracion.

Sea q : O, (GL,) — A morfismo suryectivo de dlgebras de Hopf,
dim A < co. Entonces, S4 tiene orden finito, digamos 2t. Pero

a(xg) = S&(a(xy)) = a(8% (xy)) = (@B) Y q(xy).

Esto implica que g(x;) = 0 para todo i # j y por lo tanto A es un cociente
de k[X11,X22,...,Xnn]. L]

v
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Subgrupos cuanticos con af raiz de 1
e Sea N = ord a3 y supongamos oV =1 = gN.
e [Du-Parshall-Wang] Generalizacién del morfismo cudntico de Frobenius

F# . O(M,) — Ons(M,), Xjj x,.j.V

Es un monomorfismo de 4lgebras de Hopf que satisface F7(|X|) = g".
En particular, F# se extiende a un monomorfismo de algebras de Hopf

F# : O(GLy) — Oy 5(GLy).

Proposicién (Du-Parshall-Wang)

(i) O(GLy) es central en Oy g(GLy), O 3(GLy) es f. p. sobre O(GLy).
(i7) dimH := O 3(GLy)/O(GLy) T O 5(GL,) = £7.
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Supongamos que N # 2. Tomando el cociente de U, g(gl,) por elementos
centrales se obtiene un nuevo grupo cuantico i, 3(gl,) que es un cociente
del grupo cudntico restringido u, 5(gl,)
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Lema

(a) Gap(gl,) es un dlgebra de Hopf punteada de dimension o
(b) El apareamiento de Hopf (—, —) : Uy g(gl,) X On 3(GLn) — k induce

(=, =) : Oap(gl,) x H— k.
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I1l. Subgrupos cudnticos multiparamétricos

Supongamos que N # 2. Tomando el cociente de U, g(gl,) por elementos
centrales se obtiene un nuevo grupo cuantico i, 3(gl,) que es un cociente
del grupo cudntico restringido u, 5(gl,)

(a) Gap(gl,) es un dlgebra de Hopf punteada de dimension o
b) El apareamiento de Hopf (—, —) : U, 5(gl,) X On 3(GL,) — k induce
7/8 75

(=, =) : Oap(gl,) x H— k.

(c) El morfismo de &lgebras de Hopf ) : H — B, 5(gl,)* dado por
P(m(x))(r(u)) = (r(h),m(x))" para todo x € O, (GL,),
h € U, p(gl,) es inyectivo. En particular, H ~ @i g(gl,)*.
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I1l. Subgrupos cudnticos multiparamétricos

Sea q : Oy 8(GL,) = A un epimorfismo de algebras de Hopf.
Se tiene el siguiente diagrama conmutativo de sucesiones exactas centrales

1——=O(GLp) —> Oa,p(GLn) —— o p(al,)" —1

N

1 B - A U H 1,
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1——=O(GLp) —> Oa,p(GLn) —— o p(al,)" —1

N

1 B - A U H 1,

donde B = q(O(GL,)) = O(T') para algin subgrupo I de GL,

Gastén A. Garcia (UNC) Subgrupos cudnticos multiparamétricos 27 / 27



I1l. Subgrupos cudnticos multiparamétricos

Sea q : Oy 8(GL,) = A un epimorfismo de algebras de Hopf.
Se tiene el siguiente diagrama conmutativo de sucesiones exactas centrales

1——=O(GLp) —> Oa,p(GLn) —— o p(al,)" —1

N

1 B - A U H 1,

donde B = q(O(GL,)) = O(T) para algin subgrupo ' de GL,, y
H = A/AB™ es el cociente de Hopf dado por la inclusién B — A.
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