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DAE
= sistema de ecuaciones diferenciales polinomiales
ordinarias e implicitas.

» Decidir si un DAE tiene solucién o transformarlo a uno

“mas simple”.

» Estimar cudntas condiciones iniciales pueden ser fijadas
arbitrariamente en un DAE.

» Dificultad algebraica: Anillos no noetherianos.




Sistemas DAE a considerar

axled o xleely = o
(Y) = ; :
e xy = o

> Xi,..., X, (= X) las incégnitas;

> )(j(i) la derivada i—ésima de X; y ij = ijXj, e ,X(i)
» K =Q(t), K{X}:=K[X":i>0]

» fi € K{X} y ej:=orden de f; en la variable X;.

> e:=max{l,e;;1<ij<n}.
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Hipotesis del sistema

» A:=[f,..., 1], el ideal (diferencial) asociado a (¥) =
menor ideal de K{X} que contiene a las derivadas de
cualquier orden de f1,..., f, es primo.

> (X) es quasi-regular: para cada i € Ny, la matriz

jacobiana de los polinomios ﬂ[i], ey f,,[i] respecto de
todas sus variables tiene rango maximo n(i 4+ 1) médulo
el ideal A.

Nimero de Jacobi

(=) el ideal (£7,. .. £y ¢ K[XT+]] es primo.
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Indice de diferenciacion

» Cantidad minima de derivadas de las ecuaciones de (X)
necesarias para obtener todas las relaciones de un orden

prefijado que deben cumplir sus soluciones.
Ejemplo:

Indice de

|
o

X diferenciacién
X1, Xp) =Xy =
z - gl(t’ 5 ’ ' tmero de Jacobi
&) { g(t, X1, X2) 0 Nimero de Jacob

i 92 £0=>0=92+22X+ 52X = indice=1.
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» Cantidad minima de derivadas para “despejar” X(¢) en

términos de X1,
Ejemplo: _

AX,X) = 0

(X)) = :
f(X,X) = 0
- . ﬂ - . focie o

y la matriz jacobiana (35@)/,/( es inversible, TFl = freicsmm
I,ndicezo. Nimero de Jacobi

» Cantidad minima de derivadas necesarias para asegurar
existencia y unicidad de las soluciones.
Interés:
» Medida de la dificultad de la resolucién numérica.

» Inicializacion consistente del sistema.
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X]. - gl(t7X17X27X37X4) =0

(Z) — ):<2 - g2(t7X17X27X3) =0
X3 — g3(t, X2, X3) =
ga(t, X3) =0)

on (%) - (58) - (%) - (%) #0v

[X1 — g1, X2 — g2, X3 — g3, 4] primo.

indice=4
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Distintas nociones de indice:

» Rabier-Rheinboldt (1994), Campbell-Gear (1995),
Fliess-Lévine-Martin-Rouchon (1995)

» Brenan-Campbell-Petzold (1996), Kunkel-Mehrmann indice de
(2006)

> Pantelides (1988), Reid-Lin-Wittkopf (2001), Thomas
(1996), Lamour (2005), Pritchard-Sit (2007).
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Posible definicion de indice de diferenciacion
Objetivo: “Despejar” X(¢) en términos de X[e~1I.

” Despejar”: Queremos fijar B C {X[¢~1} una base de
trascendencia de Frac(K[X[¢~1]/A n K[x!e~1]) sobre K y
encontrar para cada /i =1,...,n un polinomio P; tal que indice de

diferenciacién

PI(B7 Xl(e)) € A m K[X[E]] Nimero de Jacob

iDoénde buscamos los polinomios P;?
iQué es AN K[XIe]?
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AN K[x[eHd) =2

> A= (A7) ideal (primo) de K[X[e+)]
Ay C Ay N K[x[eH]]
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> A= (A7) ideal (primo) de K[X[e+)]

Ay C A NK[XEH Lo App N K[X[EH] =
= Nppppi NK[XEH =0 = An K[ x[et]]

g = m|n{h € NO . A N K[X[Eﬁ*f]] = A[—l—h M K[X[e+€]]} Indice de
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Nimero de Jacob

Resultado: o existe y no depende de ¢

o :=indice de diferenciacién




AN KXt =2

> A= (A7) ideal (primo) de K[X[e+)]

Ay C A NK[XEH Lo App N K[X[EH] =
= Nppppi NK[XEH =0 = An K[ x[et]]

g = m|n{h € NO . A N K[X[Eﬁ*f]] = A[—l—h M K[X[Eﬁ'f]]} Indice de

diferenciacién

Nimero de Jacobi

Resultado: o existe y no depende de ¢
o :=indice de diferenciacién

Los polinomios P; € (F7), ..., 1) n KXt




AnK[xleH] =2

> A= (A7) ideal (primo) de K[X[e+)]

Ay C A NK[XEH Lo App N K[X[EH] =
= Nppppi NK[XEH =0 = An K[ x[et]]

g = m|n{h € NO . A N K[X[Eﬁ*f]] = A[—l—h M K[X[Eﬁ'f]]} Indice de

diferenciacién

Nimero de Jacob
Resultado: o existe y no depende de ¢
o :=indice de diferenciacién
Los polinomios P; € (F7), ..., 1) n KXt
Objetivo: Cota superior para el indice en funcién de los

pardmetros del sistema (orden, cantidad de incégnitas y de
ecuaciones, etc.)
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El nimero de Jacobi

Pardmetro introducido por Jacobi (1836) en el anilisis de
sistemas diferenciales.

Para A € NJ*", el nimero de Jacobi de A:

Elige un elemento por fila sin repetir columna y suma. Mo ¢ Jerett

= = O

2 2
Ejemplo. Para A= |1 1
2 0




Para (X) definido por polinomios fi,...,f, € K{X1,...,Xn}
se define el nimero de Jacobi de (X):
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Para (X) definido por polinomios fi,...,f, € K{X1,...,Xn}
se define el nimero de Jacobi de (X):

J(€) donde € := (ejj)1<ij<n

ordx;(f;) si X; aparece en f;
con ej =9 ‘o
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Para (X) definido por polinomios fi,...,f, € K{Xi,...

se define el nimero de Jacobi de (X):
J(€) donde € := (ejj)1<ij<n

ordx;(f;) si X; aparece en f;
con ej =9 ‘o

(Jacobi, 1836) Conjetura:

B = ord(A) < J(E)
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Resultados anteriores sobre cotas

» La conjetura de Jacobi fue probada bajo ciertas
hipdtesis:
» (Ritt, 1935% sistemas lineales,

» (Lando, 1970) sistemas de primer orden,
» (Kondratieva-Mihalev-Pankratiev, 1982) sistemas

quasi-regulares.
(Ollivier-Sadik, 2006) extienden el resultado a sistemas
quasi-regulares de dimensién positiva.
» (Ritt, 1950) Cota para ord(A) en funcién de los
ordenes de las variables en las ecuaciones en el caso
0-dimensional.
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Resultados. Sea (X) un sistema quasi-regular definido por

polinomios fi,...,f, € K{Xi,...,Xn} que generan un ideal

diferencial primo A. Entonces, Trfes
> o+ ord(A) < J(E) + max{ejj} — min{ej}.
» ord(A) < J(E)
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Ejemplo (Sistema de Hessenberg) n =4

X1 — gt X1, X2, X3, %) =0
Xo = gt X1, X, X3) =0
X3 — g3(t, X2, X3) =0

ga(t, X3) =0)

(X)) =
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):<1 - gl(t, X17X27X37X4) =0

(£) = Xo = gt X1, X, X3) =0
X3 — gs3(t, X2, X3) =0
8(t, X3) =0)

con condiciones.

g = 4 Ord(A) = O dl(v;rE]Ui\(l(:n

Niimero de Jacobi

OO o
[ e o]
o= OO
o O O o

o+ ord(A) < J(&) + max{ej} — min{ei} =3+1—-0=4.
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donde g es la constante de la gravedad.

diferenciacién

Niimero de Jacobi




Un ejemplo clasico: el péndulo

X1(2) + X1X3 =0
E)=9 X+ X%X:3+g = 0, e=2.
X2+X2-1 =0

donde g es la constante de la gravedad.

Indice de

d\?";l",rl(\}\(l(m
2 0 0 Niimero de Jacobi
£ = J(E) = 4.

0 20
0 00




Un ejemplo clasico: el péndulo

X1(2) + X1X3 =0
E)=9 X+ X%X:3+g = 0, e=2.
X2+X2-1 =0

donde g es la constante de la gravedad.

Indice de

d\?";l",rl(\}\(l(m
2 0 0 Niimero de Jacobi
e=[0 2 0 J(E) = 4.
0 00O

oc=4




Un ejemplo clasico: el péndulo

X1(2) + X1X3 =0
E)=9 X+ X%X:3+g = 0, e=2.
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X1(2) + X1X3 =0
E)=9 X+ X%X:3+g = 0, e=2.
X2+X2-1 =0

donde g es la constante de la gravedad.
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Un ejemplo clasico: el péndulo

X1(2) + X1X3 =0
E)=9 X+ X%X:3+g = 0, e=2.
X2+X2-1 =0

donde g es la constante de la gravedad.
2 00
E=10 0 J(E) =4
0 0

2
0
oc=4 ord(A) =2
J(€) + max{ejj} —min{ejj} =44+2—-0=6=ord(A)+ 0o
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Cota fuerte de Jacobi para el orden

ej = —oo si X; no aparece en f;
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Cota fuerte de Jacobi para el orden

ej = —oo si X; no aparece en f;

En el péndulo,

2 0 O ;
6 - O 2 0 Ln':“(ljng\i\clon
0 0 —o0

Niimero de Jacobi




EL NUMERO DE

Cota fuerte de Jacobi para el orden

ejj = —oo si Xj no aparece en f;
En el péndulo,
2 0 0
E=102 0
0 0 —¢
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