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1. TEORfA GENERAL
Una ecuacién diferencial ordinaria lineal de segundo orden puede ser escrita en la forma
ax(2)y" (x) + a1 (2)y'(z) + ao(x)y(x) = b(x)

donde as # 0,a1,a0 y b son funciones continuas en algin intervalo I. Dividiendo todo por as(z) (que es no
idénticamente nula, porque sino la ecuacién no serfa de segundo orden) obtenemos la forma estdndar

(1.1) y' (@) + p(@)y () + q(z)y(z) = g(x).
Cuando g = 0 decimos que la ecuacién es homogénea:
(1.2) y" () + )y () + q(z)y(x) = 0.

Por simplicidad definimos el operador diferencial £ : C?(I) — C(I)
Lyl ==y" +py +ay,

y escribimos la ecuacién homogénea (1.2) como L[y] = 0, y la no homogénea (1.1) como L[y] = g. Observemos
que el funcional £ es lineal, es decir, si y1,y2 € C*(I) y ¢1,c2 € R entonces Lc1y; +cayz] = c1 L{y1] +caLlys],
lo cual es una consecuencia directa de la linealidad de la derivada.

Teorema 1.1 (Existencia y unicidad de solucién). Sean p(x), ¢(x) y g(x) funciones continuas en el intervalo
Ly xg € I. Entonces para cualquier eleccion de los valores iniciales yo e y1 existe una dnica solucidn y(x)
en el intervalo I del problema de valores iniciales

y" (@) + p()y' (z) + q(z)y(z) = g(x),
y(wo) = yo, ¥'(x0) =y
Geométricamente nos dice que existe una tnica curva solucién que pasa por el punto (zg, yo) con pendiente
Y1-

1.1. La ecuaciéon homogénea. El principio de superposiciéon nos dice que si tenemos dos soluciones de la
ecuacién homogénea (1.2), entonces una combinacién lineal de ellas también es solucién. Esto es consecuancia
directa de la linealidad del operador L.

Teorema 1.2 (Principio de superposicién). Si Lly1] = Llyz] = 0 y definimos y(x) = c1y1(x) + cay2(x) para
c1,¢2 € R constantes, entonces L[y] = 0.

Proof. Por la linealidad del operador £ tenemos que

Llyl(xz) = (ciyr + coy2)” + plciyr + coy2)" + qleryr + cayo)
= a1 L[y](z) + c2L{y2](x) = 0.

El teorema de unicidad nos da la siguiente propiedad de las soluciones.

Teorema 1.3. Sean y1,y2 dos soluciones de Lly] = 0 tales que los vectores (y1(a),yi(a)) y (y2(a),yh(a))
sean linealmente independientes para algin a. Entonces toda solucién de Lly] =0 es de la forma

y(x) = c1y1(x) + caya(w)

para ciertas constantes ci,co € R.
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Proof. Por el principio de superposicién y es solucién de L[y] = 0. Entonces, dado & = a existen ¢1,co € R
tales que

yla) = ciyi(a) +coyz(a),  y'(a) = cryi(a) + c2y5(a).
De hecho, utilizando por ejemplo la regla de Cramer, obtenemos que

/

~ (yla)ys(a) — y2(a)y'(a)) (y1(a)y'(a) —y(a)yi(a))

y1(a)yz(a) — y2(a)yi(a)’ * y(a)ys(a) — ya(a)yi(a)”
Para tales constantes, la funcién
u(®) = y(&) — vy () — caya(a)
satisface la ecuacién L[y] = 0, y por el principio de superposicién cumple las condiciones iniciales u(a) =

u/(a) = 0. Entonces por el Teorema de unicidad obtenemos que u = 0, de donde sigue el resultado. |

Definicién 1.4. Dos soluciones y1,y2 de L[y] = 0 con la propiedad de que cualquier solucién de L[y] = 0
se escriba como combinacién de ellas, se llama base de soluciones de la ecuacién homogénea L[y] = 0. El
conjunto de funciones {y;,y2} se dice conjunto fundamental de L[y] = 0.

Para saber si dos funciones son linealmente independientes se examina su Wronskiano.

Definicién 1.5. El Wronskiano de dos funciones diferenciables y1, y2 se define como

W) (o) = dee (215 0 )

El siguiente resultado nos da una forma de saber si dos soluciones de L[y] = 0 son una base de soluciones
de la ecuacién homogénea.

Teorema 1.6. Sean y1,ys dos soluciones de L[y] =0 en I. Son equivalentes

(a) {y1(x),y2(x)} es un conjunto fundamental de soluciones de L[y] = 0.

(b) W(yr,y2)(x) #0 Vel

(¢) W(y1,y2)(xo) # 0 para algin z¢ € I.
Proof. (a) = (b). Lo probamos por contradiccién. Supongamos que existe un xg € I tal que W (y1,y2)(xo) =
0. Entonces, con el mismo razonamiento que en el Teorema 1.3, existen constantes ¢, co no simultaneamente
nulas tales que

c1y1(2o) + c2y2(x0) = 0, c1yy (o) + cayy (o) = 0,
o sea, el sistema tiene solucién
Es decir, la funcién y(z) = ciyi(x) + caya2(x) es soluciéon de L[y] = 0 con condiciones iniciales y(zg) =
y'(z9) = 0. La solucién nula satisface lo mismo. Por lo tanto, por el teorema de unicidad, y(z) = 0, por lo
que
cay1(z) + caye(x) =0 Vo el
con ¢, ¢ no simultaneamente nulas. Consecuentemente yi () y yo2(x) son linealmente dependientes, lo que
contradice (a).
(b) = (¢) Es obvio.
(¢) = (a) Veamos que {y1,y2} es linealmente independiente. Supongamos que existen constantes ¢y, co tales
que
y(x) = cryi(x) + coye(z) =0 Vo e 1.
Entonces
Y (z) = cryy(z) + cayp () =0 Va el
En particular, para x = a € I,
c1yi(zo) + eay2(w0) =0, cryy(wo) + cays(wo) = 0.

Como W(y1,y2)(zg) # 0, el determinante del sistema de ecuaciones anteriores es no nulo, entonces debe ser
¢1 = co = 0, de donde sigue que y1 () y y2(x) son linealmente independientes. a

Finalmente podemos caracterizar la base de soluciones de L[y] = 0 reescribiendo el Teorema 1.3.
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Teorema 1.7 (Base de soluciones). Si {y1(z),y2(x)} es un conjunto de soluciones de Lly] =0 en I, que es
ademds linealmente independiente, entonces cada solucion de L[y] =0 en I es de la forma

y(z) = iy (z) + caya(z)
para ciertas constantes ci,co € R.

Proof. Sea u(x) una solucién de L[y] = 0. Como {y;(z),
independiente tenemos que dado xg € I, W(y1,y2)(xo) #
taneamente nulas tales que resuelven el sistema

y2(z)} es un conjunto de funciones linealmente
0. Entonces existen constantes c¢q,co no simul-

c1y1(zo) + cayz(zo) = u(o), 19 (o) + cays (o) = u(wo).
Definamos y(z) = c1y1(z) + cay2(x). Entonces y(z) e u(x) son soluciones de L[y] = 0 y ambas satisfacen
y(xg) = u(xg), v (z0) = u'(z0).

En consecuencia, el teorema de unicidad nos asegura que u(x) = y(x) Va € I, de donde sigue el resultado.

O

1.1.1. Método de reduccién de orden. Siconocemos inicialmente una solucién y; (x) de la ecuacién homogénea
L[y](z) = 0, queremos buscar otra solucién de la forma yo(x) = w(x)y1(x), que sea linealmente independiente
con y1(x), donde w(z) serd una funcién a determinar.

Derivando obtenemos que

yo =w'yr twyy,  yy =wy+w'y] +w'yy +wyy
Luego de reemplazar s y sus derivadas en la ecuaciéon homogénea tenemos que
w”yr +w' 2yipy1) + wlyy +pyi + qyn) =0
pero como L[y1](x) = 0 por ser y; solucién del homogéneo, la expresién del paréntesis desaparece quedando
w”"y; +w'(2yipy1) = 0.

Esa expresién depende de las dos primeras derivadas de w (nunca queda dependiendo de w), por lo que,
llamando v = w’ reducimos la ecuacién de segundo orden a una de primer orden

v'y1 +v(2yipy1) = 0.

Esta nueva ecuacién es de variables separables, podemos escribirla como

,U/ /
e it
v Y1
de donde obtenemos que
( ) e~ [T p(s)ds
v(r) = ——5—,
yi(z)?

y recordando que v = w’

o1 t
_ — [*p(s)ds dt
w T e

y finalmente
1

(13) o) =@ [

Observemos que si en las integrales hubieramos considerado las constantes de integracién hubieramos
obtenido una expresién similar de ys, pero con un término extra de la forma cy;(x). Al escribir la solucién
general de la ecuaciéon homogénea es indiferente tenerlo o no.

La solucién yo satisface L[ys] = 0 y ademds es linealmente independiente con y;. Se resume eso en el
siguiente resultado.

eI p(s)ds gy

Teorema 1.8. Si y; es solucion de Lly] = 0 e ya es la construida en (1.3), tenemos que {y1,y2} es
linealmente independiente.
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Proof. Tenemos que

Wi ve)(e) = det (0 0 ) = der (D S )
=2 (2)w'(z) = e JTPE s 5 0,
O
1.2. La ecuacién no homogénea.
1.2.1. Principio de superposicion. El principio de superposicion surge de la linealidad del operador L.
Teorema 1.9 (Principio de superposicién). Si L[y1] = g1(z) y L]y=] = g2(x), entonces
Lleryi(z) + coya2(z)] = c191(2) + c292(2),
donde c1 y co son constantes.
Proof. Por la linealidad del operador £ tenemos que
Llyl(x) = (cry1 + cay2)” + pleiyr + c2y2)’ + a(c1yr + caya)
= a1L[y](z) + c2L[y2] (2)
= c191(x) + cag2(x).
O

En particular, si tenemos dos soluciones de la ecuaciéon homogénea, combinaciones lineales de ellas también
seran soluciones de la ecuacién homogénea.

El siguiente resultado da la estructura de las soluciones de la ecuacién no homogénea (1.1). Nos dice
que todas las soluciones de (1.1) se pueden encontrar si conocemos una solucién de (1.1) (llamada solucién
particular), y la solucién general de la ecuacién homogénea (1.2).

Teorema 1.10 (Soluciones de la ecuacién no homogénea). Sea y,(z) una solucién particular de la ecuacion
no homogénea L[y](xz) = g(z) en el intervalo I, y sean y1(x) y y2(x) dos soluciones linealmente independientes
en I de la ecuacion homogénea Lly|(x) = 0. Entonces cada solucidn de L[y|(z) = g(z) es de la forma

y(@) = ey (@) + c2y2 (@) + yp(2)
con c1,co € R constantes.
Proof. Sea ¢(x) una solucién cualquiera de L[y](x) = g(x). Por el principio de superposicién ¢(x) —y,(z) es
solucién de L[y](z) = 0. Por el teorema de representacion de la solucién de la ecuacién homogénea tenemos
que

o(x) — yp(x) = cryr(x) + caya(x)
para ciertas constantes ci, co, de donde sigue el resultado. O

Suponiendo que conocemos una base de soluciones de L[y](x) = 0, vamos a construir una solucién partic-

ular de la ecuacién no homogénea L]y](x) = g(x). Vamos a proponer una solucién particular de la forma

y(r) = c1(z)y1(w) + ca(z)ya(w)

1.2.2. Método de wvariacion de los pardmetros. Asumiendo que conocemos una base de soluciones de la
ecuacién homogénea {y;, y2} vamos a construir una solucién particular de la ecuacién no homogénea. Vamos
a proponer una solucién particular de la forma

Yp(@) = c1(@)y1(2) + 22(2)y2(2).
Para resolver imponemos la condicién
hyr + chys =0,
con la cual obtenemos que
Yp = C1th + oty Yy =y ey + hys + oy,
y reemplazando en L[y,](z) = g(z) nos da
c1(yy +pyy +ay1) + c2(ys + pys + qy2) + iy + s = g.
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Los paréntesis que multiplican a ¢; y ¢2 son cero por ser yi,ys soluciones de la ecuacion homogénea, de
donde queda el siguiente sistema con incégnitas ¢} (x), c5(z)

yr+chy2 =0

oy =g,
que puede ser resuelto, por ejemplo, utilizando la regla de Cramer. Obtenemos

vy ya(x)g(T) b (x)glx)
C1($)——QWTa 02($)——W

donde W(z) = det ( z,l z? ) = y1(2)yh(z) — y2(z)y}(x) es no nulo por ser {y1,y2} base de soluciones.
1 Y2

Integrando esas expresiones obtenemos que
x x
y2(s)g(s) / y1(s)g(s)
= _ 22N s+ k = 2 ds+ k
c1(z) / Ws) s+ ki, ca(z) Wis) 5+ ko

para ciertas constantes ki, ks € R (podemos tomar ambas constantes como cero, ya que queremos una
solucién particular). Entonces, una solucién particular de L[y](z) = g(z) estd dada por

(14 la) = [ IR ) g

2. ECUACIONES LINEALES CON COEFICIENTES CONSTANTES

Buscamos la solucién general de la ecuacién
(2.1) ay”(x) + by (z) + cy(z) = g(x)
donde a,b,c € R, a # 0y g € C. Para ello, en virtud del Teorema 1.10, debemos encontrar una solucién
yn(z) de la ecuacién homogénea, y luego una solucién particular y,(x). En tal caso, la solucién de (2.1) sera
y(@) = yn () + yp(2).
2.1. Solucion de la ecuaciéon homogénea. Consideramos ecuaciones del tipo
(2.2) ay” (z) + by’ (x) + cy(x) =0

donde a # 0, b, ¢ son constantes reales. El Teorema 1.1 nos asegura la existencia de soluciones definida para
todo x € R. Si encontramos dos soluciones linealmente independientes de (2.2), y1, ya, la solucién general
de (2.2) serd de la forma

Y = c1y1 + Cayo,
donde c; y ¢2 son constantes arbitrarias. El problema es encontrar tales soluciones independientes. Ya que
las derivadas de y = €"”, r constante, son multimos de si misma, probamos con esta funciéon. Reemplaziandola
n (2.2) obtenemos
e"(ar? +br +¢) = 0.
Como €' es siempre positivo debe ser
(2.3) ar* +br +c=0.

Por lo tanto y = €™ es solucién de (2.2) siy sélo si satisface (2.3), la que es llamada ecuacidn caracteristica
asociada a (2.2). Consecuentemente,

_ —b+Vb? —dac —b— Vb? — dac
B 2a ’ 2a ’
Tendremos tres formas de la solucién de (2.2) dependiendo del signo del discriminante A := b? — 4ac.

(2.4) r ro =

2.1.1. A > 0. Caso de raices reales distintas. La solucién de (2.2) serd de la forma
un(z) = 1" + e

donde ¢;1 y ¢o son dos constantes arbitrarias.
Observamos que el Wronskiano de "% y e
lineal de ambas soluciones.

2% en x = 0 es ro —rp # 0, lo que asegura la independencia
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2.1.2. A = 0. Caso de raices reales repetidas. Cuando las raices son repetidas, i.e., r = ry = r9 =
—b/2a, solamente tenemos una solucién no trivial y; = €"*. Buscamos otra solucién linealmente independi-
ente Proponemos, para alguna m(z) a determinar,

y2(z) = m(x)y1 ().
Reemplazandola en (2.2) obtenemos que
m” (ayy) +m'(2ay] + by1) + m(ayy + byy + cy) = 0.

Como y; es solucién de (2.2),
m” (ayy) +m'(2ay] + by1) = 0.

Recordando que y1(z) = e*Tba"”, sigue que yi(z) = —%e*%, de donde sigue

0 = w' (ayy) + w(2ay] + by1)

(2.5) _ w/(ae—bx/Za) + w(b _ b)e—bx/2a

_ w/(aefbaz/2a).

Siendo ae~?*/2¢ #£ 0, nos queda m”(z) = 0, de donde, por ejemplo, m(z) = 2. Consecuentemente yo(z) =
xy1(x). Observar que y; e y son linealmente independientes ya que W (y1,y2) = 1. Es asi que la solucién
de (2.2) estd dada por
yn(x) = c1e™ + coxe™
donde c; y co son dos constantes arbitrarias.
Observar el que método de reduccion de orden funciona para obtener una solucién no trivial a partir de
una conodica también en ecuaciones con coeficientes variables.

2.1.3. A < 0. Caso de raices complejas conjugadas. En este caso las raices son de la forma

ry = a+if, ro =a —if

donde
b Vdac — b?
o= ——, ﬁ = .
2a 2a

Como antes, queremos ver que e™% y "% son soluciones linealmente independientes de (2.2). De hecho
lo son, pero en general estas soluciones podrian ser complejas y nosotros buscamos soluciones reales. Para
ellos, recordemos el significado de la exponencial compleja: si 6 es un nimero real la serie de Taylor de la
exponencial estd dada por

k=0
0% 93>  o*
=1+41i6 — 2'—54'?"'
62 64 . 63 65
:< E‘FE‘F )+Z(0 3 -‘ra“r )
> k92k e k 1921@ 1

:Z( 3 Z 2k—1

k=0 k=
:cost9+151n9,

donde hemos utilizado la forma de la expresién de Maclaurin de cos @ y sin #. La férmula anterior es conocida
como la formula de Fuler. Consecuentemente,

@t — O (cosBa + i sin fz)

expresa la exponencial de nimeros complejos en término de funciones reales. De manera similar, utilizando
las expresiones del desarrollo de Taylor de e®, cosx y sinx se obtiene que
d . ) d d
= (atip)z ; (at+if)z _ % ax | . % Bz
e =(a+1p)e = e +1—e".
dx ( 8) dx dx
En general cualquier funcién cumpleja con variable real x puede escribirse como

z(x) = u(x) + w(x)
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donde u(x) y v(x) son funciones a valores reales. Las derivadas de z estan dadas por

2 (x) = (x) +iv'(2), 2 (z) = u"(z) + v (2).

Ahora, como y(x) = "% = e** cos fx + 1€** sin fx := u(x) + iv(x) es una solucién de (2.2), obtenemos

que
(au”" +bu’ + cu) + i(av” 4+ bv' + cv) = 0.

Una funcién complejo es nula si y sélo si su parte real e imaginaria son nulas, de donde sigue que u y
v satisfacen (2.2). En consecuencia, tanto la parte real como la parte imaginaria de la solucién compleja
y(x) = e™* son soluciones de (2.2).

Hemos obtenido que

yn(x) = c1e*” cos fx + coe™” sin x

donde ¢; y ¢o son dos constantes arbitrarias.

2.2. Solucién particular. Para encontrar una solucién particular de (2.1) podemos utilizar el método de
variacién de los pardametros que nos proporciona la solucién particular y, dada en (1.4) , que es construida
en término de la base de soluciones del homogéneo.

En ciertos casos podemos proponer la solucién particular. Por ejemplo, si en (2.1) g(x) es un polinomio
de grado n, proponemos como solucién particular

yp(x) = ana™ + ...+ a1z + ao, a; € R,

e insertando esta expresién en (2.1) despejamos las constantes a;.
Si g(z) es el producto de un polinomio de grado n con una exponencial €™, r € R, proponemos como
solucion particular

yp(2) = (anz™ + ...+ a1z + ap)e’”, a; € R.
En caso de que g(z) sea el producto entre sinz (o cosz) y un polinomio de grado n, proponemos como
solucién particular

Yp(x) = (anz™ + ...+ a1z + ap) cosz + (bpz™ + ... + bix + by) sinz, ai,b; € R.

En particular, si g(z) =sinz 6 g(z) = cosz, proponemos y,(z) = Acosz + Bsinz, con A, B € R.

3. ECUACIONES LINEALES CON COEFICIENTES VARIABLES
Dadas las funciones a, b, ¢ y g dependientes de la variable x, buscamos la solucién general de
(3.1) Y (@) + alw)y () + b(z)y(x) = g(a).
El Teorema 1.10 nos dice que debemos encontrar una base de soluciones de la ecuacién homogénea, y; (z) e

y2(x), y una solucién particular y,(z). En tal caso, y(x) = c1y1(x) + cay2(z) +yp () serd la solucién buscada.

3.1. Solucién de la ecuacion homogénea. Supongamos que y; es solucién de la ecuacién

(3.2) y"'(z) + a(z)y'(z) + b(x)y(z) = 0.

Queremos encontrar otra solucién y» que sea linealmente independiente con y;. Para ello utilizamos el
llamado método de reduccién de orden. Proponemos

y2(z) = m(x)y (z),
donde m es una funcién a determinar.
Calculamos v} e y4 y los introducimos en (3.2), obteniendo

m"y1 +m'(2y) + ayr) +m(y) + ay) + byr) = 0.

El paréntesis que multiplica a m es cero ya que y; es solucién de (3.2). Reducimos el orden de la ecuacién
llamando z(x) = m/(z), de donde obtenemos

2'y1 + 2(2y5 + ayr) =0,

que es una ecuacién de varaibles separables. Resolviendo obtenemos que

w(z) = exp (— /I zigg dt — /I a(t) dt) .
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Sigue que

y1(t)
Observar que y; y y2 son linealmente independientes ya que

W (y1, y2)(z) = y1(z)*w’(x) # 0.

3.2. Solucién particular. Una vez encontrada la base de soluciones de la ecuacién homogénea (3.2),
una solucién particular de (3.1) la podemos hallar utilizando el método de variacién de las constantes.
Idénticamente a lo hecho en (1.4), obtenemos que

[T y(8)ye(x) — yi(2)ya(s)
%m‘/wa@—mmw>

ya2(x) = y1(x)exp (— /9«’ vi(?) dt — /w a(t) dt) .

g(s) ds.

es solucién particular de (3.1).
3.3. La ecuacién de Cauchy-Euler. Un caso particular de la ecuacién (3.1) es la siguiente
(3.3) az?y" (x) + bry'(x) + cy(x) = g(x), >0
donde a # 0, b y ¢ son niimeros reales. Para ello, realizando el cambio de variables z = z(t) = e’ la vamos a
reducir a una ecuacién con coeficientes constantes. Obtenemos que
dy dydx dy , dy
—_—= e = — e = I—
dt dxdt dz dx
y asi,
dy _ dy
3.4 — = —.
(3:4) Ydr T dt
Derivando (3.4) respecto a t,

Py dzdy d(dy)

a2 dt dz | Cdt \dzx
_dy dyde
Todt dz? dt
dy | dy
“w e
_dy | 5dy
de donde
Py  dPy  dy
3.5 207y _ 47y 4y
(3.5) Va2 T Az dt

Reemplazando (3.4) y (3.5) en (3.3) obtenemos la siguiente ecuacién con coeficientes constantes
ay”(t) + (b — a)y'(t) + cy(t) = g(e").
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