Analisis IT — Analisis matematico II — Matematica 3.
Curso de verano 2025

Practica 4 - Teorema de Stokes y Teorema de Gauss.

Repaso:

Teorema 1 (Campos Conservativos). Sea D C R? un dominio simplemente conexo y F : D — R3
un campo vectorial de clase C'. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) F es conservativo: 3¢ : D — R tal que F = V¢
(b) j([ F - dr = 0 para toda curva cerrada C' C D
C

(¢) La integral [ F -dr es independiente del camino en D

C
(d) VxF =0 en todo D (campo irrotacional)

Teorema 2 (Stokes). Sea S C R? una superficie orientable, suave y compacta con borde 9S suave a
trozos, orientada positivamente. Sea F : U C R* — R3 un campo vectorial de clase C! en un entorno
abierto U que contiene a S. Entonces:

ésF-dr://S(VxF)-dS

Teorema 3 (Gauss). Sea £ C R3 un sélido compacto con frontera OF suave por partes y orientable.
Sea F : U C R3 — R? un campo vectorial de clase C' en un entorno abierto U que contiene a E.

Entonces:
7{ F-dS:///(V-F)dV
OF E

Ejercicios:

Ejercicio 1. Verificar el teorema de Stokes para el hemisferio superior 2 = /1 — 22 —y2, 2 > 0, y el
campo vectorial F(z,y, z) = (z,y, 2).

Ejercicio 2. Sea S la superficie cilindrica con tapa, que es union de dos superficies S y Se, donde
S; es el conjunto de (x,9,2) con 22 +y?> =1, 0 < 2 < 1y S5 es el conjunto de (z,y,2) con
22 + 9%+ (2 —1)2 =1, z > 1, orientadas con la normal que apunta hacia afuera del cilindro y de la
esfera, respectivamente. Sea F(z,vy,2) = (22 + 2%y + z, 23yx + y, 2*2?). Calcular Js(V x F) - dS.

Ejercicio 3.
a). Considerar dos superficies S7 y S3 con la misma frontera 9S. Describir, mediante dibujos, como
deben orientarse S y Se para asegurar que

/S(VxFde:/(VxF)-dS

Sa
b). Deducir que si S es una superficie cerrada, entonces

/(VxF)-dS:O
S

(una superficie cerrada es aquella que constituye la frontera de una region en el espacio; asi,
por ejemplo, una esfera es una superficie cerrada).
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¢). Calcular [((V x F)- dS, donde S es el elipsoide 2?2+ 92 +222 =10,y F = (sinay, %, —yz).
Ejercicio 4. Estudiar la aplicabilidad del teorema de Stokes al campo F = ( 0) y la

superficie S, en cada uno de los siguientes casos:

i x
- I2+y2 Y $2+y2 9

a). S = circulo de radio a > 0 centrado en el origen en el plano z = 0.
b). S = regiéon del plano z =0 entre 22 + 2 =1y z +y = 1.

Ejercicio 5. Evaluar [.F - ds, donde

22,2%y), y C es la curva que estd parametrizada por (cos’t,sen3t,t4),

a). F = (2zyz + senzx,x
0<t<m.
b). F = (coszy? — zy?senxy?, —2x%ysen2y2,0), y C es la curva parametrizada por (ef,ef*1,0),
—-1<t<0.
Ejercicio 6. Calcular
3
/ (y + sen x) dx + <§z2 + cos y) dy + 223 dz,
C

donde C es la curva orientada parametrizada por o(t) = (sen t,cost,sen 2t), 0<t< 27,
Sugerencia: Observar que C se encuentra en la superficie z = 2zy.

Ejercicio 7. Sea f € C'(B) donde B es una bola en R3. Deducir que si Vf =0 en B se sigue que f
es constante en B.

Ejercicio 8. Calcular la integral de linea fc F - ds donde F es el campo vectorial definido por:
F(JJ, Y, Z) = (2$y + 22, z? — 2yz,2xz — y2)

y C es la curva que esta contenida en la esfera 22 + y? + 22 = 1 y el plano de ecuacion y = x recorrida
desde el punto (%, %, 0) al polo norte.
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Ejercicio 9. Calcular el flujo del campo F(z,y,z) = (0,0,a? — 22 — y?) a través de las siguientes
secciones oblicuas del cilindro 2% + y? < a? :
a). Seccion oblicua determinada por la interseccion del cilindro con el plano de ecuacion y+ z = 1,
de modo que la normal en el punto (0,0, 1) apunte en la direccion (0,1,1).

b). Seccion oblicua determinada por la interseccion del cilindro con el plano de ecuacion z = 0, de
modo que la normal en el punto (0,0,0) apunte en la direccion (0,0, 1).

. Depende el flujo del area de la seccion?. Justifique.

Ejercicio 10. Dada la funciéon f (z) = %xez_z‘” podemos describir la superficie de la calabaza de un

mate como la superficie de rotacion alrededor del eje z de la curva z = f(z), 0 < z < 1.
Para una idea grafica ver la figura.

Cuando el mate se encuetra cargado de yerba y de agua caliente, el calor es un campo dado por

1
F((L’,y,Z): <xayaz_2>

Calcular el flujo térmico saliente que atraviesa la superficie de la calabaza del mate.

1
Ejercicio 11. Sea S la superficie dada por el grafico de la funcion f(z,y) = ———— con

122 4 y2
Zx 2y
(2. )l <1y sea Fla,y,2) = (

x2+y2’$2+y2’

//SF-dS.

0) . Hallar

Piense antes de actuar.



FiGURE 1

Ejercicio 12. Se sabe que divrot G = 0 para todo campo vectorial G € C!. Ademas, si F € C(R?)
es tal que divF = 0 en R3, existe G € C?(R?) tal que F = rot G. Por ejemplo, tomar

z Yy
Gi(z,y,2) = / Fyle,y, t) di — / Fy(a,1,0) dt,
0 0

Ga(z,y,2) = —/ Fy(x,y,t)dt,
0
G3(z,y,2) =0

Considerar el campo gravitatorio F = —GmM 5. Verificar que divF = 0. ;Existe un campo
G € C*(R?\ {0}) tal que F = rot G?

Ejercicio 13. ;Es cada uno de los siguientes campos vectoriales el rotor de algtin otro campo vectorial?
De ser asi, hallar el campo vectorial.

a). F = (z,y,2).
b). F= (224 1,2 — 2zy,y).

Ejercicio 14. Para cada R > 0 sea Sg = {(a:,y,z) Jx? +y? 422 = R%, 2 > 0} orientada con la
normal que apunta hacia arriba, y sea el campo

F(z,y,2) = (zz —xcosz, —yz + ycosz, 4 — z? — yQ).
Determinar R de modo que el flujo del campo F a través de Sk sea méximo.

Ejercicio 15. Usando el teorema de Gauss, probar las Identidades de Green:

/ ng-ndS—/(ng+Vf-Vg)dacdydz,
o0 Q

/ (ng—gi)-ndS:/(ng—gAf)da:dydz.
oN Q

Aqui n es la normal exterior al dominio 2 C R3, f, g son de clase C%() NC* () y, para una funcién
u € C?(Q), Au = Uy + Uyy + Uss.

Ejercicio 16. Decimos que A € R es un autovalor del operador A definido en el Ejercicio 25 en (2 si
existe una funcién f € C?(Q) N CHQ) con f = 0en 9, f Z 0 tal que Af = Af en . En ese caso
decimos que f es una autofuncién asociada a .



Demostrar que si A # p son autovalores de A en Q y f y g son autofunciones asociadas a A y u

respectivamente se tiene
/ / fgdV =0
Q

Ejercicio 17. Sea B una bola en R?. Ver que no puede haber una funciéon f # 0, f € C?(B)NCY(B)
que satisfaga

Af=0 en B, f=0 endB.



