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Transformada de Laplace

Si f es de tipo exponencial, entonces existe su Transformada de
Laplace, es decir, la integral impropia converge en algun intervalo
(a, +00):

LIf(H)](s) = foo e fHdt Ys>a
0

Si L[f(1)](s) esta definida para sy € R entonces también lo esta para
s €C: Re(s) > sg
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Transformadas Elementales

n!

o L[] =

OL[t]:l2 o L[] = n=0

s Sn+l ’

;1 O:|)—k

®)

° Ll = o+l

nz0,Re(p+1)>0,peC, s>0

° L[eat] —

G-a) . s> Re(a)

e L[sen(at)] = Szi

s
2 e L[cos(at)] = g

+ a?
Y s > |Im(a)|
a s—c

° L[ec sen(at)] = m ] L[ec cos(at)] = m
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Comprobacion de las Transformadas del Seno

y Coseno

Apunte Calvo, pagina 10
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Ejemplo 1. Calcular la Transformada de Laplace de

f(f) =28 + e + 4 sen(31)

Solucion. La T de Laplace es lineal, es decir:
Llafy + bf> + cf3] = aL[f\] + bL[f>] + cL[f3] Ya,b € C
entonces la transformada que se pide es:

LIf()] = 2L[£] + L[] + 4L[sen(3?)]

3! 1 3
=2—+ +4
s s-=5 s2+9
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9s% + 72

$3 +9s
S5s —25

(s — 8s + 25)

Ejemplo 2. a) Hallar g(z) tal que L[f] =

2. b) Hallar f(¢) tal que L[f] =

Solucion. a) El problema es el inverso: dada L[f] obtener f:
Fracciones Simples, denominador tiene un factor lineal y uno
cuadratico sin raices en R:

95 +72 9s2+72_A+Bs+C
$$+9s  s(s2+9) s 249

Lif] =

8 K
T2
s $7+9
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La T de Laplace es lineal, es decir:

L[af1 + bfz] = ClL[fl] + bL[fg] Ya,beC

s
s2+9

=>L[f]:§+

= 8L[1] + L[cos(3t)] = f(t) = 8 + cos(31) \/

Patricia Jancsa Ejemplos T. de Laplace November 24, 2022 7/47



Para el 2.b) Usemos la Traslacién

Lema de Traslacion:

LIe“f(](s) = LIf(D](s = ©)

Comprobacién:

L[e“’F(H)](s) = f ) e e ’f(Hdt = f ) e ST (f)dt
0 0

= L[f(Dl(s = ¢) \/

Ejemplos: a partir de L[#"] =

Sn+1

3t,57 5! ° 3 17 — 6
G 5) el = G-3) L[t €] = Go1)

o L[] =
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35— 25
lucion. 2. b) L[f] = ————.
Solucién b) L[f] 81 25)

El denominador no tiene raices en R, por lo cual es necesario
completar cuadrados:

> —85+25=(s—42 —16+25=(s—4)>+9

Por la propiedad de Traslacion:
L[e“ cos(bt)] = L[cos(bt)](s — a), L[e“ sen(bt)] = L[sen(bt)](s — a) es
decir

. (s —a) . b :
L[e” cos(bt)] = Goal+ b L[e“ sen(bt)] = Goal+D? s>0
obtenemos que
(s—4) 3
At _ At - - @ .
Lle™ cos(3n)] = G+ 3 L[e" sen(31)] G s>0
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Usemos entonces

(s—(scz;—;l-i)-lﬂ’ L[e" sen(bt)] = L >0

L[e™ cos(bt)] = Gt

_ -4 5 3 o 5w
= L[f] = G_47+9 3G-4719 Lle™ cos(31)] 3L[e sen(31)]

5
la funcién buscada es = f(¢) = Se* cos(37) — ge“’ sen(37) \/
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Derivada n-ésima de la Transformada

Sea h de orden exponencial «

n

LIh(®D]: s> a

d
Ll - ()] = (1" ==
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Ejemplo 3. Calcular la Transformada de Laplace de

f(@t) = e

Solucién: Sabemos que

o1
Llel= s—1
. d"
Propiedad: L[#" - h(?)] = (-1)" dsnL[h(t)]
, 1 6
= LI ¢ = (-1~ L[] <1>—((€ >)‘<s_1>4‘/
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Ejemplo 4. a. Hallar f(¢) tal que

2s
(s2 + 1)?

Lif] =

b. Hallar f(¢) tal que

|
(s +1)2

Llf] =

Solucién a) El denominador no tiene raices en R, porque es el
cuadrado de una suma de cuadrados; de la lista

Ademas,
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Derivada n-ésima de la Transformada

Si h es de orden exponencial «:

n

LIh(D)]: s> a

d
LI h(D] = (-1~

— L= <—1>d( : )

@12 ds\T+s2

= (—l)iL[sen t] = L[t - sen(7)]
ds

= la funcién buscada es f(r) = ¢ - sen(t)\/
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Transformada de la primitiva

Solucion 4. b) Propiedad:

1
Llg'] = sLg] - 8(0) = — (LLg'] + 8(0)) = Llg]

1
Sig(0)=0=— L[g]l=~-L[g']
S

Célculo auxiliar: g’(r) =t - sent

= g(t) = f”/ x - sen(x) dx

= [sen(x) — x - cos(x)] xi;

= sen(t) —t - cos(t)
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Conclusiéon 4. b

= L[f]

Patricia Jancsa

1
(52 + 1)

1 2s 3

1
ﬂ(sz+—1)2 =37 - L[t - sen(?)]

=

1
T Llg'(1)]

1lg)]

=

<L fotx - sen(x) dx]

N =

-L[sent —t-cost]

N —
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= f(1) = %-(sent—t-cost) \/
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Lf](s) = Log(o(s))

5) Determinar f: L[f](s) = Log(l + %)

Solucion:

s+5

L[f1(s) = Log( z) = Log( g

): Log (s +5) — Log (s)

d d
= —Llt f(D](s) = — LIf1(s) = [LOg(S +5) — Log(s)] =

|
Uy | =

S +

=Ll = L[1]

-5t 1
Por lo tanto, ¢ f(f) = e™ — 1 = f(f) = _eT + - \/
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Convolucion

Dadas f, g : [0, 00) — R de tipo exponencial y suaves a trozos, el
producto de convolucién entre 'y g se define como

Ffxg)t)=0:t<0y
U*gWﬁiﬂﬂrwmwwﬂt>Q

Satisface la propiedad fundamental

L[f % g] = LIf] L[g]
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Ejemplo 6. a. Hallar A(r) tal que

20(s — 1)

L= G D)

Solucion:

_ 20(s — 1)
Ll = (s= D2+ (s> +4)
_ 10 (s—1) 2

T ((s=1)2+ 1) (s2+4)
= 10L[é" cos(?)] - L [sen(21)]

= 10L [€' cos(r) x sen(21)]

= h(r) = 10 €' cos(?) * sen(21)
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|ldentidades para calcular primitivas

IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS

cos(x —y) —cos(x +y)
2

sen(x) sen(y) =

cos(x +y) + cos(x —y)
2

cos(x) cos(y) =

sen(x +y) + sen(x — y)
2

sen(x) cos(y) =

sen(x + y) — sen(x — y)
2

cos(x) sen(y) =
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Calculemos: la primitiva se deja de ejercicio
h(t) = 10 €' cos(t) x sen(2r)

= 10 [} e' cos(x) sen(2(r — 1) dx

xX=t

1
= Eex[sen((zf ~3x0))+5sen(21—x)+3 cos(21—3x)+5 cos(2r—.\-)]

x=0

%e’ [sen(—7) + 5sen(7) + 3 cos(—7) + 5cos(7)]

+% [—sen(27) — Ssen(27) — 3 cos(27) — 5 cos(21)]

= |2e¢€" -sen(t) — 3sen(2r) — 4 - cos(2r) + 4 €' cos(t) \/
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Otra resolucion posible: por fracciones simples

20(s - 1)
T (G-t D214
225-1)  2(2s5+3)
TGP+l 214
As—1) 2 5 6
T Go12+1 G-1P+1 v+4 s+4
= 4L[e' cos(t)] + 2L[e" sen(?)] — 4L[cos(2t)] — 3L[sen(2¢)]

L[h]

= |4e' cos(t) + 2¢" - sen(r) — 4 - cos(2t) — 3 sen(2¢) \/
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Ejemplo 7. a. Hallar f(¢) tal que

1
(24 1)2

L[f]

b. Resolver y” + y = sen(¢), y(0) =1 =y'(0).

Solucién. El denominador no tiene raices en R, ademas

211 = L[sent]

Sabemos que

n

d
LI - h(o)] = (=1

L[h(1)]

d d 1 2
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Por otra parte,

1
LIg'] = sLIgl - g(0) = N (LIg'T + g(0) = Lg]

. 1 ’
Sigl0)=0= ;LL%’ 1 =Llg]

1 1 2s
= L[f] - (S2 + 1)2 - Z_S(SZ + 1)2
B 1 ‘ B 1 o i B
= 5% - L[t -sen(r)] = 5 L[ [ x - sen(x) dx]
= f(t) = —<-(sent—1-cost)
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Otra resolucion: por convolucion

f(©) = (sen(r)) * (sen(t))
= fot sen((r — x)) sen(x) dx
= % (sen((2x — 1)) = 2x - cos (x)) xz;

= % [sen (1) — 2t - cos (1) — sen(—1)]

= 1[2-sen(r) — 21 cos(1)]

= |1 [sen(?) —t - cos(r)]
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b. Apliquemos Transformada de Laplace a ambos lados de la
ecuacion

1
=¢Mﬂ+ﬂ:ummm:§+l

= (s> + DLIy] = sy(0) = y'(0) =

s2+1
entonces 1 .
S
= L[y] = +
M=t eriy
=A+C
donde
s+ 1 K} 1

T+ @+D) 2+ D

= L[cost] + L[sent]
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Item a) = C = L[f]

Por lo tanto, la Unica solucién a la ecuacién diferencial es

1
y(t) = cost+sent + 5-(sent—t-cost) \/
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ECUACIONES INTEGRALES
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Transformada de la Primitiva

Tenemos la propiedad

L[f"] = sLIf1 - f(0) = LIf'] + f(0) = sLIf]

Si ademas f(0) = 0, obtenemos

1
= L[f] = ;L[f']

En notacién integral, por el Teorema Fundamental del Calculo, la
derivada de la funcién integral es el integrando evaluado en ¢:

Si F(t) = f y(x)dx = F'(t) = y(t)
0

Por lo tanto,

L[ ywde] = L1y
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Ej. 8. Resolver la ecuacién diferencial - integral:

y(t) + 2 f y(x)dx =7
0

Solucién: apliquemos la propiedad

L[ ywde] = < Liy

2 7
Transformada a ambos miembros — L[y] + —L[y] = —
S S
2 s+ 2
=L[y](1 + —)=L[y]( )
S S

:>L[y]:z( > ): ! :>y(z):7e—2’\/

s\s+2 s+2
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Atencion: en el problema anterior, la condicidn inicial esta dada
evaluando ambos miembros en ¢ = 0:

y(t) + 2f yx)dx =7 = y(0) =7
0

por lo cual, la solucién hallada es Unica y verifica y(0) = 7 pues

yO) =Te = y(0)=17
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Ejemplos Adicionales usando Propiedades
Elementales
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Ejemplo 6. Calcular la Transformada de Laplace de

f(t) = e + 5cos(4t).

Solucién a) T de Laplace es lineal, entonces

5s
s2+16

LIfO]l = LIPe* + L[Scos(4)] =A+B=A+

1
s—2

A. Sabemos que | L[¢*] =

Propiedad : | L[t" - h(1)] = (— 1)" d

~L[h(1)]

&1 6
3207 _ M= (-1 — =
= L[t "] = (- 1) L[e 1=(D ds3((s—2))_ (s —2)*
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Por lo tanto
LIfO1=A+B
5s
G-27¢ " v+16

= L[e*] + L[5 cos(4r)] =
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Ejemplo 7

Calcular la Transformada de Laplace de f(¢) = t*¢* sent.

1
(s—2)2+1

L[h(®)]

Solucién: Sabemos que L[e* sent] =

n

Propiedad - L[t" - h(t)] = (—1)"5
Sl’l

P2 d? 1
= L[* e*sent] = (- 1) L["’ysent] ds? (m)

d 2-(s-2)
- %(((s—2)2+1)2)
(=22 + 12 —4(s =22 ((s=22+1)
((s = 2)2 + 1)

65> — 245 +22
ICEREE

=-2
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Ejemplo 8. Hallar f(¢) tal que

20

L= a2

Solucién: El denominador no tiene raices en R, por lo cual es
necesario completar cuadrados:

2 =25+26=(s— 12 +25=(s—1)*+5%*=
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Sabemos que

B b
Lle d sen(br)] = (S—a)—2+b2
— = Ll sen(50)
-Ip+s ¥
20 5

= L[f] =

=4 - L[e' sen(5?)]

= f(t) = 4 - ¢ sen(51) \/
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Ejemplo 9. a. Hallar f(¢) tal que

5 12s
(5% + 36)2

L[f]

b. Hallar f(¢) tal que

1
Lif]=————
4 (s% + 36)2
Solucién a) El denominador no tiene raices en R, porque es el
cuadrado de una suma de cuadrados, pero sabemos que

Y = L[sen(61)]

(l)d 6 \  12s
~ds \s2+36) (s +36)
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Por otra parte, la propiedad

n

d
L™ h(n] = (=12

L[h(n)]

. 12s —(—l)i 6
(s> +36)2 ds \s2 + 36

= L[t - sen(61)]

) = (—l)iL[sen(6t)]
ds

Por lo tanto, la funcién buscada es

= f(t) =t - sen(6¢) \/
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Solucion 9. b

Solucion b) Propiedad:

1
Llg']l =sL[g] —g(0) = 3 (L[g'] + g(0)) = L[g]

!
Si 8(0) = 0 = Lig] = ~L[g']
S
I
Caloulo auxiliar: [} x- sen(6x) dx = z-[sen(6x) ~ 6x - cos(60)]|

1
=3 [sen(67) — 61 - cos(61)]
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Conclusion 9. b

= L[f]

1
(52 + 36)?

1 12s
125 (s + 36)?

1 1
T35 Lir-sen(6n] = - L[ [, x - sen(6x) dx]

3 L[sen(6t) — 6t - cos(67)]

la funcion buscada es = f(r) = ——= - (sen(6¢) — 61 - cos(6¢)) \/

Patricia Jancsa

432
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Ejemplo 10. Calcular la Transformada de Laplace de

f(t) = t?e* sent.

Solucién: Sabemos que L[e* sent] = m
Propiedad -  L[t" - h(t)] = (—1)”; LIh(D)]
S}’l
2 2 1 2 2t d2 1
L ! = el
= L[t" e sent] = (- ) L[e sent| = 12 ((s—2)2 n 1)
B i -2-(s-2)
Cds\((s=2)2+1)?

((s 2?2+ 1) —4(s =2 - ((s—2)*+1)
((s=2)*+ 1)
_2(5>‘—2)2+1—4(s—2)2 _ 1 —3(s —2)? B 65> — 24s + 22
((s=2)*+ 1) ((s=2+1P ((s=272+1)>

Patricia Jancsa Ejemplos T. de Laplace November 24, 2022

44/47



Funciones periddicas.
Seaf : [0,+c0) — R periédica de periodo p, entonces
su transformada de Laplace se calcula en la forma

1 P
LIfIs) = 7= fo e (1) dt
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Funciones periddicas

Ejemplo 11. Obtener la transformada de Laplace de la funcion
diente de sierra, periddica de periodo p = 2:
0 sit<0
f() = t si0<t<?2
(t—2n) si2zn<t<2n+1):neN

TR

VS

Patricia Jancsa Ejemplos T. de Laplace November 24, 2022 46/47



Solucion: Se pide calcular la transformada

1 2
L[f1(s) = =S f e'f(r) dt = T jo‘ e’ tdt

[ 2 11
= —(—e (st + 1) 'O = =3

(1—e2%)s2
1 | 2s e‘zs
-2 1—e2

_1 L+ 2s
T 52 1 — e

Atencion: f no es la primitiva de ninguna funcion integrable porque
no es continua.

(1 —e 5025 + 1)
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