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Ecuaciones Diferenciales

Propiedades: Sea y de tipo exponencial
L[y'] = sL[y] = y(0), L{y"] = s’Lly] = sy(0) = y'(0)

Sea h de orden exponencial a

n

LIh(®)]: s>«

d
LIt h(o)] = (=1

SiF(r) = fot y(x)dx = F(0) = 0y por el Teorema Fundamental
del Calculo vale F’(r) = y(t), luego

! 1
L f y()dx| = ~Lly]
0 S
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Ecuaciones Diferenciales

1) Resolver y” + 2y’ +y =25¢% : y(0) = 1 = y'(0)

25

(s—=4)

= s’L[y] - sy(0) — y'(0) + 2(sL[y] — ¥(0)) + L[y]
=("+2s+ DLyl —s—1-2

= L[y +2y +y] =25L["] =

:>(sz+2s+1)L[y]=s+3+(s2_54)
25 1
:>L[y]=(s+3+(S_4))(S2+2s+1)
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25 1
Lyl = 3
= L] $+ +@—®%ﬂ+k+n
Fracciones Simples:

__s¥3 25

2425+ D) (s—4)(2+2s5+1)
s+3 A B C

= A B R
G2 oo T oan T ABCE
G+ o2 115
S+ 1?2 s+ D2 s—4 (s+1) (s+1)?
3 1

TG 12 s—4
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=-3L[te]+Le"] = y@)=-3te +e*

CA:

1 d 1 d ; t
m:_ﬁ(sﬂ):_g(ue]):we]

i A e 1 — — —t
También asi: Gl Lit](s+1)= L[t e"]

Patricia Jancsa
Transformada de Laplace: Ecuaciones Diferenciales



Ej. 2) Resolver la ecuacion diferencial - integral:

!
Y (@) +4y(t)+ 4 f y(x)dx = 4, y(0) = 1

0

1
Solucién: apliquemos la propiedad L[fot y(x)dx] = ;L[y]

4 3!
= LIY'] +4L[y] + LIyl = 4—
s s
4 s +4s+4
= sL[y]-1+4L[y]+— L[y] s+4+—|-1=Ly][———]-1
s s

(s> +4s+4)
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24 S
= L[y] = (s—4 + 1)



s Ly] = 24 + s* Ky 3 24 + s* 1
N=NT @ vas+a T )G+27
cC D E

Fracciones Simples: —A+B+ + +
P s 28 542 (s+2)7

3 (As? + Bs + O)(s + 2)> + D(s + 2)s° + Es®

$3(s + 2)?
es=0 = 24 =4C =C=6
es=-2 = 40 = -8E = E=-5
o Is* = (A + D)s* =1=A+D

e0s’=@dA+B+2D+E)s =0=4A+B+2D+E
e 0s> = (4A + 4B + O)s* =0=4A+4B+C
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1001 0)(A 1

4 410 0f|B 0

=0 0 4 0 0|[c|=|24

41 02 1||D 0

0000 -8\E) l40
A2 R (0) (3
B 2 1 -1 -1 —¢]lo -6
= |[c|=l0 0o I o0 ofl24]=1]6
ol 13 & % -1 ||| |
E 0 0 0 0 -3Jl40 -5
=>L[y(t)]=2—g+g ’ > ()

2s 2 2s+2) (s+2)%

9 7
= y(t) = o 61 + 3> — 56_2t — 517
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. L 5
Calculo Auxiliar: (%) = —(S o)
d 1 d
=5— =5—L[e¥] = L[-5te””
Bor2)  SasHe 1= e

por la propiedad

dl’l

D'

d
LIn®)] = L[1" - h(1)] = aL[h(t)] = L[-1- h(1)]
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3) Determinar la funcién y(¢) solucién de la ecuacion

Y (t) + y(t) = —sen(t) + f sen(t — x)y(x) dx : y(0) =1

(0]

Solucién: Apliquemos Transformadas

s L[yl = y(0) + L[y] = —L[sen(1)] + L[sen(?) x y(1)]

1
R + L[sen(?)] - L[y]

1 N 1
s2+1 241
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entonces

1)
Liyl|s+1- =1-

s2+1 s2+1

|6+ D@+ D-1] @
= L] s+ 1 :s2+l

= Lhl|s+ D"+ D-1| =5

52 s

S +s2+s s2+s+1
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Funcion pe Satto UNiTARIO o DE HEAVISIDE
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Transformada de L de Funciones Partidas

0 si O
f@® si c

= L[H.() f(1)](s) = e “L[f(t + ¢)](s) Vs > 0

SiF(t) = H(D)f (1) = {

La misma propiedad puede expresarse en la forma

LIH (1) f(t = 0))(s) = e “L[f(D](s) ¥s > 0
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Transformada de L de Funciones Partidas

Comprobaciéon: hagamos el cambio de variable x = — ¢ al
calcular L[H.(?) f(H)](s)

= f ) e H.(O)f (1)dt = f ) ef(Hdt = f ) e (x + ¢)dx
0 c 0

=e f e f(x + c)dx

0
=e “Llf(t+0)](s) Vs >0
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EcuacioNes DIFERENCIALES CON LA FUNCION DE HEAVISIDE Y OTRAS
FUNCIONES PARTIDAS
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Ejemplo 4: Resolver la ecuacion diferencial, sujeta a las
condiciones dadas:

Y =2y +2y =Hi(n); y(0)=y'(0)=1

Solucién: Apliqguemos T de Laplace, sabiendo

—CS

e

LIH.(1)] = Vs >0, ¢c>0

S

7S

= L[y" -2y +2y] = LIH:(1)] =

=TS

e

—= (* =25+ 2Lyl -s+1=

N
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=TS

— (P =25+ Ly - s+ 1= —
N

1 1 s—1

—7s

L - . v
=W = Gy s ¢ T o)

= A-e™+B

A continuacién hay que encontrar las fracciones simples de
la funcién racional y las anti - transformadas de cada
término:
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A 1 as+b c

?—25+2)5  (£-25+2) s
o1 -2 11

— +
2 (s2-25+2) 25

1 11

= —_—— +__
2 2s
1L[ "cost] + 1L[ "sent] + 1L[l]
2 2 2

| 1 1
:L[—Ee’cost+ Ee’sent+ 5]
Entonces
= Lly] = A-¢e™+B

3 1 1 s s—1
 (2-25+2) s (s—1)2+1
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= Lly] = A-¢e™+B
_ 1 1 s s—1
 (2-254+2) s (s—1)2+1
= L[—le’cost+le’sent+1]- + L[e' cost]
2 2 2

Ahora, sabiendo que
Llf(t)le ™ = L[f(t — c)H.(t)] cualquiera sea c > 0
obtenemos

1 1 1
= (1) = (—Eet_” cos(t — ) + ze’_” sen(t — ) + 5)-H,,(t)+et cost
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Por lo tanto, la solucion es la funcion partida, que resulta
continua (y en este caso también derivable) en r = . Notar
que las condiciones iniciales se evaluan con la primera
formula, ya que o = 0 < 7:

e cost si 0<t<m

y(®) = |
"cost——e""cos(t—m)+ =€ "sen(t—nm)+—= SIi w<Lt
e 5¢ ( ) 5¢ ( ) 3
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Lema 1: Toda funcion partida

h(r>:{f(” w0
gt) si c

<c

<t
St

se puede escribir usando la funcion de Heaviside H.(t) en la
forma

h() = f(0) + H.(D)[g(®) — f(1)]

Por esto, su Transformada de Laplace se obtiene como
L[h] = L[f] + LIH(1)(g(t) — f(1))]

=L[f]+e “Llg(t+c)—f(t+c)]
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h(t) es una funcién partida cualquiera

F(0) + Ha0lg) — f(0)] = {
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f(t si 0<t<c }:h(t)

g(t) si c<t



Atencion Notacion:
H_.(t) denota la funcion de Heaviside

h(t) denota una funcion cualquiera
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En efecto, la funcion f(¢r) + H.(t)(g(t) — f(¢)) vale:

o f(t)+ H.(1)(g(t) — f(t)) = f(¢) para t < c donde el 2do
S~~——

=0
término se anula, y

o f(1)+ H(1)(g(1) = f(1)) =f(1) + g(t) — f(1) = g(1) Ve <t
—_—

=1

f(@ si 0<t<c ~ h(o)
g(t) si c<t B

= f(O+H0[g®) - fD] = {

Por lo tanto, su transformada es

L[h](s) = LIf1(s) + LIH(1)(g(®) — f(1))]

= L[f1(s) + e “L[g(t + ¢) = f(t + 0)]
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Ejercicio 5. Resolver y’ +y = h(?);

IS

h(t) = {

1

2
3t—7

y(0) = 1; si h:

0<t<3
3<t

Solucién: Reescribamos i
h(t)=2+ (3t —T7-2) - Hx(1)
=2+ 3r-9)- Hs(1)

4 -3 -2 10
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entonces
Llhl = 2-L[1]+L[(3t-9)- - H(1)]
1 -3s 1 -3s
— = 2~;+e L[3(t+3)—9]=2-§+e SL[31]
2 .3
= ; + e 2
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Resolvamos la ecuacién aplicando Transformada de
Laplace:

L[y'] + L[y]

(s + DLy] = y(0)

1 2+3e‘3s+ 1
T+ \s 52 (s+1)
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_z_ 2 +e—3s _§+i+ 3 N 1
= s (S-I-l) s §2 (S+1) (S+1)

=L[2-2¢"]+e™> - (L[-3+31+3¢"]) + L[e”]
=L[2— ¢+ L[Hs(0) - (-3 +3(t—3) +377)]

— (1) =2 -+ Hy(1) - (-3 +3(1 = 3) + 3¢

Y(#) =2 - e+ 3H;(t) - (t —4+ e—(r—s))
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Ecuaciones Diferenciales en Derivadas Parciales

ou 0

6) Resolverxa—u+a—b;+2u:x2 :x>0,t>0
X

w0,)=0vt>0, u(x,0)=0Vx>0

Idea de la solucion: Aplicar Transformada de Laplace en la
variable r para convertir la ecuacién en derivadas parciales
(EDP) en una que dependa de una sola variable (EDO), con
coeficientes variables.

Supongamos que una unica solucidon y que esta solucién
tiene las buenas propiedades que hacen falta en todo el
procedimiento: que exista su T de L. Denotemos ala T de L
de u respecto de la variable ¢:

Llu] = Lu(x,1)](x, s)
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Propiedad similar a la de T de Fourier:

L x&u(x, ) (x,5) = f x_au(x, t)e"“'dt
5)6 0 8)(

00

= xa i u(x, e “dr = X(%L[u](xa s)

Apliqguemos T de Laplace a la ecuacion original:

ou
L[ o

Ou

+L
ot

1
+2L[u] = L [xz] = x’— pues x? es constante para ¢
h)
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Apliqguemos T de Laplace a la ecuacion original:

ou
L[ o

ou

+L
ot

1
+2L[u] =L [xz] = x’— pues x? es constante para ¢
h)

= xﬁL[u] + sL{u] — u(x,0%) +2L[u]
ox \‘:(/)—/
0
=x—L[u] + (s + 2)L[u]
ox

Dividiendo a todo por x obtenemos entonces una ec
diferencial ordinaria de orden 1 en la variable x:

(s + Z)L[u] _ xé

= ﬁL[u] +
ox X
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Recordemos de Mate 3

Teorema 2: Todas las soluciones de la ecuacion de orden 1
no homogénea

‘ y+ax)y=bx): a continua‘

son las funciones y = y, +y,

() = e ([ b(x) dx +C)

donde A(x) = [ a(x) dx.
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Solucion de la ec diferencial ordinaria de orden 1 en la
variable x:

= EL[M] (S + 2)L[u] — xl
S
2
AW = f(s+ e = —(s +2) In(x), por lo tanto
(s + 2)d
yu(x) = Ce X = Ce 6@ _ )~(+2)
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y = yn +yp con y(x)=L[u](x,s)

Para la solucion particular y,(x) = e‘A(x)[ f AW . b(x) dx]

— (542 [ f §6+2) X dx] _ x—(s+2)l [ f 13 dx]
s s

s+4 1

_ x—(s+2)l X 2

s 544 s+ds

Por lo tanto, | L[u](x, s)

=y=yn+y,=Cx P+

1
(s+4)s
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Usemos la 2da condicién inicial para despejar C

Reemplacemos u(0,7) = 0 Yt > 0 en la T de Laplace,
entonces

0 = L[u(0,N](s) = 0+ lim Ce 6™ = 40 salvo que sea C =0

2

= [ Llu](x,s) = x>0, s>-2

X
Cos(s+4)

Reescribamos en fracciones simples y anti-transformemos:

s(s+4)

(L[l] - L[e—“’])

ull
45 4s+4 4

Patricia Jancsa
Transformada de Laplace: Ecuaciones Diferenciales



Por lo tanto, la solucion es

x? »
u(x,1) = Z(l—e t):x,t>0
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Practica 9, ejercicio 16. c)

Calcular L[u] sabiendo que u satisface la ecuacion de Bessel
' +u +tu=0, u0 =1, u/0)=0
Solucién: sea ¢(s) = L[u](s) y apliquemos T de Laplace:

0=L{t" +u +tu] = —di (s2 Llu] - s) +sLu] -1 - diL[u]
S S

- [2sgo(s) +57 ¢(s) — 1] +5p(s)—1—=¢'(s)
= s ¢(s) - | + 1] cp'(s)+ 1-1
)

=) = e
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Por lo tanto, sélo resta resolver la ecuacién de orden uno:

g _ s _ 1 1
o) - a1 el =—glngaiy e

o) =K (2 +1) "

Fin del Ejercicio.
Se obtiene (con mas matematica) que la solucién es un
multiplo de la primera funcion de Bessel del primer tipo

1
u(t) = Jolt) = Z (( ,)2)2n
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Mas Ejemplos Similares
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Ecuaciones Diferenciales con Convolucion

7) Determinar la funcién y(¢) solucién de la ecuacion

y(t) = sen(t) + f e y(x) dx
0

Solucion: Apliguemos Transformadas

L[y] = L[sen(t)] + L[e' * y(1)]

1 1
- Lle']- Lly] = — L
s2+1+ [e]- LIyl s2+1+s—1 bl

Patricia Jancsa
Transformada de Laplace: Ecuaciones Diferenciales




entonces

1 s—2 1
wal———J=LDws_)

s—1 1" 2+1
1 (-1
Ly]= —— -
== 522
3—=s 1

502+ 1) 5(s—2)

[3 sen(t) — cos(t) + ez’]

| —
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Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

8) Resolver la ecuacion diferencial:

y' =2y +5y=>5¢t y0)=0,y'(0) =1

Solucion: apliguemos las propiedades
LIy'] = sLIy] = y(0), LIy"] = s’L[y] - sy(0) — y'(0)

Entonces la ecuacién dada es equivalente a:

s’L[y] — 1 = 2sL[y] + 5L[y] = L[5f] = s5_2
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5
(=)(s2—2s+5)L[y]:l+s—2

Se despeja L[y] y se resuelve por fracciones simples:

1 5 1
—s L[y] = Bl
D= s T e+ 5)
) 21

=+ — + —
5(6-12+4 55 2
El primer término se descompone a su vez en dos, para
obtener las transformadas del seno y el coseno de 2t por ¢':
2 s-—1 2 1 2 1
—— + = + —+ =
5(-12+4 5(-12+4 55 52

1
= y(f) = 5 [—2¢' cos(21) + €' sen(2t) + 2 + 5]
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Ej. 9) Resolver la ecuacion diferencial - integral:

g 27 )
Y (1) + 6y(t) + 9 f y(x)dx = 71‘, y(0) = -1
0

Apliquemos la propiedad: L [fot y(x)dx] = %L[y]

9 272
= sL[y] — y(0) + 6L[y] + ;L[y] =33
2
:(s+6+2)L[y]+1: SO
S S
Ry 27 1

:L = - 4+ — e —
bl SZ+65+9 2 s24+65+9
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Célculo auxiliar de la pag anterior: Fracciones Simples

171, [ —
$2(s2+65s+9) (s2+65+9)
B 27 — §°
C 2(s>+ 65+ 9)

A B C D
=—4+ =+ +
s s s+3  (s+3)?
_ As(s+3)* +B(s +3)* + Cs*(s + 3) + Ds?

s2(s + 3)?
s=0=27=09B — B =3
s=-3=—=54=9D — D=6
coeficiente de s° — -1=A+C

§s=1=26=16A+16B+4C+D —=A=-2,C=1
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K +27 1
SZ+65s+9  s2 s24+65+9

%) 2+3+ 1 N 6
$)= —— + —
s s s+3 (s+3)?

= L[y] =

= y()=-2+3t+e 3 +6t-e7F
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Atencion: en el problema anterior, se pide encontrar la
solucion de la ecuacién que verifica y(0) = —1.
Una 2da condicién inicial esta dada evaluando ambos
miembros en t = 0:
! 27 ,
() + 6y(t) + 9 f y(x)dx = 7t
0
’ 27 2 ’
— (0 +6y0) = 2| =0=y©0) =6
1=
por lo cual, la solucién hallada es Unica y verifica y(0) = -1y
también y’(0) = 6:

3 3

y()=-2+3t+e " +6t-¢ = y0)=-1

V) =3-3¢"+6- - 18- ¢ = y(0)=6
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Otro camino para resolver
27
V() +6y(t)+9 for y(x)dx = Etz’ y(0) = -1

Teorema Fundamental del Célculo:
Si F(t) = ftf(x)dx = F'(t)=f(t) Ve <t
Derivemos y evaluemos en la ecuacion dada = y’(0) = 6
Y1) +6y' (1) +9 - y(1) =271, y(0) = -1, y'(0) = 6

Es decir, la original es equivalente a la nueva de orden 2,
con dos condiciones iniciales
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Resolvamos por T de Laplace:

= y'(+ 6y’ +9-y() =271, y(0) = -1, y'(0) =6

27
= 5’L[y] — sy(0) — y'(0) + 6 (sL[y] — y(0)) + 9L[y] = 2
) 27
= (5" +65s+9)L[y]+s—-6+6 = 7
= Ly] = 27 - > = sigue igual que antes
T2+ 65+9) (216549 gue iguatd
2 3 1 6

=—+ =+ +
) s s2 s+3 (s+3)?

= y()=-2+3t+e 3 +6t-eF
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