COMPLEMENTO PRACTICA 9 - EJERCICIOS 1 A 6
TRANSFORMADA DE FOURIER

e Denotamos por G(R) al conjunto de todas las funciones f : R — C continuas a trozos,
con derivadas laterales finitas en todo punto y absolutamente integrables en R.
e La convolucién de dos funciones f, g € G(R) se define por

(f * 9)a /f oz -y dy—/ f—)

e Si f € G(R), entonces su transformada de Fourier de define por
( _ .]/C\ / f fzzt dr.

Ejercicio 1. Probar las siguientes propiedades:
a) Si f € GR), g(x) = —izf(x) y g € L', entonces f es derivable y (J/C\) (t) = g(t).
b) Si f, f' € G(R) entonces (f')(t) = it f(t).

a) Como f € G(R), tenemos que

/ faetas| < [ e do= [ |f)]de < .

/_C: f(x)e ™ dx

converge para todo t € R. Ademss,

| GUu@e)ae= [ —inf@) e i

converge uniformemente para todo ¢ € R pues g es absolutamente integrable. Por lo
tanto, f es derivable y podemos derivar bajo el signo de la integral obteniendo que:

d

,zxt el —ixt
dt/ f(z dx —/ o (f(z)e ™) dx
= / —ixf(x) e ™ dv = §(t).
b) (Ya visto en la tedrica) Notemos que f satisface

lim f(x) =

xr—r*+00

es decir,

ya que
/ Faydz = lim_f(z) ~ F(0)

y por lo tanto, hm f(z) existe y es finito. Como f es absolutamente integrable, este

limite debe ser cero. Analogamente se puede ver que lim f(z) =0.
Tr—r—00
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oo B
:/ f'(x)e ™ dr = lim / f'(x)e ™ da.
—00 A,B—)OO —_A

Integrando por partes tenemos que

Ahora,

B B
/ f/(x)e*ixt dx = [f(B)efiBt . f(—A)eiAt} + it/ f(x)eiixt dx
—_A 4

Por lo tanto, observando que  lim (f(B)e B! — f(—A)e'*) = 0 tenemos
,B—oo

A,B—c0

(/]E’\)(t): lim / fl(z)e ™ dx

= lim {(f(B)e’Bt f(=A)e ) +it /_ i f(a:)ei“tdx}

Ejercicio 2. Hallar la transformada de Fourier de la siguiente funcién de L'(R):

flz) = e

Usando la definicion de la transformada de Fourier tenemos que

N o) M
flt) = e llemt gy = lim e~ 1Tl gy
M,N—+oc0 _N
M 0
= lim e lle= it qr + lim et gy
M —~+oc0 0 N—+oc0 _N
M 0

= lim e~ T g+ lim (1= g
M —+oc0 0 N—+o0 _N

—0o0

o—(1+it)z M p(1=it)e 0

= lim — im ———
M—+too —(14it)|,  No+oo (1 —it)|

1 — o—(1Hit)M 1 — e~ (1=it)N
= lim |—| 4+ lm |—m———
M—+oc0 1+t N—+oc0 11—t
1 1

1+it+1—7)t

1+t

Por lo tanto,
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Observacion: como sabemos de antemano que la integral ffooo f(z)e ™ dx existe y es finita
cuando f € L'(R), esta integral se puede calcular como el valor principal de Cauchy, es decir,
M

/00 f(z)e ™ dox = P}im f(z)e ™ da.

—00 M

Ejercicio 2. Hallar las transformadas de Fourier de las siguientes funciones de L*(R):

La idea ser encontrar un dominio donde valga el teorema de los residuos y tal que sobre una
parte de su frontera obtengamos la integral que queremos calcular de manera tal que el resto
sea relativamente fdacil ver que sucede.

(a) Una manera de hallar g es calcular explicitamente la integral

g(z) = /00 e et gy = /OO e (@) oy

o0 o0

x2+ixt—:c2+2ia:z+ zz 2— ZE 2— x+i_t Q_ﬁ
a 2 2 2) 2 4

la integral anterior se puede reescribir de la forma
Ft) = e / @b gy

y esta integral se calcula considerando la integral compleja

)
/ezdz
YR

donde g es el rectdngulo mostrado en la figura (caso t > 0) y después hacer R — oc.

Como

TR

A
A

Y
\ 4
=

La resolucion de esta integral se puede ver en el Ejercicio 4 del material complemen-
tario de la practica 7.

Veamos otro método para hallar la transformada de Fourier de esta funcion.

Observamos que g(z) = e y ¢'(x) = —2ze~*", por lo tanto ¢ satisface la ecuacién
diferencial:

g'(z) +2zg(x) =0

Luego, transformando Fourier y usando las propiedades que vimos en el Ejercicio 1 nos
queda que

itg(t) +2i(g)'(t) = 0
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o equivalentemente,

@O _ 2 L =t

es decir,
G(t) = Ce P/,
Para encontrar el valor de la constante C, evaluamos en ¢ = 0:

Czﬁ(O)z/_ooe_":2dt:\/%.

(e}

Finalmente,

g(t) = Vme It

~ o 1 ;
h(t) = / e " dx

o T+ 1
Para calcular esta integral consideraremos por separado los casos ¢t > 0y ¢t < 0. Veamos
el caso t > 0. Para ello vamos resolver la integral compleja

—izt
/ i dz
v 21

donde g = 75 U 7% es la curva mostrada en el siguiente grafico.

(b) Por definicién

R Tr

Parametrizando ambas curvas tenemos que
Yh(z) =2, —-R<z<R,

(Observar que 7, estd orientada en sentido contrario al dibujo asf que colocaremos un
signo negativo delante de la integral)

5(0) = Re, 7w <6<2m,

—izt —izt —izt
/ i dz:/ i dz+/ i dz
vr 2 +1 vy % +1 2 % +1

R —ixt 2w e—z’Rewt 0
—— | =4 E— - P
/Rx4+1 “/W (Re?yt+1

y luego

Para la segunda integral de la derecha tenemos que

2r  —iRe'ft " 2r  poRsen(6)t 27 R R
— i Re < ———df < —df = ——
/W (Reyi w17 40 —/ﬂ |R4e4i9+1|d9_/7r e Ry T
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con lo cual
27 e—iRewt "
li ——— jRe™" =
W% f. (Rewyr 1 e T 0=0

asi que

R—o0 . A 4+1 R—o0 R i+ 1 ei9)4 +

e—izt R 6—irt 27 e—iRewt )
lim dz = lim |— / — dr + / (R—lmewde

00 —ixt
= —/ ¢ dx.
et 1

Por otra parte, observemos que las singularidades de la funcion

e—zzt

A 4+1

son los puntos que satisfacen z* +1 = 0, de decir,

A=—1 = =T 201,23

5mi/4 Tri/4

son polos simples y tUnicamente 2z, = e y 23 = €
acotada por vg. Por el Teorema de los residuos se tiene que

/ efizt d 2 . R efizt N R efizz
Z = 4T eS| ——, 2 €S V4
2l A1 AL

e

estdn dentro de la region

—izot

—izt —izt —izt __ it _ —izt
Res( ° 22> = lim (2 — 29) ° = lim © itz = z)e”™

Z—>29 24 -+ 1 229 423

e

3
4z

—iz3t

—izt —1zt —izt it . —izt
Res< ° 3> = lim (2 — 23) ° = lim & it(z — z)e =

— z
24417 z—23 A4+1 2oz 423

Entonces,

e—izt |:e—izzt e—izgt‘|
dz = 2m + —
[/R A +1 423 423

[ p(—1H)t/V2 p—3mi/4 6(1i)t/\@em'/4]
= 2w | —

4 4

2 NG

_ m@:/tiﬁ [eit\/ﬁ + ieitIV2 _ o—it/V2 + ie—it/\/ﬂ
24/2
L —t/V2

= 71.2;7 |:27, COS(t/\/Q) + 2 sen(t/\/ﬁ)}
re—t/V?

= 7 [cos(t/\/ﬁ) + sen(t/\/ﬁ)]

_m l_€<—1+z'>t/x/§ (_ . ) Y, (L _ Z_ﬂ
V2

3
4z3
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y al hacer R — oo

. oo izt Tet/V2
h(t) = / dr = : cos(t/V2) +sen(t/V2)|, t>0.

T =
Lot +1 V2

Recordemos que si una funcién de L*(R) es par, entonces su transformada de Fourier
también es par.
En nuestro caso, h(x) =

2+H es par, por lo tanto h también lo es. Usamos esta

informacion y el hecho de que ya calculamos una expresion para E(t) con t > 0, para
encontrar h(t) con t < 0. Tenemos entonces que si t < 0 entonces —t > 0y

~ ~ f]'(‘ef(ft)/\/5
() = (1) = T [cos(—t/V/2) + sen(~t/3)|
mel/V2
= 7 [Cos(t/ﬁ) — Sen(t/\/ﬁ)} , t<0.




