GEOMETRIA PROYECTIVA - SEGUNDO CUATRIMESTRE DE 2025

Practica 6

Subvariedades de R"

1. Sean M C R™ un subconjunto y k£ € Ny. Las siguientes dos condiciones
son equivalentes:

(a) Para cada punto x € M existen abiertos U, V' C R™ y un difeomor-
fismo h:U — V talesquez € U y

RUNM)=VNRx0" ") ={yeV: y1 ==y, =0}

b) Para todo punto x € M existen abiertos U C R vy W C R* vy una
( P y y
funcién diferenciable inyectiva ¢ : W — R"” tales que

xeU, ¢(W)=MnNU, D¢(y) tiene rango k para todo y € W,

¢~ (W) — W es continua.

Cuando se cumplen, decimos que M es una subvariedad de dimension k
deR™. Siz e My W CRFy¢: W — R” satisfacen las condiciones
de (#1), decimos que ¢ es una parametrizacion reqular de M alrededor de x.

2. Si M C R™ es una subvariedad de dimensién &k y N C M es un abierto
relativo, entonces N es una subvariedad de R™ de dimensién k.

3. Sea U C R™ un abierto, sea k € {0,...,n} y sea f : U — R" % una
funcién diferenciable que tiene a 0 € R™* en su imagen. Si para cada
x € f71(0) el rango de f'(x) es n — k, entonces el conjunto M = f~1(0)
es una subvariedad de R™ de dimension k.

4. Sea f:R™ — R™ una funcién continua y sea
Iy ={(a, f(x)) eR™™ : 2 € R"}

su grafico. Entonces I'y es una subvariedad de R™*™ de dimensién n si f
es diferenciable.

5. Sea M C R™ una subvariedad de dimensién k y sea f : M — R una
funcién arbitraria. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) Para cada x € M existe un abierto U C R™ y una funcién diferencia-
ble g: U = R tales que € U y gluynm = f.

(b) Para cada x € M existe una parametrizacién regular ¢ : W — M
de M alrededor de z, la composicién fo¢: W — R es diferenciable,



(c) Para cada x € M y cada parametrizacién regular ¢ : W — M de M
alrededor de x, la composicién f o ¢ : W — R es diferenciable,

Cuando estas condiciones se cumplen, decimos que [ es diferenciable.

6. Si M CR™y N CR"” son subvariedades y f : M — N es una funcion,
decimos que f es diferenciable si para cada ¢ € {1,...,n} la composicién
piof : M — R de f con la proyeccién i-ésima p; : R™ — R es diferenciable.
Muestre que si M C R™, N C R®" y P C RP son subvariedades y

f:M — Nyg: N — P son funciones diferenciables, entonces la funcién
go f: M — P es también diferenciable.

7. Sea M C R"™ una subvariedad de dimensiéon kyseax € M. Si f : W — R"”,
con W C R*, es una parametrizacién regular de M alrededor de z y w € W
es tal que f(w) = x, entonces el subespacio vectorial

T,M = f'(w)(R¥) CR"

depende solamente de M y de x. Llamamos a T, M el espacio tangente a
M en x. Para verificar esto, muestre que T, M es el conjunto de vectores
v € R”™ tales que existe e > 0 y una funcién diferenciable « : (—¢,¢) — R
con imagen en M y tal que a(0) =z y o/(0) = v.

8. Sean M C R™ y N C R” subvariedades y sea f : M — N es una
funcién diferenciable. Si z € M, muestre como construir una funcién
lineal f'(x) : ToM — Ty;yM que merezca llamarse la diferencial de f
en x y pruebe una regla de la cadena para funciones entre subvariedades.

9. (a) Sean M, N dos subvariedades de igual dimensién de R™ y R™ respec-
tivamente, con M compacta. Sea f : M — N una funcién diferen-
ciable e y € N un valor regular. Probar que f~!(y) es un conjunto
finito.

(b) En base a lo probado en (a), podemos definir una funcién h que a
cada valor regular y de f le asigna h(y) = #f~1(y). Probar que h es
localmente constante (o sea, que para cada y valor regular existe un
abierto V. C N tal que #f 1 (y) = #f1(y) siy € V).

10. Sea f : P?(R) — R la funcién
1

Va?+y?+ 22

(a) Verifique que f estd bien definida y que es inyectiva.

($2»y2722»$y»$2792)

flary:2) =

(b) Pruebe que el diferencial d, f es inyectivo para todo p € P%(R).

(¢) Concluya que la imagen de f es una superficie regular difeomorfa a
P2(R).
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Superficies

Probar que el cilindro 22 4+ y? = 1 es una superficie regular y exhibir una
parametrizacion regular en un entorno de cada punto.

Sea « : (a,b) — R? una curva regular contenida en el plano zz, de la
forma «o(t) = (x(t),0,2(t)) con x(t) > 0 para todo t. Si rotamos la
curva « alrededor del eje z obtenemos una superficie de revolucion. Pode-
mos parametrizar esta superficie usando pardmetros ¢t y 6: ¢ indica la
posicién en la curva y 6 es el dangulo de rotacién. Explicitamente, esta
parametrizacién esta dada por

O(t,0) = x(t)(cosb,sinb,0) + z(¢)(0,0,1).

(a) Probar que si « : (a,b) — R? es inyectiva, la férmula anterior define
una parametrizacién regular @ : (a,b) x (0,27) — R3 de la superficie
de revolucién generada por a.

(b) Sean 0 < a < b. La circunferencia (z — b)? + 22 = a? en el plano zz
genera una superficie de revolucién que se llama toro. Probar que el
toro es una superficie regular.

Proyeccion estereogrdfica en S?. Sea S? la esfera dada por 22 +y?+2% = 1.
Notemos N al punto (0,0,1) € S%2. La proyeccion estereogrifica es la
funcién 7y : S? — {N} — R? que a un punto p € S — {N} le asigna el
punto de interseccion entre el plano zy y la recta que pasa por N y p.
Hallar una férmula para la funcién inversa 75" : R? — S2 — {N} y probar
que es una parametrizacion regular de la esfera.

. . 2 2 2 . . .
Probar que el elipsoide £z +%; +2; = 1 es una superficie regular y describir
posibles parametrizaciones regulares.

Decidir si los siguientes subconjuntos de R? son superficies regulares y
encontrar una parametrizacion en un entorno de cada punto regular:

(a) Cono: 22 = 22 + y?;

(b) Paraboloide hiperbélico: z? —y? — z = 0;

Sea V' C R3 definido por V = {(x,y, 2)| 22 —y?z = 0} (llamado el paraguas
de Whitney).

(a) Calcular las singularidades de V.

(b) Verificar que por cada punto (x,y,z) de V tales que z > 0 pasa
una recta contenida en V, por los puntos (0,0,z) con z > 0 pasan
exactamente tres rectas contenidas en V' y por los puntos (0,0, z) con
z < 0 sélo pasa el eje z.

(¢) En particular en los puntos fuera del eje z, el conjunto V' es localmente
una superficie regular, en los puntos (0,0, z) con z > 0 es localmente
homeomorfa a la unién de dos superficies regulares y en los puntos
(0,0, 2) con z < 0 es localmente una recta.
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Sea V C P2 una superficie dada por un polinomio F € Clzo,...,zs]
homogéneo de grado d.
(a) Probar que toda recta ¢ C P2 cumple V N ¢ # ().

(b) Probar que, si ¢ ¢ V, entonces [NV consiste en a lo sumo d puntos.

Sea F € klxg,...,x3] un polinomio homogéneo de grado 2 y sea

V = {z € P}| F(z) = 0) C P} la superficie implicita asociada. Probar que
si V tiene mas de un punto singular, entonces existe un polinomio L de
grado 1 tal que F = L2.

Sugerencia: considerar la recta que une dos puntos singulares de V.

Sea ¢ la funcién ¢ : P x P} — P? dada por

d((z:y), (u:v)) = (zu:yv:av:yu).

Probar que ¢ es inyectiva y que su imagen es una superficie no singular
de grado 2.

Sea V C P2 una cuddrica no degenerada.
(a) Probar que V es homeomorfa a P{. x P usando la funcién del ejercicio
anterior como homeomorfismo.

(b) Concluir que por cada punto de V pasan exactamente dos rectas
contenidas en V.

Primera forma fundamental

Calcular los coeficientes de la primera forma fundamental de las siguientes
superficies paramétricas en los puntos regulares.

(a) Elipsoide: ®(u,v) = (asin(u) cos(v), bsin(u) sin(v), ¢ cos(u));

(b) Paraboloide eliptico: ®(u,v) = (aucos(v), busin(v), u?);

(c) Paraboloide hiperbélico: ®(u,v) = (au cosh(v), businh(v), u?);

(d) Hiperboloide: ®(u,v) = (asinh(u) cos(v), bsinh(u) sin(v), ¢ cosh(u)).

Determinar los coeficientes de la primera forma fundamental de la esfera
52 en la parametrizacién dada por la proyeccién estereografica.

Las curvas coordenadas de una parametrizacién ®(u, v) forman una red de
Tchebyshev si las longitudes de los lados opuestos de cualquier cuadrilatero
formado por ellas son iguales.

(a) Probar que una condicién necesaria y suficiente para que esto ocurra
es que
OE  0G
v Ou



(b) Probar que si las curvas coordenadas de una parametrizacién forman
una red de Tchebyshev, entonces es posible reparametrizar el entorno
coordenado de modo que los nuevos coeficientes de la primera forma
fundamental sean

E=1, F = cosb, G =1,
donde @ es el dngulo entre las curvas coordenadas.

24. Probar que toda superficie de revolucién puede ser reparametrizada de
manera que los coeficientes de la primera forma fundamental sean

E=E{), F=0, G=1.



