GEOMETRIA PROYECTIVA - SEGUNDO CUATRIMESTRE DE 2025

Practica 2

El espacio proyectivo
1. Si k es un cuerpo y P" = P(k"*!) para n € Ny, probar que:

(a) PY es un punto;
(b) el hiperplano del infinito en P! es un punto;

(c¢) el hiperplano del infinito en P? est4 en biyeccién con P!

2. Sean L C A? la recta definida por aX +bY +¢ =0y L C P? la recta definida por
el polinomio homogeneizado aX + bY +¢Z = 0. Sean A2 = {[zx : y : 1] : z,y € R},
H, =[{Z=0}] c P2

(a) Probar que LNA?2 =Ly LNHy = {(—=b:a:0)}. Concluir que si dos rectas
son paralelas en A? entonces se cortan en un punto de Ha.

(b) Probar que H. es la tinica recta proyectiva que no corta a AZ2.
(¢) Concluir que todo par de rectas proyectivas se corta en exactamente un punto.

(d) Probar que dados dos puntos en P?, hay una tinica recta que pasa por ambos.

3. Sea f : V — W una transformacion lineal de k-espacios vectoriales. Sea g : V\{0} —
P(V) la aplicacién canénica al espacio proyectivo, g(v) = [v]. Probar que:

(a) f induce una aplicacién P(f) : P(V)\ S — P(W) donde S = g(ker(f) \ {0}).
En particular, para cada subespacio V' C V, tomando S = ¢(V'\ {0}) se tiene
una aplicacién P(V) \ S — P(V/V') denominada proyeccidn con centro S.

(b) P(f) = idp(yy siy sélo si f es una homotecia no nula.

(c) Se define el gupo lineal proyectivo PGL(V) como GL(V)/k*. Probar que
PGL(V) es un grupo y que actia fiel y transitivamente sobre P(V').

4. Decimos que un conjunto pi, . .., pp42 de n+2 puntos de P"(k) estd en posicién gen-
eral si ningin hiperplano contiene n+ 1 de los p;. Demostrar que dados pq, ..., pn42
Y q1,---,Qnt2 conjuntos de puntos de P"(k) en posicién general, existe un tnico
o € PGL(n+ 1,k) tal que o(p;) = ¢; Vi.

5. Sea U; = {[zo : 1 : 2] : 2; # 0} C P2, ;Cudles son los puntos de P? que no estan
en dos de los tres conjuntos Uy, Uy, Us?

6. Sean L : aX +bY +¢Z =0y L' : /X + VY +Z = 0 dos rectas en P?. Probar
que L=L'siysolosi[a:b:c]=][d:b :]. Concluir que hay una biyeccién entre
puntos del plano proyectivo y rectas contenidas en él. Dado P = [a : b : ¢] € P2
notamos P* a la recta aX 4+ bY + c¢Z = 0. Analogamente dada una recta L notamos
L* al punto correspondiente. La aplicacion —* es conocida como la dualidad del
plano proyectivo. Probar que:



(a) (P7)" =Py (L) = L;
(b) P € L siysolosi L* € P*;
()

)

(d) Dadas dos rectas Ly, Lo, la recta que pasa por LT y L3 es (L1 N La)*.

(P*NQ*)* es la recta que pasa por Py Q.

Usar este resultado para deducir que el inciso (¢) del ejercicio 2 implica el inciso (d)
del mismo.

.Sean P=pp:...:pn]y @ =1qo:...:qn] dos puntos distintos de P". La recta que
pasa por Py @Q es el conjunto

L={[Apo+pgo: ... : Apn + pign] | [\ : p] € P'}
(Notar que esta definicién es compatible con la del ejercicio 2).

(a) Probar que si 7" es un cambio de coordenadas proyectivo, entonces T'(L) es la
recta que pasa por T(P) y T(Q).

(b) Probar que si Ly, Lo son dos rectas que pasan por Py Ls, L4 son dos rectas que
pasan por @, existe un cambio de coordenadas proyectivo tal que T'(P) = Q y
T(L;) = Lito.

. Probar que existe una correspondencia biunivoca entre P"(V) y el conjunto de todos
los hiperplanos de P"(V*), y denotando H = P* a esta correspondencia, probar un
analogo al ejercicio 6.

. Plano proyectivo sintético. Un plano proyectivo sintético es un conjunto P con
una clase R C P(P) de subconjuntos llamados rectas tales que:

(i) si py p' son dos puntos distintos de P existe una tnica recta L tal que p € L
/
yp €L.

(ii) Si L y L' son dos rectas de P existe un tinico punto P € LN L.

(iii) P contiene un tridngulo, es decir tres rectas L, M, N no paralelas y no concur-
rentes.

(a) Completacion de un plano afin. Sea A = (X, L) un plano afin. Vamos a
construir un plano proyectivo A = (X, L) (agregando a A una recta, “la recta
del infinito”). Sea A el conjunto de las direcciones de A (clases de equivalen-
cia de rectas bajo la relaciéon de paralelismo). Tomamos X = X U A (unién
disjunta). Para cada recta ¢ € L denotemos [¢] € A la clase de equivalencia
de ¢ y definamos ¢ = ¢ U {[{]} C X (agregamos a ¢ el punto [{]). Definimos
L={0:0c L}U{A}. Demostrar que A es un plano proyectivo.

(b) Afinizacién de un plano proyectivo. Sea P = (X, L) un plano proyectivo
y sea m € L una recta. Vamos a construir un plano afin A,, = (P —m, Ly;,)
“quitando a P la recta m”. Para cada recta ¢ en P distinta de m sea £, =
¢ —m C P —m. Definimos L, = {{, : £ € L,{ # m}. Demostrar que A, es
un plano afin. Sea n otra recta en P. jSon A,, y A, isomorfos?
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Sean H y H' dos hiperplanos en un espacio proyectivo P(V'). Sea m un punto que
no esta en ninguno de los dos hiperplanos. Dado xz € H la interseccién de la recta
< max > con H' es un punto 7(z). Mostrar que la asignacién z — m(z) define una
transformacién proyectiva entre H y H'. Se la llama perspectividad de centro m
entre H y H'.

Pegado de proyecciones Sean H, H; y Hy tres hiperplanos en P(V) y my, mg €
P(V) dos puntos que no estdn en ninguno de los hiperplanos. Sea m; : H — H; la
perspectividad con centro m;. Probar que myom 1. Hy — H, es una transformacién
proyectiva. En el caso en el que dimV = 3, podemos interpretar a m; como la
proyeccién de una imagen en H a H; usando una cdmara ubicada en m;; esto implica
que usando cuatro puntos de referencia en la imagen en H podemos identificar todos
los puntos de la foto en H;y con su correspondiente punto en la foto en Hs.

.Son todas las transformaciones proyectivas entre dos rectas dentro de P? una com-
posicién de perspectividades?

Sean Iy, 12,13 y l4 cuatro rectas en P? por un punto P y sea L una recta secante
(una recta que no contiene a P). Sea a; el punto de interseccién de l; y L para
cada i € {1,2,3,4}. Demostrar que la razén doble [a1, ag, as,as] no depende de la
recta secante L elegida. Se llama la razén doble de las cuatro rectas y se denota por

(11, 12,13, 14].

Probar que la razén doble de las 4 rectas ly,la,13 y Iy en P?(V) es la razén doble de
los puntos que representan en P?(V*).

Se dice que cuatro lineas concurrentes di, ds, d3,ds en un plano afin P constituyen
un pencil armoénico si [dy, da, d3, ds] = —1. Demostrar que, para que las cuatro lineas
concurrentes dy, ds, ds, ds formen un pencil arménico, es necesario y suficiente que
una recta paralela a d4 intercepte a di, ds y d3 en los puntos a1, as, ag, de modo
que ag sea el punto medio del segmento ajas.

Aplicaciones de razones dobles y dualidad a problemas en el plano

Sea ABC un tridngulo, y sean A’, B’, C' puntos en los lados BC, AC'y AB respec-
tivamente. Sea D = B’C’ N BC. Probar que

A'B B'C CA

A'C B'A (C'B
Concluir que los teoremas de Menelao y de Ceva son significativos en el plano proyec-
tivo.

= (B,C; A", D).

Sean w una circunferencia y P un punto. Una recta que pasa por P cortaawen Ay
B. La dual de P corta a la recta AB en el punto (). Probar que (A, B; P,Q) = —1.

Un cuadrilatero ciclico ABCD es arménico si (A,C; B, D) = —1. Sean P un punto
exterior a una circunferencia I';, P.S y PT las tangentes desde P a I'. Sea L una recta
que pasa por P y corta a I' en dos puntos X e Y. Probar que entonces el cuadrilatero
XSYT es arménico.
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Sea ABCD un cuadrildtero armoénico inscrito en una circunferencia I'. Probar que
entonces las rectas BD, la tangente a I por A y la tangente a I por C concurren.

Sean I' una circunferencia, P un punto en el interior de I' y @) un punto en la dual
de P respecto de I'. Sea A un punto en GG. Las rectas PA y QA cortan nuevamente
al'en By C. Probar que B, C y el polo de la recta P(Q estdn alineados.

Sea ABCD un cuadrilatero inscripto en una circunferencia I', y sea P un punto
en la prolongacion de AC tal que PB y PD son tangentes a I'. La tangente en C
intersecta a PD en el punto Q y a la recta AD en R. Sea F el segundo punto de
interseccion entre AQ y I'. Probar que B, E y R son colineales.

Sean A, B,C, D cuatro puntos en una circunferencia I'. Sean P = AC N BD, Q =
AD N BC. Las tangentes a I por A y B se cortan en S. Probar que P,Q y S estdn
alineados.



