GEOMETRIA PROYECTIVA - SEGUNDO CUATRIMESTRE DE 2025

Practica 7

Segunda forma fundamental y curvatura de GGauss

1.

Describir las regiones de S? cubiertas por la aplicacién de Gauss de las
siguientes superficies:

(a) Paraboloide de revolucién: z = 22 + y?;
(b) Hiperboloide de revolucién: z? + y? — 2% = 1;

(c) Catenoide: x2 4 y? = cosh?(z).

Encontrar expresiones para la primera y segunda forma fundamental, para
la curvatura de Gauss y la media, y estudiar las direcciones principales en
una superficie de revolucion.

Probar que si una superficie S es tangente a un plano P a lo largo de una
curva C' C S, entonces los puntos de C' son puntos planares o parabdlicos
de S.

Sean S una superficie con curvatura de Gauss K > 0y C' C S una curva
regular. Probar que la curvatura k(p) de C en p satisface

#(p) > min{|k1], [k2|}

donde k1 y ko son las curvaturas principales de S en p.

Sea C' una curva plana contenida en el plano zy, que no corta al eje y y
tal que para todo punto p € C, la recta tangente en P corta al eje y a
distancia 1 de P.

(a) Determinar una ecuacién para C. A esta curva se la llama tractriz
(ver guia 4).

(b) Por rotacién de C alrededor del eje y se obtiene una superficie S,
llamada pseudoesfera. Determinar si S es una superficie regular y
encontrar una parametrizacién en un entorno de cada punto regular.
Mostrar que la curvatura de Gauss en todo tal punto es —1.

Probar que las tnicas superficies de revolucién con curvatura constante
nula son el cilindro circular recto, el cono circular recto y el plano.

Sea S una superficie regular. La indicatriz de Dupin de S en un punto p
es el conjunto de vectores w € T,S tales que II,(w) = £1. Probar que
si p es un punto eliptico la indicatriz de Dupin en p es una elipse. ;Qué
ocurre si p es umbilico?



8. Determinar los puntos umbilicos del elipsoide
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9. Sea a : (a,b) — R? una parametrizacién por longitud de arco de una curva
contenida en el plano xz, que notamos por «a(s) = (z(s),0,z(s)). Sea S
la superficie de revolucion de «a alrededor del eje z, y supongamos que S
tiene curvatura Gaussiana constante k. Mostrar que entonces

2 4+ kr =0,

z:/\/l—x’st.

Reciprocamente, mostrar que para cada k € R existe una superfice de
revolucion con curvatura de Gauss constante igual a k. ;Qué dimension
tiene el espacio de soluciones de la primera ecuacucién diferencial?

10. Probar que todas las superficies de revolucién con curvatura constante
k = 1 que intersecan perpendicularmente el plano xy estan generadas por
curvas de la forma

x(t) = C cost,

t
:/ 1— C2?sin®udu
0

para alguna constante C'. Determinar el dominio de ¢ y haga un gréfico
de la curva cortada en el plano zz cuando C =1, C > 10 C < 1. Qué
superficie obtenemos cuando C' = 17

11. Sean a,w : (—1,1) — R3 curvas regulares en el espacio tales que ||w|| = 1,
w’ es nunca nula y la imagen de

¢:(—1,1) x (=1,1) > (t,v) = a(t) + vw(t) € R?
es una superficie regular Sy, de hecho, ¢ es una parametrizacién regular.

(a) Probar que existe una curva 8 : (—1,1) — S tal que (§’,w’) = 0.
Deducir que existe una funcién A : (—1,1) — R que satisface

Bxw=\

(b) Calcular la curvatura gaussiana de S y probar que no es positiva.

12. Considere la superficie parametrizada
u? v3

o(u,v) = (u— 3 +uv? v — 3 +vu?, u? —v?).

(a) Calcule los coeficientes de la primera forma.
(b) Calcule los coeficientes de la segunda forma.

(c) Calcule las curvaturas principales y la curvatura de Gauss.
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(d) Pruebe que las lineas de curvatura son curvas coordenadas.

(e) Pruebe que las lineas asintéticas son: u+v = cte y u — v = cte.

Sea M C R3? una superficie orientable, conexa, compacta y de curvatura
gaussiana positiva en todo punto.

(a) Probar que la aplicacién de Gauss N : M — S? es un difeomorfismo
local y que es sobreyectiva.

(b) (para los que ya hicieron o estén haciendo topologia) Probar que N
es un revestimiento de S? y concluir que es un difeomorfismo.

Geodésicas

Sean X e Y dos campos de vectores en una superficie S paralelos a lo
largo de una curva o : I — S. Probar que || X (a(t))|| , ||Y (a(?))|] ¥ €l
angulo formado por X (a(t)) e Y(«(t)) son constantes.

Sea X, el conjunto de campos paralelos a lo largo de una curva o : I — S.
Probar que X, es un espacio vectorial real de dimension 2.

Calcular los simbolos de Christoffel de la parametrizacién por coordenadas
esféricas de S? y escribir la ecuacién diferencial de sus geodésicas. Concluir
que los meridianos son geodésicas.

El didmetro terrestre es 12516 km. Suponiendo que la tierra es una es-
fera calcular qué longitud tiene que tener un tridngulo equilatero en la
superficie terrestre para que su exceso angular sea de un grado.

Sea a C S una recta recorrida a velocidad constante. Probar que « es una
geodésica.

Sea S C R? una superficie simétrica respecto de un plano 7. Probar que
S N7 es una geodésica de S.

Sea a(s) = (z(s),0,2(s)) una curva parametrizada por longitud de arco
con x > 0. Sea S la superficie de revolucién obtenida al rotar « alrededor
del eje z.

(a) Probar que los meridianos de S son geodésicas.

(b) Dar una condicién necesaria y suficiente para que un paralelo de S
sea geodésica.

Probar que si todas las geodésicas de una superficie S son curvas planas,
entonces S esta contenida en un plano o en una esfera.

Sean S una superficie regular y ¢ : (=1,1) x (=1,1) — S una carta en la
que E =1y F =0. Probar que, para cada v € (—1,1), la curva definida
por a(t) = ¢(t,v) es una geodésica de S.

(Relacién de Clairaut) Sea S una superficie de revolucién suave y g una
de sus geodésicas. Denotemos por r(t) a la distancia entre g(t) y el eje de
rotacién, y por b(t) al dngulo entre la traza de g y el paralelo que pasa
por g(t). Demostrar que el producto r(t)cos(b(t)) debe ser constante.
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Sea S una superficie, f : S — S una isometria y supongamos que el
conjunto de los puntos fijos de f dado por

F={zeS: f(z)=1}

define una subvariedad de dimensiéon 1. Sea 7y una curva parametrizada
por longitud de arco v : I — F con I un intervalo abierto de R. Probar
que 7 es una geodésica de S.

(Teorema de Chasles) Consideremos el elipsoide

2 2 2
E={Z+L 12 _1ycms

que es una superficie regular. Por el ejercicio 24 (e) de la guia 3 una recta
genérica | C T, que sea tangente a E serd tangente a otro elipsoide de la

forma E) = {ai)\ + afi/\ + a;i)\ =1} en un cierto punto ¢ y los planos
tangentes a dichos elipsoides T, E) y T, E son perpendiculares entre si.
Sea v : (—€,e) — E una geodésica de E con y(0) = p y 7/ (0) = .
Consideremos las funciones A : (—€,¢) = Ry ¢ : (—¢,€) — Ex(t) que a
cada valor ¢ le asigna el ntimero real A(t) tal que la recta tangente a ~y(t)
en el punto 7(t) es también tangente al elipsoide Ey) en el punto ¢(t).

(a) Sea Z C P?(R) el conjunto de puntos que se corresponden a los
vectores tangentes 7/(t) variando ¢. Probar que Tj,/(+)Z es la recta
proyectiva que corresponde al plano por el origen paralelo al plano
osculador de « en el punto ().

(b) Probar que el plano osculador a «(t) es el plano Ty Exq)-

(c) Fijemos t € (—e,€). Sea Z C P2(R) el conjunto de puntos que se
corresponden a rectas por el origen en R* que son tangentes a E) ).
Probar que

Tty (#))Z = {rectas por (t) contenidas en Ty Ex)} C Th/(t)]Z.

(d) Concluir que la funcién A es constante.



