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ALGEBRA LINEAL - Practica N°5 - Segundo cuatrimestre de 2023

Determinantes

Ejercicio 1. Calcular el determinante de las siguientes matrices:

. -3 2 . 2 =2 ! 2 g
i) <4 5) ii) <1 1) iii) -3 0 -1
1 -4 -2
2 3 =25 5) 4 =2 5
2 -1 3
iv) -1 1 =2 V) b= 00 vi) 2 =3 06
P 2 0 -1 7 0 0 2 0
6 3 —4 8 -4 3 3 8

Ejercicio 2.
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—
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i) Sea A = (aij)i<ij<n € K™ " una matriz triangular superior. Probar que det(A) =

ii) Calcular el determinante de la siguiente matriz A € K™*"™:

0 0 ... 0 a
0 0 ay 0
A= : -
0 an 0 0
an 0 0 0

Ejercicio 3.
i)Si Ae K" B e K™y (C e K™ sea M € KPtm)Xx(+m) 13 matriz por bloques
M = (A C). Probar que det(M) = det(A) - det(B).

0 B
ii) Sean ry, ro,...,m, € Nysea A; € K" " para 1 <i < n. Dada una matriz por bloques
A; 0 0 ... O
0 A 0 ... 0
M = 0 0 As ... 0 ,
0O 0 0 ... A,

calcular det(M).

Ejercicio 4. Calcular los determinantes de las siguientes matrices:

1 2 3 T a a (1) 11 L
-1 0 3 a a a 1 :8 i i

iyl -1 -2 0 i) | a z a iii) :
-1 -2 -3 a a x Lz 0 @
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Ejercicio 5. Calcular inductivamente el determinante de la siguiente matriz A € R™*"™:

21 0 0 ... ... 0
1 2 1 0 ... ... 0
12 1 0 ... 0
A= . . L . .
0 o 1 2 1 0
0 0 1 1

0 0 1

Ejercicio 6. Dada la matriz de Vandermonde

1 1 ... 1
kl k?g e kn

Vikikos o ko) = | ¥ K . k|
[ T

probar que det (V(ki,ka,...,kn)) = [I (kj —ki).
1<i<j<n

Sugerencia: Sin pérdida de generalidad se puede suponer que k; # k; si ¢ # j. Considerando el

determinante de V' (k1, ko, . .
raices y factorizarlo.

Ejercicio 7. Calcular los siguientes determinantes:

.y kp—1,X) como un polinomio en X, probar que ki, ..

., k,_1 son sus

l+a 1406 1+4+c¢ 1+d 1 1 1
) 1+a?> 1+b6% 14+ 1+d? i) a? b 2
! 1+a® 1406 14+ 1+ ! a® b
T+a* 140 1+t 144 at bt
Ejercicio 8. Sean «ay,...,a, € R\ {0} distintos dos a dos. Probar que las funciones e**, ..., e**

son linealmente independientes sobre R. Deducir que R® no tiene dimensién finita.

n
Sugerencia: Derivar n — 1 veces la funcién ) ¢;e®®.
i=1

Ejercicio 9. Sea v; = (v;1,vi2,...,0in) € R" paral <i<n—1.

i) Probar que la funcién ¢ : R” — R definida por

v11 vz ... Vln
o(r1,z2,...,2y) = det
Un—11 Un—-12 ... Up—1n
T1 €T PN Ip
es una transformacion lineal.
ii) Probar que si {v1,...,v,—1} es linealmente independiente, entonces (vy,...,v,-1)° = (p) (es

decir, ¢(z1,...

,Zn) = 0 es una ecuacién implicita para el subespacio (v1, .

.. ,Un_1>).
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Ejercicio 10. Sea A = (a;j)1<ij<3 € R3*3 una matriz tal que A- | 2 | = | 2 |. Si det(A) = 3,
1 7
calcular el determinante de la matriz
a2 a22 a32
1 2 7

a1l +2a13  ag1 + 2a23  az1 + 2as33
Ejercicio 11. Dadas las matrices A, B € R?*? definidas por

13 2 —1
=) ()

probar que no existe una matriz C' € GL(2,R) tal que A-C = C - B. {Y si no se pide que C' sea
inversible?

Ejercicio 12. Sea A € R3*3 la matriz A = y sea B = (b;j)1<ij<3 € R¥*3 una matriz

o O O

1
1
2

W NN

tal que det(A + B) = det(A — B). Probar que B es inversible si y sélo si b1 # ba;.

Ejercicio 13. Calcular el determinante, la adjunta y la inversa de cada una de las siguientes
matrices:

9 3 2 -3 3 cos@ 0 —senb
i) ( 51 ) i) (-5 4 0 iii) 0 1 0
0o -2 2 senff 0 cosf

Ejercicio 14.

i) Resolver los siguientes sistemas lineales sobre Q empleando la regla de Cramer:

3xr1 —2x04+ 23 = 0,
) { -
1+ Txeg = 4. 901+ oyt Azy =

ii) Resolver el siguiente sistema lineal sobre Z7 empleando la regla de Cramer:

3zx+y+2z = 1,
T+ z = 6,
20 +2y+2 = 3.

Ejercicio 15. Sea A € Z"*" tal que det(A) = +£1. Probar que para todo b = (b1,...,b,) € Z",

existe un unico z = (x1,...,zy) € Z" tal que A-x =b.
a b ¢
Ejercicio 16. Sea A € R®3 lamatriz A= | d e f |. Sesabe que
g h i
1 b ¢ a 2 c a b -1
det | 2 e f| =0, det|{d 4 f]=0 y det|d e —-2]=0.
5 hoi g 10 i g h -5
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Calcular det(A).

Ejercicio 17.

i) Sea A = (aij)i1<ij<3 € K?3%3 no inversible tal que ajjass — ajzaz; # 0. Determinar la
dimensién de S = {z € K3: A-z = 0}.

ii) Sea A € K™ no inversible tal que adj(A) # 0. Calcular rg(A) y rg(adj(A)).
Ejercicio 18. Sean A, B, C, D € K™*". Sea M € K?"*?" ]a matriz de bloques
A B
M = < 4 D> |

Probar que si A € GL(n,K), det(M) = det(A-D - A-C-A"'-B). Siademas A-C =C- A
entonces det(M) = det(A-D — C - B).




