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ALGEBRA LINEAL - Practica N°4 - Segundo cuatrimestre de 2023
Espacio Dual

Ejercicio 1. Hallar una base del subespacio S = {p € (R3)* tp(1,-1,2) = 0}.

Ejercicio 2. En cada uno de los siguientes casos, hallar la base dual de la base B del K-espacio
vectorial V:

i) V=R? B={(1,-1),(2,0)},
11) V:R37 B: {(17_170)7(07170)7(0707 1)}7
iii) V=R3[X], B={-X+2, X -1, X?-3X +2, X3 -3X242X}.

Ejercicio 3. Sea B’ = {1, ¢2, p3} la base de (R?)* definida por
p1(z1, 22, 23) = 71 + T2, p2(21, 02, 03) = 21 + T3, p3(1, 02, T3) = T2 + T3.

Hallar la base B de R? tal que B’ = B*.

Ejercicio 4. Sean f1, fay f3 € (Ro[X])* las siguientes formas lineales:

i) Probar que {fi, f2, f3} es una base de (Ro[X])*.
ii) Hallar una base B de Ro[X] tal que B* = {fi, fo, f3}.

Ejercicio 5. Sea V un K-espacio vectorial de dimensién n.

i) Si 1,2 € V*\ {0}, demostrar que Nu(y1) = Nu(pz) si y solo si {1, 92} es linecalmente
dependiente.

ii) Sean ¢, ¢1,...,p, formas lineales en V* tales que
p1(z) = p2(z) = ... = pr(x) =0 = p(z) =0.
Probar que ¢ € (p1,...,¢5).
iii) Sean 1, ..., p, formas lineales en V*. Probar que

{¥1,...,0n} esbasede V' «— ﬂNu(gpi):O.
i=1

Ejercicio 6. Sea p(x1,79,73) = 271 + 312 — 73 € (R3)* y sea E* = {61,82,03} C (R?)* la base
dual de la candnica.

i) Calcular las coordenadas de ¢ en E*.

ii) Calcular las coordenadas de ¢ en la base B* = {1 + d2 + d3, 1 + 02,1 }.

iii) Sea S C R? el subespacio S = {(x1,72,23) € R3 : 221 + 3w3 — 3 = 0} y sea B C R3 la base
B ={(0,0,1),(0,1,—1),(1,—1,0)}. Encontrar una ecuacién para S en la base B.

(Sugerencia: notar que B* es la base dual de B y no hacer ninguna cuenta.)
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Ejercicio 7. Sea B C R? la base B = {(1,1),(1,—1)}. Encontrar las coordenadas de la base dual
de B en la base dual de la candnica.

Ejercicio 8. Sean B y Bj las bases de R? definidas por B = {(1,1,0),(1,0,1),(0,1,1)} y By =
{(1,1,-1),(1,-1,1),(=1,1,1)}. Si p € (R)* tiene coordenadas (1, —3,2) respecto de B*, calcular
sus coordenadas respecto de B7.

Ejercicio 9. Hallar una base de S° C V* en los siguientes casos:
i) V=R3S={(1-1,2),(21,3),(1,5,0)).
i) V=RY S ={(1,1,-1,1),(2,-1,3,1)).

iii) V= RS, S = {(:El,iﬂg,l'g) e R3: 1 +x3=0,20x1 —x0+ 23 = 0}.

2

Ejercicio 10. Sea B = <

fIL) =0y f (8 ‘1)> = 3. Calcular f(B).

] _12) ERP>*2Zy W ={AcR*>?: A.-B=0}. Sea f € W° tal que

Ejercicio 11. Para los siguientes subespacios S y T' de V, determinar una base de (S +7')° y una
base de (SNT)°.

i) V=R S=(1,1,-1,1),(2,-1,3,1)), T = {(2,—4,8,0),(—1,1,2,3)).

ii) V = R4, S = {(1‘1,$2,2§‘3,x4) eR*: r1—2x3=0,21 +29 + x4 = 0}, T = <(2, 1,3, 1)>
Ejercicio 12. Sea V un K-espacio vectorial de dimensién finita y S y T subespacios tales que
V=S®T. Probar que V* = S5° @ T°.

Ejercicio 13. Sea tr : K" — K la forma lineal traza. Dado a € K™*", se define f, : K" — K
como fo(z) =tr(a-x).

i) Probar que f, € (K™*™)* para cada a € K"™*".
ii) Probar que si f,(z) = 0 para cada x € K™*", entonces a = 0.

iii) Se define v : K™*™ — (K™*™)* por v(a) = fq. Probar que v es un isomorfismo.

iv) Sea f:R?*2 — R definida por

air a2
f = 3a11 — 2(112 + 5(122.
a1  a22

Encontrar una matriz a € R?*? tal que y(a) = f.

Ejercicio 14. Sea ¢ € (K™*™)* tal que p(a-b) = ¢(b- a) para cada a,b € K"*". Probar que
existe a € K tal que ¢ = actr. Deducir que si ¢(a-b) = p(b-a) para cada a,b € K™*" y ¢(I,,) = n,
entonces ¢ = tr.

Ejercicio 15. Sean ay,...,a, € K tales que o; # o si i # j. Para cada ¢, 0 < i < n, se define
€a; : Kn[X] = K como €,,(P) = P(a;).

(3
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i) Probar que By = {€ng; - - - €a, } €s una base de (K,[X])*.

ii) Sea B={Py,...,P,} la base de K,,[X] tal que B* = B;. Probar que el polinomio

n
P=> B P
i=0

es el inico polinomio en K[X] de grado menor o igual que n tal que P(a;) = §; para 0 < i < n.
Este polinomio se llama el polinomio interpolador de Lagrange.

iii) Probar que existen ntimeros reales ag, .. ., a, tales que, para todo P € R,[X],
1 n
/ P(z)dx = Z a; P(oy).
0 i=0

Hallar ag, a; v a2 en el caso en que n =2, ag =1, a1 = % y as = 0.

Ejercicio 16. Sean V y W K-espacios vectoriales de dimensién finita y sea f : V. — W una
transformacién lineal. Se define la funcién f¢: W* — V* de la siguiente manera:

fllo)=ypof.
ft se llama la funcién transpuesta de f.
i) Probar que f! es una tranformacién lineal.
ii) Probar que (Im(f))° = Nu(f?) y que Im(f*) = (Nu(f))°.

iii) Sean V =R2, W =R3y f(z1,22) = (271 — 72,321, 71 — 2T2).
SiB=1{(1,2),(1,3)} vy B1 = {(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)}, calcular |f|BB1 y |ft|BfB*'

iv) Si By Bj son bases de V' y W respectivamente, probar que

|f'1BrB= = (IfBB))"-




