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ALGEBRA LINEAL - Practica N°1 - Segundo cuatrimestre de 2023

Espacios Vectoriales

Ejercicio 1. Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones lineales no homogéneos y los sistemas
homogéneos asociados sobre K = R. ;Cambia algo si K = Q7 ;Y si K =C?

T1 4+ T2 — 223 + 14 = =2
i) 3x1 —2x0 + 3+ 9524 = 3 ii)
1 —To+x3+2r4 = 2

T1+ r2 +x3 — 214 + T35
1 — 3w + X3 + T4 + X5
3x1 — 5z + 3x3 + 375

Ejercicio 2. Determinar los ag, as,asz € R para los cuales el siguiente sistema admite solucién.

21 — 19 + x3
31+ 20+ 4I3
—x1 + 3T + 223

a1
a2
a3

Ejercicio 3.

i) Determinar todos los valores de k£ € R tales que cada uno de los siguientes sistemas tiene
alguna solucién no trivial y, para esos valores de k, resolverlos.

z1 + kro — 3 =0 ixl_:;:i? = 8

_ 2 _ 1 2 =
(a) x J:Ellcar;F T(jl: li :;:)33: = 8 g ka1 +xo +Kag + kg = 0
' ? ’ x4+ k2xo + kxs+kzy = 0

ii) Determinar para qué valores de k € R el siguiente sistema tiene solucién tnica, no tiene
soluciones o tiene infinitas soluciones.

1+ kxo — x3 = 1
—x1 + 22 + k2953 = -1
x1+ kxe+ (k—2)xs = 2

Ejercicio 4. Resolver el siguiente sistema en C3:

ixy—(1+i)za = 0
Ty —2x0+2x3 = 0
T1+2tax9—23 = 0

Ejercicio 5. Resolver el siguiente sistema en Zs:

r1+2x9+2x3+x4 = 4
2x1 + 3x3 4+ 24 = 2
4o + 223 + 4a4 =1

Ejercicio 6. Probar que si un sistema de ecuaciones lineales en el que todos los coeficientes son
racionales tiene una solucién en R entonces también tiene una solucién en Q.

Ejercicio 7. Probar que el conjunto V', con la suma y el producto por escalares de K definidos a
continuacién, es un espacio vectorial sobre K.
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i) V= KN = {(a;)ieny = (a1,az,...,an,...) : a; € K Vi € N} es el conjunto de todas las
sucesiones de elementos de K.

+ ¢ (ai)ien + (bi)ien = (@i + bi)ien
k.(ai)ien = (k.a;)ien
i) V =Rso, K = Q.
@ : abb=uab
® : 2®a=Ya™

Ejercicio 8. Sean V un K-espacio vectorial, k € K y v € V. Probar las siguientes afirmaciones:

=k=06v=0

=1

i) k0=0 i) ko=
i) —(—v)=w iv) —0=

=1

Ejercicio 9.
i) Dado v € R?, se define una funcién f, : R> — R? de la siguiente forma:
fol@,y) = (2, y) + 0.
Interpretar geométricamente el efecto de f, sobre el plano (f, se llama la traslacion en v).

ii) Probar que R? es un R-espacio vectorial con la suma +(2,1) ¥ el producto por escalares .( 1)
definidos de la siguiente forma:

(,9) +@) (@,y) = (x+2"=2,y+y —1)
r '(2,1)(x>y) = ’l“.(ZE -2,y — 1) + (2> 1)

(Este espacio se notara Ré 1) bara distinguirlo de R? con la suma y el producto usual. La
notacién se basa en que el (2,1) resulta el neutro de la suma + 1)).

iii) Interpretar geométricamente +(3 1) ¥ -(2,1), teniendo en cuenta que:
(z,9) +e1) (& y) = fe(fieo—1(@y) + f—o—n (')
7‘-(2,1)(%3/) = f(2,1)(7“-f(—2,—1)($7y))
Ejercicio 10.

i) Encontrar un subconjunto no vacio de R? que sea cerrado para la suma y para la resta pero
no para la multiplicaciéon por escalares de R.

ii) Encontrar un subconjunto no vacio de R? que sea cerrado para la multiplicacién por escalares
de R, pero no para la suma.

Ejercicio 11. Decidir cuédles de los siguientes subconjuntos son subespacios de V' como K-espacio
vectorial:
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i) Si={a-i:a€R}, V=C, K=R6K=C
i) So={feK[X]: f(1)=0} V=K[X]

)

)
iii) S3={M €K™ : M'=-M}, V=Kw"
iv) Sy={f €C®R) : f'+3f =0}, V=C®R), K=R
)

v) Ss={veRf,) :z+y=3}, V=R, K=R

vi) Sg = {(a;)ien € KY : 3k € Ntal que a, =0Vr >k}, V =KN

Ejercicio 12. Sean S y T subespacios de un K-espacio vectorial V. Probar que S UT es un
subespacio de V siysolosi SCT 6T C S.

Ejercicio 13. Encontrar un sistema de generadores para los siguientes K-espacios vectoriales:

iy C", K=R

i) S ={(z,9,2) eER®: 24+y—2=0,2—y=0}, K=R

iii) So = {(7,y,2) € (Z7)3: v +2y+2=0}, K=17

v) Sa={feR[X]: f(1) =0y f(2)=f(3)}, K=R
S5 ={(an)nen €RN: a; =0Vi>5,a; +2as —az3 =0, a2 +as =0}, K=R

V1

)
)
)
iv) S3={A€Q¥3: A=-A"}, K=Q
)
)
vii) S = {f € C®(R): f” =0}, K =R

Ejercicio 14. Decidir cudles de las siguientes afirmaciones son verdaderas y cudles falsas.
i) Sea V un K-espacio vectorial y sean v, w € V, k € K. Entonces < v, w > =< v, w+ k.v >.

ii) Sean vy, v2, v3, v4, w € R7 tales que < vy, vo, w > = < v3, v4, w >. Entonces < vy, vy > =
< V3, U4 >.

Ejercicio 15. Sea S = < (1,—-1,2,1),(3,1,0, 1), (1,1,—-1,-1) > C R*
i) Determinar si (2,1,3,5) € S.
ii) Determinar si {z € R*: 2y — 2y — 23 =0} C S.
iii) Determinar si S C {z € R*: 21 — 29 — 23 = 0}.
Ejercicio 16. Hallar un sistema de generadores para S N1 como subespacio de V en cada uno de
los siguientes casos:
i) V=R3 S=<(1,1,3),(1,3,5),(6,12,24) >, T=<(1,1,0),(3,2,1) >
i) V=R3>3 8§ ={(x)/xij =xj para 1l <i,j <3}, T = {(zi;) / x11 + z12 + 213 = 0}

iii) V=R[X], S={fcR[X]: f(1) =0}, T=<1,X, X2 X34+2X% - X, X°>
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Ejercicio 17. Decidir si los siguientes vectores son linealmente independientes sobre K.
) (1-X)P* (1-X)%1-X,1 en K[X]
i) (1 —14,4), (2,—1414) en C?>, para K =Ry K =C

iii) f(zr)=e", g(x) =z en REF
Ejercicio 18. Hallar, para cada k € R, la dimensién de los siguientes subespacios:

i) < (k,1,0), (3,-1,2), (k,2,-2) >CR3

i) <kX?+ X, X%2—k, k’X >CR[X

o (4 2)- (5 4)- >>cw

3 ok
iv) {r€R3: Az =0}, siendo A= [ 1 k2 + 4k | € R3*3
1 - k
Ejercicio 19. Sean vy,...,v, € R". Probar que {vi,...,v,} es linealmente independiente sobre
R si y solo si {v1,...,v,} es linealmente independientes sobre C.

Ejercicio 20. Completar los siguientes conjuntos linealmente independientes a una base del K-
espacio vectorial V' indicado.

i) {(1,1,1,1), (0,2,1,1)}, V=R* K =R

i) {X3-2X+1,X3+3X},V=R3[X], K=R

11 0 i 0 2 s B
111){(1, 1>,<1 1>,<1 1>},V—(C , K=RyK=C

Ejercicio 21. Extraer una base de .S de cada uno de los siguientes sistemas de generadores y hallar
la dimensién de S.

i) S=<(1,1,2), (1,3,5), (1,1,4), (5,1,1) > C R3, K =R

i) S=< X2+2X+1,X?2+3X+1,X+2>CR[X], K=R

o /(11 0 i 0 i 11 vy B
m)S—<<1 1>’<1 1>’<0 0>’<0 0>>§C  K=RyK=C

Ejercicio 22. Hallar una base y la dimension de los siguientes K-espacios vectoriales:
i)C, K=RyK=C
i) {f€QX]: f=06g(f) <3y (2> -2)| f}, K=Q

iii) {(an)nen € KN: g, = a; Vi, j}
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Ejercicio 23. Sean S y T los siguientes subespacios de R*:
S =<(1,2,1,0),(2,1,0,1) >, T ={xeR*/zy —3xy — 223 =0}.
Hallar un subespacio U de R?* tal que dimU =2y SNT c U c T.

Ejercicio 24. Determinar todos los k£ € R para los cuales:
i) <(-2,1,6), (3,0,—8) > =< (1, k, 2k), (—1,—1, k* — 2), (1,1, k) >.

i) SNT =< (0,1,1) >, siendo S ={z € R3: 21 + 29 — 23 =0} y T = < (1,k,2),(—1,2,k) >.

Ejercicio 25. En cada uno de los siguientes casos caracterizar S +7T C V y determinar si la suma
es directa.

i) V=R3 S=<(1,1,1)>, T=<(2,-1,1),(3,0,2) >
i) V=R[X], S={feR[X]: f=06gr(f) <3}, T={f €R[X]: mult(4, f) >4}
111) V= szs, S = {A € R2x3: A1+ Ay =0, 3499 — 2411 = A1z + Agg},

r=((; 4 1) (%3 0)

Ejercicio 26. Decidir si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. Justificar.
i) Si S, T son subespacios de R? con dim S = dim T’ = 2, entonces existe v # 0 tal que v € SNT.

ii) Si S, T, W son subespacios de R!!' tales que dimS = dim7T = dimW = 4, entonces
dim(SNTNW) > 1.

Ejercicio 27. Sea V un K-espacio vectorial y sean S, T' y U subespacios de V.
i) Probar que (SNT)+ (SNU)C SN (T +7U).
ii) Mostrar que, en general, la inclusién anterior es estricta.

iii) Probar que, si U C S, entonces vale la igualdad en 1i).

Ejercicio 28. Sean S, T'y U subespacios de un K-espacio vectorial V tales que SNT = SNU,
S+T=S+UyTCU. Probar que T'=U.

Ejercicio 29. Sea V un K-espacio vectorial de dimension finita y S C V un subespacio.

i) Probar que existe un subespacio T C V tal que S @ T = V (en este caso T se dice un
complemento de S con respecto a V).

ii) Hallar un complemento para las matrices de traza nula en k™*".

Ejercicio 30. Sea V un K-espacio vectorial de dimensién n y sea 7" un hiperplano de V' (es decir,
un subespacio de dimensién n — 1).

i) Probar que si v ¢ T, entonces T & < v > =V.

ii) Si S es un subespacio de V tal que S T, probar que S + T = V. Calcular dim(SNT).
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iii) Si Sy T son dos hiperplanos distintos, deducir dim(S N T).

Ejercicio 31. Sea V un Zj.espacio vectorial de dimensién n € N.
i) Calcular el cardinal de V.

ii) Sea K un cuerpo finito. Probar que existe p € N primo tal que K es un Z,-espacio vectorial.
Deducir que el cardinal de K es una potencia de p.

iii) Calcular la cantidad de subespacios de dimensién 1 y n — 1 que hay en V.

Ejercicio 32. Sean K un cuerpo infinito y V un K-espacio vectorial. Probar que V no es unién
de finitos subespacios propios.




