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Capitulo 1

Introduccion

Este borrador estd escrito principalmente para mi: ordenar qué contenidos voy
a dar, en qué orden, con qué profundidad. Es dificil encontrar un tnico libro que
contenga las cosas que se ven usualmente en Calculo Avanzado, excepto el de Kol-
mogorov y Fomin [8], asi que en la bibliografia sefalaré para qué parte de la materia
me parece Util cada uno.

1.1. Un problema

En cualquier materia de 4lgebra lineal, por basica que sea, vemos que el sistema
de ecuaciones A-x = b con x, b € RV, yAe RN*N puede resolverse de manera
unica cuando A es inversible.

Por ejemplo, si sabemos que A es diagonalizable (por ejemplo, si es simétrica),
existen una base de autovectores {u; }1<;<y, con autovalores asociados A;, podemos
escribir b en esta base con ciertos coeficientes c¢;, y sabemos entonces quién es la

solucién, pues
N

Ci N N
A~ qu, :ZII.A'M’.: Zciui:b.
i=1"" i=1"" i=1

(Qué pasa cuando el problema estd planteado en un espacio vectorial que no es
de dimension finita? Hay ejemplos concretos de estos problemas, de gran interés,
que aparecen naturalmente en problemas de origen fisico o matematico.

A mediados del s. XVIII, Euler se pregunt6 cudles eran todas las funciones f
periddicas de periodo 27, y se encontré con las series de Fourier. Claro que los ma-
tematicos de la época no estaban muy de acuerdo en que una superposicion infinita
de funciones, cada una multiplicada por un coeficiente arbitrario, fuese una funcion.

Pero en la misma época, Taylor resolvi6 el problema de la cuerda vibrante, hallar
la posicién v(x,7) en que se encuentra la cuerda para cada tiempo ¢t > 0 y en cada
punto x € [0, 7]. Obtuvo el resultado como el limite de un problema discreto, un
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collar con N masas equiespaciadas, conectadas por un hilo de masa despreciable!:
aparecieron discretizaciones de senos y cosenos, y en el limite, el desplazamiento
se obtenian las series de Fourier, pero tampoco fueron aceptadas.

Muchos otros matematicos se encontraron con estas series, pero no lograron im-
ponerlas, hasta que 50 afnos después Fourier las redescubri6 para resolver la ecua-
cién del calor: queria hallar una funcién u(x,#) solucion de la ecuacion en derivadas
parciales

du d%u

ot Ix%’
que cumpliese con la condicién inicial u(x,0) = f(x), y algunas condiciones de
borde (por ejemplo, u(0,7) = u(w,t) = 0 para todo ¢ > 0).

Uno puede preguntarse qué llevé a los matematicos a aceptar el trabajo de Fou-
rier (lleno de huecos, pasos dudosos, etc.), y probablemente fuese la serie que ob-

tenia como solucién, comparemos con los otros?:

Euler : ap+ Z apsen(nx) + bycos(nx);

n=1
Taylor : Z aycos(nt)sen(nx);
n=1
Fourier : Z ane_"2tsen(nx)
n=1

Informalmente, si uno acepta que los coeficientes a, sean acotados, puede dudar
seriamente de la convergencia de las dos primeras series® mientras que en la tercera,
cuando ¢ crece, hay un factor exponencial que parece garantizar la convergencia.
Para las dos primeras habria que pedir ademads que los coeficientes tiendan a cero (y
con cierta velocidad).

En el s. XIX comenzaron a formalizarse algunas cuestiones para justificar desa-
rrollos como los anteriores. Se descubrié que hacian falta diferentes espacios de
funciones (algunos los veremos en la materia, otros quedan para Real, Funcional o
Ecuaciones), espacios de sucesiones (por ejemplo, las tiras infinitas de coeficientes
(a1,ay,...,ay,...),y lo principal de todo, reproducir el andlisis y el dlgebra basicos:
definir limite, continuidad de funciones definidos en estos espacios, su derivabili-
dad... Parece sencillo, pero resulta que incluso las transformaciones lineales pueden
ser muy malas (incluso discontinuas!), cosa que no ocurre en dimension finita.

'la cuenta estd hecha en varios lados, aqui deberia poner alguna referencia
2Seguro que falta algiin 27
3Y tendria razén!
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Por otra parte, trataremos de entender ciertas propiedades generales que pueden
tener estos y otros espacios: existencia de conjuntos densos “manejables”, comple-
titud, conexién, compacidad, etc. Estos conceptos de tipo topoldgico se continuardn
luego en Topologia.

Volviendo a las series de Fourier, un problema importante, atin no resuelto del
todo, es el siguiente:

Supongamos que tenemos una serie trigonometrica

S(x) = ao+ Z apsen(nx) + bycos(nx);

n=1

¢ qué condiciones debemos imponer en un conjunto C tal que si S(x) = 0 para todo
x € C, entonces los coeficientes a,, b, son todos nulos?

Cantor fue el primero en estudiar una variante de este problema, la unicidad del
desarrollo de Fourier de una funcién: ;sera posible que una misma funcién f tenga
dos desarrollos distintos?, es decir, si

ap+ Z apsen(nx) + bycos(nx) = o + Z oy sen(nx) + B,cos(nx).

(podemos asegurar que a, = oy, y b, = 3, para todo n?

Al intentar resolver este problema, necesit6 mucha matemética nueva, y con-
ceptos novedosos como el de numerabilidad, o conjuntos perfectos, que veremos en
esta materia. Para los interesados, las primeras 25 paginas del articulo de A. Kechris
[6] es la mejor presentacion de las herramientas que veremos aqui y en Funcional
que se utilizan en este problema.

1.2. Contenidos

Los contenidos de estas notas se dividen en dos grandes grupos, por la tnica
razon de que uno entra para el ler parcial, y el otro para el 2do. La materia avanza
gradualmente, pero los conocimientos se acumulan rapido, y en cada tema nuevo se
utlizan los anteriores.

» Primera Parte:

e Cardinalidad.
e Espacios métricos y distancias

e Continuidad y continuidad uniforme.

6
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e Separabilidad, completitud y compacidad.

= Segunda Parte:

e Conexion.
e Espacios normados
e Convergencia de sucesiones y series de funciones.

e Diferenciacion en R” (y, para valientes, en espacios de Banach).

Puede haber cierta oscilacion cerca de la fecha del primer parcial, y de acuerdo
a quién sea el docente de la materia, con temas que cambien de un grupo al otro.
Esencialmente, son esos.

1.3. Advertencia:
Cuidado: las funciones pasaron a ser variables.

Hasta ahora, en las materias anteriores (con la excepcion del Taller de Célculo
Avanzado), se ensefiaron fécnicas para resolver ciertos problemas y habia ejemplos
modelo de lo que se tomaria en el parcial (aunque eran dificiles de descubrir a prio-
ri): un teorema de la clase tedrica era seguido por su aplicacion en distintos ejemplos
en la clase practica, y luego por unos 20 ejercicios para hacer en la guia. Piensen,
por ejemplo, en la resolucion de sistemas lineales, inversion de matrices, determi-
nantes, calculo de limites, diferenciacion, polinomio de Taylor, multiplicadores de
Lagrange para extremos...

En Célculo Avanzado se produce un quiebre, y el resto de las materias de la
licenciatura sera similar: el objetivo es estudiar ciertos conceptos, y las practicas
contienen ejercicios que profundizan detalles o consecuencias escondidas de las de-
finiciones. En los parciales se pedirdn demostraciones que son practicamente impo-
sibles de escribir si uno no entiende el o los conceptos involucrados en el problema.
En este sentido, la practica no estd para internalizar una técnica, sino un concepto, y
al no haber un procedimiento tipico para resolver los ejercicios, es posible que uno
se sienta desorientado al ver un problema por primera vez. E incluso por segunda
vez.
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1.4. Otra advertencia:

Un buen maestro protege a sus alumnos de su propia influencia.
Bruce Lee

Tengo cierta predileccidon por demostraciones sencillas, directas, cortas -y ulti-
mamente las empecé a coleccionar. Esto no quita que ciertas demostraciones clasi-
cas -aburridas, retorcidas- tengan otras ventajas. No estaria nada mal que cada uno
busque demostraciones alternativas a las que aqui se presentan.

Por ejemplo, no estan incluidas aqui las demostraciones de Stone-Weierstrass
utilizando polinomios de Bernstein, ni la que utilia convolucién. Tampoco la de
Arzela-Ascoli, via limite sobre un denso y extrayendo luego una sucesién diagonal.



Capitulo 2

Completitud y axioma de eleccion

2.1. Completitud

Paraddjicamente, este capitulo estd incompleto.

No se preocupe mucho, la matematica crecid durante siglos sin la necesidad de
formalizar este concepto.

Basicamente, el resultado central de esta seccién seria probar que los nimeros
reales con el orden usual son el Unico cuerpo ordenado completo. Hay distintas
formas de introducir los nimeros reales, siendo las principales:

= Griegos: asociar nimeros a puntos de la recta.
= Método axiomatico: axiomas de cuerpo, mds axiomas de orden (ver [12]).

= Método genético: construir los niimeros a partir de los nimeros naturales (u
otro conjunto intuitivamente comprensible).

Segin Bertrand Russell, la ventaja del método genético sobre el axiomatico era
la misma del trabajo honrado respecto al robo.

Las construcciones mas conocidas de los nimeros reales a partir de los naturales
(y su extensiones, los enteros y los racionales) son las siguientes:

» Cortaduras de Dedekind.

= Clases de equivalencias de sucesiones convergentes formadas por nimeros
racionales.

= Desarrollos decimales.
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Las construcciones anteriores (una cortadura, una clase de equivalencia, un
desarrollo infinito) corresponden a un nimero real, y se obtiene que no hay mas
nimeros que estos. Ademds, son equivalentes a las siguientes proposiciones que
garantizan la completitud:

= QGriegos: la recta no tiene huecos, mas arquimedianidad.

= Encaje de intervalos: toda sucesion de intervalos cerrados encajados tiene
interseccion no vacia.

= Toda sucesion mondtona y acotada es convergente.
» Toda sucesién acotada tiene subsucesiones convergentes.

= Axioma del supremo: todo conjunto acotado superiormente tiene un supremo,
la menor de las cotas superiores.

Se puede encontrar una discusion respecto a las equivalencias de estas proposi-
ciones en [3].

Una construccién mucho méds moderna, basada en juegos se debe a Conway,
sOlo que el conjunto que se obtiene es un poco mas grande: los nimeros surreales.

2.2. Axioma de eleccion

Esencialmente, el Axioma de Eleccion nos dice que para toda familia de con-
juntos no vacios existe un conjunto formado por un elemento de cada uno de ellos.
Es decir,

Axioma de eleccion: Para toda familia de conjuntos

ﬂ:{Ai : iEI}

con A; # 0, existe un conjunto C tal que para todo i € I, CNA; = {a;}.

Una formulacién alternativa, que podriamos demostrar facilmente a partir de lo
anterior, es la siguiente, formulada en términos de #?(X) (la coleccion de subcon-
juntos de X, también denotada 2%):

Teorema 2.2.1. Para todo conjunto X, existe una funcion
e: Z2(X)\0— X,

tal que e(A) = a € A.

10



Capitulo 3
Cardinalidad

Para releer cuando termine este capitulo. A esta altura pensara que tal vez haya
algtn error; mds adelante estard convencido. Pero resulta que no hay errores:

Problema:

A cada ntiimero real x € [0,1] le asignamos un subconjunto
contable S(x) C [0, 1]. ;Podremos elegir los conjuntos S de
forma tal que para todo par (x,y) € [0,1] x [0, 1], con x # y,
se cumple que y € S(x) 6 x € S(y) (pero no ambos)?

3.1. Definiciones basicas

La idea basica de cardinalidad es definir una relacion de equivalencia entre con-
juntos, y a cada clase de equivalencias le corresponderd un cardinal:

Definicion 3.1.1. Sean X e Y dos conjuntos. Decimos que son coordinables (o equi-
potentes, o que tienen el mismo cardinal) si existef : X — Y biyectiva. [Notacion:
X~Y]

Proposicion 3.1.2. La relacion ~ es una relacion de equivalencia.

Demostracion. 1.- Tenemos X ~ X, conid : X — X.

ii.- Si X ~ Y, existe f : X — Y biyectiva, definimos f‘1 :Y — X, biyectiva, con
locual Y ~ X.

.- Si X ~Y, Y ~Z existen f: X =Y, g:Y — Z biyectivas, con lo cual
podemos definir go f : X — Z biyectiva. U

Definicion 3.1.3. Definimos el cardinal de un conjunto X como la clase de equiva-
lencia de los conjuntos coordinables con X:

#X = Card(X)={Y : X ~Y}.

11
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Observemos que estas definiciones no dicen que dos conjuntos de igual cardinal
tengan el mismo niimero, la misma cantidad de elementos, sélo dice que hay una
biyeccidn entre ambos.

Definicion 3.1.4. Llamaremos I,, = {1,2,--- ,n}, el intervalo inicial del conjunto N
de los nimeros naturales.

Teorema 3.1.5. Sean n, m € N. Entonces, I, ~ I, si y solo si n = m.

Demostracion. Supongamos n < m. Observemos que si [, ~ I,,,, hay una biyeccién
entre ellos, y podemos definir f : I,,, — I,11 sobreyectiva, f(k) =k para 1 <k <
n+1, f(k) =1 si existe k > n+ 1, la composicion resulta sobreyectiva de I, en

In-l—l .
Sera suficiente probar que no existe f : I,, — I, | sobreyectiva. Lo hacemos por
induccion:

» n = 1: Podemos definir f(1) =1 6 f(1) = 2, pero en cualquier caso, no
serd sobreyectiva.

» Paso inductivo: supongamos que vale si 1 <k <n—1.Siexiste f: [, = L,
sobreyectiva, existe k tal que f(n) = k. Definamos una permutacion o de I,
tal que o (k) =n+ 1.

Ahora, oo f: I, — I,,4 es sobreyectiva, y oo f(n) = o(k) =n+1, con lo
cual la restriccién o o f \Hn_] : I,,—1 — I, es sobreyectiva, absurdo!

El teorema queda demostrado. [
Terminemos esta seccion con una serie de definiciones:

Definicion 3.1.6. Diremos que X es finito si existe n tal que X ~ I,,, y escribimos
n=#X.

Definicion 3.1.7. Diremos que X es infinito si no existe n tal que X ~ I,,.
Definicion 3.1.8. Diremos que X es numerable si X ~ N.

Definicion 3.1.9. Diremos que X es contable si X es finito o numerable.

3.2. Teoremas principales
Sabemos que hay infinitos cardinales, gracias a los conjuntos I,;: 1, 2,..., n,... y

debera haber algin cardinal més para los que tienen infinitos elementos. ; Habra mu-
chos mds? Cantor contest esta pregunta a mediados de la década de 1870:

12
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Teorema 3.2.1 (Cantor). Sean X un conjunto, y #(X) ={A : A C X}. Entonces,
#X £ 4P (X).

“Jamads seria miembro de un club que me acepte como miembro.”
Groucho Marx.

Demostracion. Supongamos que existe f : X — Z?(X) biyectiva. En particular, f
es sobreyectiva.

Dado x € X, puede ser que x € f(x) 6 que x € f(x). Definamos B como el
conjunto de elementos de X que no pertenecen al conjunto que f les asigna:

B={xeX :x&Z f(x)}.
Como f es sobreyectiva, existe y € X tal que f(y) = B, pero entonces
» Siy¢ B, entoncesy ¢ f(y), y por lo tanto y € B.
= Siy€ B, entonces y € f(y), y por lo tanto y ¢ B.
El absurdo vino de creer que existia f. [

[ Tendran cierta estructura los cardinales, se podran comparar al menos? Probe-
mos introducir un orden:

Definicion 3.2.2. Decimos que #X < #Y si existe f : X — Y inyectiva. Decimos que
#X <#Y si#X <#Y ynosetiene X ~Y.

Si este es un orden de los cardinales, tenemos #X < 2?(X), pues hay una in-
yeccién x — {x}, pero no una biyeccion, por el teorema anterior. Este resultado
nos dice que hay muchos mds cardinales de los que nos imaginamos (las partes del
conjunto de los cardinales que nos imaginamos tiene un cardinal mayor!)

Tenemos un candidato a orden entre los cardinales, pero no es obvio que real-
mente lo sea. Es claro que X < X, la identidad es inyectiva. Y también es transiti-
va, pues componer dos funciones inyectivas da una funcién inyectiva. El problema
estd en la antisimetria: ;es cierto que si X <Y,Y < X entonces X ~ Y ? El resultado
es afirmativo:

Teorema 3.2.3 (Schroder-Bernstein). Si existen f: X — Y, g: Y — X inyectivas,
entonces existe h : X — Y biyectiva.

Demostracion de Banach, Particion de dominios. Demostraremos que existen dos
particiones disjuntas de X e Y,

X =X1UXy, Y=Y,UDh

13



J.P. Pinasco CAPITULO 3. CARDINALIDAD

tales que
f: X1 =", g:Hh—=X

sean biyectivas.
Si tales particiones existen, tenemos

h(x) = { §£x> XeX

](x) xeXo

y claramente % es biyectiva.
Definamos @ : Z(X) — Z(X),

D(A) =X\ g(Y'\ f(A)).

Esta funcion es creciente, si A C B, entonces ®(A) C ®(B), pues

f(B)
DY\ f(B)
D g(Y\f(B))
CXCgY\f(B)

f(A) c

YA\ f(A

g(Y\ f(4)
X\g(Y\ f(A)

— N N

Sea @ ={CCX : &) C C}. Como X € €, no es vacio, y tiene sentido

definirse
A=()C.
ce?¢

Como A C C para todo C en &, ® es creciente, y ®(C) C C, tenemos P(A) C
®(C) C C paratodo C en €. Por lo tanto, P(A) C A.
Ademas, usando otra vez que es creciente, como P(A) C A, tenemos

D(P(A)) C D(A),
con lo cual ®(A) estien 6,y A C P(A).

Tenemos entonces A = ®(A), sea X; = A, Y] = f(A), Y, =Y \ f(A), y resulta
que g(Y2) = X, es exactamente X \ X, pues

A=X\g(r\ f(4)) < g(¥\f(4)) =X \A.

Claramente, f: X; — Y1 y g : Y» — X, son biyectivas (eran inyectivas, en estos
conjuntos son sobreyectivas por construccion).
El teorema queda demostrado. 0

14
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Observacion 3.2.4. En el libro de Kolmogorov y Fomin [8] hay una demostracion
distinta. La traduccion al castellano tiene un error de notacién que la dificulta nota-
blemente.

A continuacion, como ejemplo del teorema anterior, calcularemos el cardinal de
algunos conjuntos de nimeros.

Ejemplo 3.2.5. Los conjuntos de niimeros naturales, enteros, y racionales tienen el
mismo cardinal.
Por transitividad de ~, alcanza con ver que N ~ Z, y Z ~ Q.

» N~ Z: definimos iz : N — 7Z, la inclusion, inz(n) = n, que es inyectiva (pues
f(n) = f(m) <= n=m).
Ahora, definimos f : Z — N como f(a) =2a sia >0,y f(a) =2|a|+1
si a < 0, que también es inyectiva, pues manda los positivos en los pares
(y 2a = 2b si y s6lo si a = b), y los no positivos en los impares (también
2lal+1=2|b|+1siy sélosia=Db).

s Z ~ Q: definimos izgq : Z — Q, la inclusion, que es inyectiva.

Definamos f : Q — Z como f(a/b) = sgn(a)2!% - 3% Por el Teorema Funda-
mental de la Aritmética, es inyectiva.

Teorema 3.2.6 (Cantor). El cardinal de los reales es distinto del cardinal de los
naturales.

Primera demostracion: Supongamos que existe una biyeccién f : N — R, y tene-
mos f(n) = x,. Al real x, le asignamos un intervalo centrado en este punto de
longitud 27"

La unién de todos los intervalos, no necesariamente disjunta, tiene una longitud
menor o igual a la suma de las longitudes de los intervalos, pues tal vez se super-

pongan:
|
|Un Iy, |<Z|In 222_:1'
n=1 n=1

Claramente, quedaron niimeros reales afuera. [
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Capitulo 4
Cardinalidad

4.1. Conjuntos contables

Los conjuntos contables resultan mas sencillos de manipular, y podemos de-
mostrar una serie de resultados para ellos.

Ao largo de esta seccion, si consideramos una familia de conjuntos {X; }cy, los
suponemos disjuntos.

Teorema 4.1.1. Si X es numerable, entonces X = {x, }n>1.

Demostracion. Como X ~ N, existe f : N — X biyectiva. Definimos x,, = f(n), con
lo cual {x,},>1 C X. Por otro lado, si x € X, como f es sobreyectiva, existe m tal
que f(m) = ay por lo tanto @ = x,,; tenemos X C {x, }n>1- O

Ejemplo 4.1.2. Consideremos el conjunto A de sucesiones formadas s6lo por ceros
y unos,
A= {{an}n>1 ¢ ay € {0,1}} ={0,1}".

Entonces, A no es numerable.
Supongamos que si es numerable, y por el teorema anterior, escribimos

A= {{ai}an T 7{a{;}n21’ o }

Como todas las sucesiones de ceros y unos estarian contenidas en A, la sucesion
donde a, =1 —a] (en el enésimo lugar tiene lo contrario a lo que tiene la enésima
sucesion en el enésimo lugar) debe ser alguna de ellas, digamos la {a{l}nzl con lo

) 1 !
cual aj = ajyaj= 1 aj, absurdo!

Por lo tanto, el conjunto A no es numerable.

[

Teorema 4.1.3 (Cantor). El cardinal de los reales es distinto del cardinal de los
naturales.
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Segunda demostracion: Supongamos que existe una biyeccién f : N — R, y tene-
mos f(n) = x,.

Definimos una sucesion de intervalos [, de la siguiente manera: comenzando
con el intervalo [0, 1], lo dividimos en tres intervalos cerrados iguales, y al menos
uno de ellos no contiene a xi, ese sera nuestro /.

Si tenemos definido el intervalo /,,, lo dividimos en tres intervalos cerrados igua-
les, y al menos uno de ellos no contiene a x;, 1, ese serd nuestro 1, .

Por el Teorema/Principio de Encaje de Intervalos, existe un tnico x € R tal que
X € Np>11,. Este x no es ninguno de los x,, ya que fueron excluidos todos tarde o
temprano, y suponiamos que R = {x, },,>1.

Luego, no puede existir tal biyeccion. O

Teorema 4.1.4. Sea X numerable, Y C X. Entonces, Y es contable.

Demostracion. Queremos ver que Y es contable, es decir, finito o numerable. Su-
pongamos que no es finito.
Como X ~ N, X = {x,},>1. Definimos

n=min{neN : x, €Y},
e inductivamente, elegidos ny, ns, - - -, ny_1, definimos
ng=min{neN : n>n_y, x, €Y}.
Tenemos una subsucesion creciente de naturales, y definimos g : N — Y, g(k) = xp, .

= Verifiquemos que es inyectiva: si k # j, entonces ny 7 n; por ser estrictamente
creciente) con lo cual x,,, # Xn;-

= Verifiquemos que es sobreyectiva: un elemento cualquiera de Y corresponde
a algin x; de X, y por lo tanto, existe k tal que ny < j < ny. Pero como

J < ngr1 =min{n > ny : x, € B},
deberiamos haber elegido j en lugar de ny, |, debe ser j = n.
O
Teorema 4.1.5. Sea f: X — Y inyectiva, e Y numerable. Entonces, X es contable.

Demostracion. Como f es inyectiva, X ~ f(X),ycomo f(X) CY, f(X) es contable
por el teorema anterior. Luego, X es contable. [

Teorema 4.1.6. Sea f : Y — X sobreyectiva, sea Y numerable. Entonces, X es con-
table.
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Demostracion. Como Y es numerable, existe h: N — Y,y foh:N — X es sobre-
yectiva. Para cada a € A, definimos

ny=min{n € N : f(n) =x}.

Seag:X — N, g(x) = n,.
Verifiquemos que es inyectiva: g(x) = g(x’) si y sélo si ny = ny, es decir,

x=f(ny) = f(ny) =x & x=x.
Ahora, por el teorema anterior, X es contable. O
Teorema 4.1.7. Si X es contable, existe f : N — X sobreyectiva.

Demostracion. Si X es numerable, existe f : N — X biyectiva (y por lo tanto sobre-
yectiva).

Si X es finito, existe g : I, — X biyectiva, y definamos h: N — I, h(i) =i si
i <n,h(i)=nsii>n. Ahora, f = goh es sobreyectiva. O

Observacion 4.1.8. El hotel de Hilbert: un hotel con numerables habitaciones tiene
todas ocupadas. Cae un turista y pide una habitacion. El conserje le da la llave de la
primera, y le dice que vaya a la primera habitacién, y que le diga al ocupante que se
mude a la siguiente (y que el ocupante de esa se mude a la siguiente, etc.) Al final,
todos tienen habitacidn, pero dificilmente vuelvan a pasar una noche en un hotel en
esas condiciones.

Ejercicio 4.1.9. ;Qué pasa si el hotel estad todo ocupado y llega una delegacién con-
table? (contable, de finito y numerable, no de contadores). ; Consiguen acomodarlos
a todos?

Teorema 4.1.10. El conjunto N x N es numerable.

Demostracion. Por Schroder-Bernstein sale rapido. La funcion f: N — N x N de-
finida como f(i) = (i,1) es inyectiva. La funcién g : N x N — N definida como
f(i, j) = 23/ es inyectiva.

Otra demostracion: demuestre que

(k+j—2)(k+j—1)

k
> +

[k, j) =

es inyectiva (acd no hace falta el teorema fundamental de la aritmética), y como hay
una inyecciéon de N x N en N, el conjunto es contable, pero como no es finito, es
numerable. O

Teorema 4.1.11. Para n € N, sea X, un conjunto numerable. Entonces, X = U, X,
es numerable.
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Demostracion. Por ser numerables, existen f,, : N — X, biyectivas,

Xn = {fn(l)vfn(z)a}

Sea f: N x N — U,X, definida como f(n,m) = f,(m).
Verifiquemos que es sobreyectiva: si x € X, existe n € N tal que x € Xj,, y como
fn €s una biyeccion, existe m € N tal que x = f,(m). Luego, x = f(n,m).
Entonces, X es contable, y como no es finito (cada X, no lo es) es numerable.
[

Ejercicio 4.1.12. Sea L contable, y para cada A € L, sea X, contable. Demostrar
que

X =UperXy
es contable.

En particular: si cada X; es numerable, entonces U <<y X; €s numerable.
Si cada X; es finito, Ug>1 Xy es numerable.

Ejemplo 4.1.13. Sea QQ(x) el conjunto de polinomios con coeficientes racionales.
Afirmamos que Q(x) ~ N.

Sea Q,(x) = {p(x) € Q(x) : gr(p(x)) < n}. Tenemos
fn:Qn+l_>Qn(x)7 f(a()?"',an>:anxn+"'+a1x+a0~

Como cada f, es biyectiva, Q"' es numerable, y la unién numerable de numerables
es numerable, Q(x) es numerable.

Ejemplo 4.1.14. SeaA={reR : p(r) =0, p € Q(x)}. Entonces, A es numerable.
Por el ejemplo anterior, Q(x) es numerable, y como cada polinomio tiene finitas
raices, tenemos una union numerable de conjuntos finitos: A es contable. Claramen-
te, A no es finito porque todo g € QQ estd en A, es raiz del polinomio x — g.
Este ejemplo muestra que los nimeros algebraicos son numerables.

Ejercicio 4.1.15. Consideremos el conjunto Ag de sucesiones formadas sélo por
ceros y unos, pero que a partir de algin lugar, sélo tienen ceros:

Ao={{an}tn>1 : a, €{0,1}, y existe ng tal que a, =0sin > np}.

Entonces, Ap es numerable. ;Qué ocurre con las sucesiones A, formadas s6lo por
Ceros y unos, pero que a partir de algin lugar, sélo tienen unos?

Sugerencia: considere A}, las sucesiones de ceros y unos tales que a, = 0 si n >

j. Cada A(J) es un conjunto finito, con 2/ elementos, y su unién (no necesariamente
disjunta) es numerable.
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4.2. Conjuntos arbitrarios

En esta seccion analizaremos propiedades de conjuntos infinitos arbitrarios.
Teorema 4.2.1. Sea X infinito. Entonces existe Y C X numerable.
Demostracion. Esta demostracion depende del Axioma de Eleccion: tenemos

f:2(X)\0—X.

Elegimos un elemento x; = f(X), y definamos X; = X \ {x; }. Podemos elegir
ahora x, = f(X)).
En general, elegidos xp, - - - , x, elegimos

Xepr = f(Xe) = XN\ {xns- ).

Tenemos g : N — X, g(n) = x,,, que es inyectiva, y entonces g(N) C X es nume-
rable. D

Teorema 4.2.2. Si X es infinito, existe Y C X, Y numerable, tal que X ~ X \Y.

Demostracion. Por el teorema anterior, existe Y1 = {y1,y2,---} C X, con ¥ ~ N.
Sean ahora

Yo={y2,y4, -} = ontnz1, Y=y} ={va—1}n>1,

Tenemos By ~ Y, ~Y; ~ N, con lo cual existe g : Y1 — Y, biyectiva, y definimos
f:X — X \Y; de la siguiente manera:

. X xeX \ Y,
f()’)_{ g(x) x €y,
Esta funcidn es biyectiva entre X y X \ ¥;. [

Teorema 4.2.3. Si X ~Y, X' ~ Y/, tal que XNX' =0 =Y NY'. Entonces,
XuXx' ~Yuy'.

Demostracion. Como X ~ Y, existe fi : X — Y biyectiva.
Como X’ ~ Y, existe f> : X — Y/ biyectiva.
Definimos f: X UX’ — YUY’ como

[ ARG xex
f<x>—{ ity e

y es biyectiva. 0
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Teorema 4.2.4. Sea X infinito y X' numerable. Entonces, X UX' ~ X.

Demostracion. Sale usando los dos teoremas anteriores: escribimos X =Y U (X \
Y),conY ~ N,y sabemos que X ~ X \ Y. Ahora, como X' ~ N~ Y,

XUX' ~(X\Y)uXx’,
y el teorema queda demostrado. ]

Ejemplo 4.2.5. Recordemos los conjuntos A de sucesiones de ceros y unos, y Ag
aquellas que terminan en una tira de ceros. Los teoremas anteriores implican que

A ~A\A.

Mis atn, podemos restar las sucesiones que terminan en tiras de ceros y unos, con
lo cual
A~A\(AgUAY).

El ejemplo anterior es importante por distintos motivos: no hay nada especial
en considerar ceros y unos, podian ser digitos del 0 al 9 y el resultado es el mismo.
En base 10, los nimeros terminados en una tira de ceros tienen una representacion
alternativa terminada en una tira de 9 (recordemos que 1 = 0,999...). En base 2, los
nimeros reales del intervalo [0, 1] son sucesiones de ceros y unos, y también hay
ndmeros que tienen dos representaciones, una terminada en ceros, la otra en unos:

1
1=0,111---, pues Zﬁzl.
n=1

Tenemos entonces:

Teorema 4.2.6 (Cantor). El cardinal de los reales es distinto del cardinal de los
naturales.

Tercera demostracion: Si no se convencié con las demostraciones anteriores, pro-
bemos con una mds.
Como {0, 1} ~ 2 (N), su cardinal es estrictamente mayor al de N.
Definamos

X
f: [07 1] - {Oa 1}N7 f(X) = {xn}nZh X = 227

n>1

las cifras del desarrollo en base 2. Esta f es inyectiva.

Ahora, si definimos
Xn
8 {07 1}N - [07 1]7 {xn}n>1 Z 2_
n>1
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donde x,, =0 6 1 para cada n. Lamentablemente, esta funcidn no es inyectiva, porque
los nimeros que terminan en una tira de unos tienen otro desarrollo que termina en
una tira de cero.

Definamos S = {0,1}\ U;>1S;, con

Si={{xu}n>1 : %, =0,1, x, =0n>i},

y vemos que Sy {0, 1} tienen el mismo cardinal porque una unién contable de
conjuntos contables es contable, y ademads, al quitar un conjunto contable de un
conjunto infinito no numerable, queda de igual cardinal que antes (y en este caso
quedo infinito). [

Observacion 4.2.7. Hoy dia, que 0,999... = 1 y los cardinales transfinitos introdu-
cidos por Cantor reemplazaron el papel que jugaban los tres problemas clasicos de
la cuadratura del circulo, la triseccién del dngulo y la duplicacién del cubo. Cual-
quier foro de internet que se jacte de tener un publico matemdtico debe contener
al menos uno o més personajes que se dedican a demostrar que el cardinal de N
es igual al de R, o que 0,999... # 1. En general, s6lo conocen la demostracion via
el argumento diagonal (que aqui no vamos a reproducir, similar a la anterior, y que
pueden verla en [8]; tampoco voy a incluir la demostracion usando teoria de juegos).

Paraddjicamente, un “error” que encuentran algunos al argumento diagonal de
Cantor es el paso en que uno quita los desarrollos repetidos... porque creen en si-
multaneo que 0,999... # 1.

4.3. Operaciones con cardinales
Definicion 4.3.1. Dados dos cardinales n, m (no necesariamente finitos) sean X e Y
disjuntos tales que n = #X, m = #Y. Podemos definir las siguientes operaciones:

» Suma: n+m=#(XUY).

» Producto: n-m=#(X xY).

= Potencia: " =#{f:Y — X} = #(X").

Observacion 4.3.2. En nuestra definicion hemos tomado X e Y con los cardinales
correspondientes, y definimos las operaciones via los conjuntos. Deberiamos probar
que esta definicién es independiente de los conjuntos elegidos X e Y.

Por ejemplo, si n = #X', m = #Y’, debe ser n+m = #(X'UY’). Esto es cierto,
pues existen biyecciones f: X — X', g: Y — Y/, con lo cual definimos 2 : X UY —

X'UY’ como @) .
b4 z€X.
h(z) = { g(2) z€Y.

Ya vimos que esta funcién es biyectiva, complete los otros dos casos.
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Ejemplo 4.3.3. Si llamamos Xy = #Ny ¢ = #R, tenemos
N+ Xg= Ny, c+c=c,
y podemos verificarlo observando que
N={2n},>1U{2n—1},>1, [0,1)=1[0,1/2)U]0,1/2).

Que el cardinal de cualquier intervalo de la recta es ¢, podemos verificarlo obser-
vando que arctg(x) establece una biyeccion con el intervalo (—m/2,7/2). Ahora,
podemos llevar este intervalo a cualquier otro intervalo (a,b):

b
y= ;-(x—i—ﬂ:/Z)—f—a.

Si estan o no los bordes no es un problema: si a un conjunto infinito le unimos otro
contable, su cardinal no cambia.

Encuentre ejemplos analogos para el producto. Por ejemplo, Q = Z x N, R? =
R x R.

Observacion 4.3.4. En el caso de potencias, podriamos demostrar las reglas

ntonP = nm—&—p’ (nm)p -
Tomando N, M, P con cardinales n, m, p respectivamente, tenemos
NM s« NP~ NMUP

pues si f € NMYP £ MUP — N, tenemos (f|u, flp) € NM x NP, A la inversa,
dadas f € NM, g € N, definimos h € N¥YF | con h(x) = f(x) six € M,y h(x) = g(x)
sixeP.

Para el segundo, observemos que si f € (N¥)?, para cada z € P tenemos una
funcion f, : N — M. Siy € M. Pero a f.(y) podemos pensarla como una funcién de
dos variables g(z,y).

Teorema 4.3.5. Sea n el cardinal de los naturales o de los reales, m otro cardinal
tal que 2 < m < 2". Entonces m" = 2".

Demostracion. Sabemos que #N = #(N x N), y #R = #(R x R). Tenemos 2" <
m" < (2™)", pero este dltimo es 2" = 2",
Faltaria verificar que si m < p, entonces m" < p". Es suficiente observar que, si

f Y — Z es inyectiva, entonces para toda funcion g : X — Y tenemos fog: X — Z,
donde #X = n, #Y = m, #Z = p. O

Observacion 4.3.6. El mismo resultado vale con n un cardinal infinito arbitrario,
pero su demostracion depende de demostrar que #A = #(A x A), que a su vez de-
pende del axioma de eleccion
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Observacion 4.3.7 (Hipétesis del continuo). En la seccién anterior vimos que el
cardinal de R es igual al de {0, 1} Tenemos

c=2%0,

La hipétesis del continuo afirma que todo subconjunto de R tiene cardinal X
6 cardinal c. Cantor trat6 de demostrarla durante mucho tiempo, sin éxito. Luego,
en 1940, Godel demostré que no podia refutarse dentro de la teoria de conjuntos
de Zermelo y Fraenkel mas el Axioma de Eleccion. Finalmente, en 1963, Cohen
demostré que tampoco podia demostrarse en este contexto.

4.3.1. Solucion del problema inicial

Primera solucion: Si se puede. Supongamos que vale la hipétesis del continuo.
Como el [0, 1] sélo tiene ¢ elementos, hay un buen ordenamiento, y los colocamos
uno tras otro de manera tal que cada uno sélo tenga X predecesores. Para cada
x € [0,1], sea S(x) el conjunto de los y < x para este buen orden. Claramente, se
cumple que y € S(x) siy <x, 6x € S(y) six < y.

Segunda solucion: No se puede. Supongamos que no vale la hipétesis del con-
tinuo. Entonces, existe un conjunto A C [0, 1] cuyo cardinal es mayor a X( y menor
que ¢. Sea B = U,c4S(x), y por aritmética de cardinales, tiene igual cardinal que A.
Entonces, existe algin y € [0, 1] tal que y ¢ B, lo cual quiere decir que y ¢ S(x) para
los x € A. Pero s6lo numerables elementos de A pueden pertenecer a S(y), con lo
cual existe alglin £ € A que no estd en S(y), y tampoco y estd en S(£).
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Capitulo 5

Espacios métricos

El objetivo de este capitulo es abstraer las propiedades de la distancia euclidea
y generalizar la nocion de distancia para definir limite y continuidad en espacios
abstractos.

5.1. Definiciones basicas

Definicion 5.1.1. Sea E un conjunto. Una funcién d : E x E — R se llama una
métrica o una distancia sobre E si se cumple, para todo x, y, z € E:

1. (separa puntos) d(x,y) =0siy sélosix=y.

2. (simetria) d(x,y) = d(y,x).

3. (desigualdad triangular) d(x,y) < d(x,z) +d(z,y).

Al par (E,d) lo llamaremos un espacio métrico (idea de Frechet, 1906).

Observacion 5.1.2. Se suele pedir también d(x,y) > 0, pero esta propiedad se des-
prende de las anteriores:

0=d(x,x) <d(x,y)+d(y,x) =2d(x,y).

5.1.1. Ejemplos:
Funciones continuas en un intervalo cerrado

Dado un intervalo cerrado [a,b] C R, llamaremos C([a,b]) a las funciones f :
[a,b] — R continuas. Podemos definir distintas métricas en este conjunto:

deo(x,y) = sup |x(1) —y(1)].

a<t<b
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Las dos primeras propiedades de una distancia son inmediatas, para la desigualdad
triangular observemos que para ¢ fijo,

(1) = y(0)] < [x(t) —2(0) [ + [2(2) = y(1)],

y ahora usamos que el supremo de una suma es menor o igual que el supremo de
cada sumando.
Otra métrica posible es la siguiente:

) = [ 1) )l

bien definida por ser funciones continuas y por lo tanto integrables. Otra vez, las dos
primeras propiedades son inmediatas, y la tercera sale por la desigualdad triangular
para el médulo de los niimeros reales.

Observacion 5.1.3. Los espacios métricos (C([a,b]),d=) y (C([a,b]),d;) son muy
diferentes: compruébelo analizando la sucesion de funciones x, () definidas en [0, 1]
de la siguiente manera:

2nt 0<t<1/2n,
xn(t) =< 2n(1/n—t) 1/2n<t<1/n,
0 t>1/n.

Para d, esta sucesion converge a la funcion x(7) = 0, para d.. no es convergente.

Observacion 5.1.4. Es mds fécil considerar x,(¢) = ¢".

R”", distancia euclidea y generalizaciones

Cada punto x = (x,--- ,x,) podemos pensarlo como una funcién de I, en R.
Ademais de las distancias que vimos recién, podemos tomar

-

N
Il
_

1/2
dz(x,y)Z( (xl'—yi)2> = [lx—yll2,

y en general,

-

I
—_

1/p
dp(XJ)Z( (xz'—yi)”> =[x =yllp,

para 1 < p < oo, Se tiene (ejercicio!)

1

lim [Jx—y|, = méx |x; — yi| =[x — V|-
tim [lr—y, = max [x;— | = |x—y]|
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Espacio métrico discreto

Sea E arbitrario, y definimos d(x,y) = 1 para x # y, d(x,x) = 0. Verifiquemos
que cumple la desigualdad triangular,

d(x,y) <d(x,z) +d(z,y).

Six =y, es directo.

Si x # y, queremos ver que 1 < d(x,z)+d(z,y). Si ahora z # x, z # y tenemos
1 < 2. Para x = z resulta z # y, con lo cual vale (y el mismo razonamiento si z =y,
con lo cual z # x).

Es importante tener en mente este ejemplo, para conjuntos E de diferentes car-
dinales. Sirve de contraejemplo para muchas preguntas.

Ejercicio 5.1.5. Verifique que N con la distancia

I 1
d(n,m)zl—f—;—k% n#m,

y d(n,n) = 0 es un espacio métrico.

La nocién de distancia nos permite cambiar el problema de convergencia de
sucesiones en espacios raros por el problema de convergencia de sucesiones de
numeros:

Definicion 5.1.6. Sea (E,d) un espacio métrico, y {x,},>1 C E. Decimos que
{xn}n>1 converge/tiende a x, o que x es el limite de la sucesién {x,},>; cuando
n— oo si

lim d(x,,x) =0

n—yoo

Observacion 5.1.7 (Subespacio de un espacio métrico). Dado (E,d) un espacio
métrico, y A C E, tenemos un nuevo espacio métrico (A,dy), donde dy :AxA — R
es la distancia d restringida a A x A.

5.2. Topologia en espacios métricos

De ahora en adelante, (E,d) es un espacio métrico.

5.2.1. Abiertos

Definicion 5.2.1. El conjunto
B(x,r) ={y € E :d(x,y) <r}

es la bola abierta de centro x y radio r > 0.
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Definicion 5.2.2. El conjunto
K(x,r)={y€E:d(xy) <r}
es la bola cerrada de centro x y radio r > 0.

Observacion 5.2.3. Se tiene x € B(x,r) para todo » > 0. Ademads, si | < r, enton-
ces B(x,r;) C B(x,rp) (verifiquelo!).

Definicion 5.2.4. Sea A C E. Decimos que x es un punto interior de A si existe algin
r > 0 tal que B(x,r) C A.

Definicion 5.2.5. Un conjunto G se dice abierto si cada punto de G es un punto
interior de G.

Proposicion 5.2.6. Una bola abierta es un conjunto abierto.

Demostracion. Seay € B(x,r). Luego, d(x,y) <r.Sear; =r—d(x,y) >0, y con-
sideremos la bola B(y,r;) Afirmamos que estd contenida en B(x,r), pues si z €
B(y,r1), se tiene d(z,y) < ry,y

d(z,x) <d(z,y) +d(y,x) <ri+d(x,y) =r—d(x,y) +d(x,y) =r,
y la proposicidén queda demostrada. 0
Definicion 5.2.7. Dado A C E, definimos el interior de A,
A° = {x € A: x es un punto interio de A}

Proposicion 5.2.8. Se tienen las siguientes propiedades:

1.- A° C A

2.- A1 C Ay, entonces A] C AS.

3.- G es abierto si y solo si G = G°.

4.- A° es un conjunto abierto.

5.- 8i G es abierto, y G C A, entonces G C A°.

Demostracion. Demostremos que A es un conjunto abierto, los restantes son sen-
cillos. Para esto, basta demostrar que A° C (A°)°.

Si x € A?, entonces existe » > 0 tal que B(x,r) C A. Luego, B(x,r) C A? (por
2.-). Entonces B(x,r) C A° pues todo punto de la bola era interior. Tenemos que
x € (A%)? y por lo tanto, A = (A?)°. O
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Observacion 5.2.9. Tanto E como el conjunto vacio @ son abiertos. Meditese por
qué.

Teorema 5.2.10. La union de cualquier familia o coleccion de conjuntos abiertos
es abierta.
Toda interseccion de finitos conjuntos abiertos es abierta.

Demostracion. Union: sea {G;};cy una familia de conjuntos abiertos. Sea U = U;G;,
y queremos ver que U es abierto.
Si x € U, entonces existe i tal que x € G;. Entonces, como G; es abierto, existe
r > 0 tal que
B(x,r) C G; C U,

con lo cual B(x,r) C U, y entonces x € U°.
Esto prueba que U C U?, y por lo tanto son iguales.

Interseccién: sean Gy, - - - , G, conjuntos abiertos, y sea V su interseccion, Si x €
V, entonces x € G; para todo i, y por lo tanto, existen ry, - - - , r,, tal que B(x,r;) C Gi.
Sea r = min{ry,---,r,}. Tenemos B(x,r) C B(x,r;) para todo i, con lo cual
B(x,r) C G; para todo i, y por lo tanto estd en la interseccion. Como x € V era
arbitrario, tenemos V C V?, y es abierto. L]

Observacion 5.2.11. Si la interseccion se tomara con infinitos conjuntos, la iner-
seccion puede ser vacia, o no existir una bola contenida en todos. Por ejemplo, si
G; = (0,1/i), la interseccién es vacia. Si, en cambio, G; = (—1/i,1/i), la intersec-
cién es un Unico punto, el 0, y no existe una bola centrada en 0 que esté incluida
simultaneamente en todos los G;.

Definicion 5.2.12. Un conjunto V C E se llama un entorno de x si existe un conjunto
abierto Gtalquex € G C V.

Observacion 5.2.13. El conjunto V es un entorno de x si y s6lo si x € V.
Un conjunto G es abierto si y solo si es un entorno de cada x € G.

Definicion 5.2.14 (Métricas topolégicamente equivalentes). Sean d, d’ dos méricas
sobre E. Decimos que son topoldgicamente equivalentes si los conjuntos abiertos
de (E,d) y de (E,d’) son los mismos.

Teorema 5.2.15. Sean dos métricas d, d’ sobre E. Son equivalentes:
(1) Las métricas son equivalentes.

(2) Para todo x € E, y r > 0, existe ry tal que By(x,r;) C By(x,r). Reciproca-
mente, existe ry > 0 tal que By(x,r2) C Bl (x,r).
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Demostracion. Veamos las equivalencias.

(1) = (2) Sea x € G para la métrica d. Entonces, existe By(x,r) C G, y como
By (x,r1) C By(x,r) C G, luego x € G° para la métrica d’. El mismo razonamiento
vale intercambiando d y d'.

(2) < (1) Si G es un abierto para ambas métricas, dado x € G, existe una bola
By(x,r) que es un abierto para la métrica d, y lo es para d’. Por lo tanto, existe una
bola By (x,r1) C By(x,r). El mismo razonamiento vale intercambiando d y d’. [

Teorema 5.2.16. Sean d, d’ dos métricas sobre E, y m, M > 0 tales que
md(x,y) <d'(x,y) < Md(x,y)
para todo par de puntos x, y € E. Entonces, ambas métricas son equivalentes.

Demostracion. Dado x € E, y ry > 0, sea r = r;M, con lo cual si d(x,y) < rp, te-
nemos d’(x,y) < Md(x,y) < raM =r,y por lo tanto B;(x,r,) C By (x,r). El mismo
razonamiento vale para la otra inclusion. 0

5.2.2. Cerrados

Definicion 5.2.17. Decimos que x es un punto de adherencia del conjunto A C E si
para todo r > 0 existe a € A, tal que a € B(x,r).

Es equivalente decir que para todo r > 0, ANB(x,r) # 0.

Definicion 5.2.18. La clausura de A es el conjunto A formado por todos los puntos
de adherencia del conjunto A C E.

Proposicion 5.2.19. Sean A, B C E.
1- ACA.

2.- Si A C A, entonces A C Ay

3.- A=A
4- AUB=AUB

Demostracion. Las demostraciones de 1.- y 2.- quedan como ejercicio. En 3.- es
suficiente verificar que A C A, y el argumento es que si x € A, toda bola abierta
centrada en x tiene algiin punto a € A, pero ahora metemos una bola centrada en a
dentro de la otra, y contiene algin punto de A.

Para demostrar 4.-, observemos que

ACAUB=ACAUB,
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BCAUB= BCAUB,
con lo cual
AUBCAUB.
Para ver la otra inclusion, tomemos x € AU B, y supongamos que no pertenece
aAniaB.
En tal caso, existen rq, rp > 0 tales que

ANB(x,r;) =0 BNB(x,rp) = 0.

Tomemos r = min{ry,r}, y por lo tanto, (AUB) N B(x,r) = 0. Esto es absurdo,
porque x estd en la clausura de A UB. [l

Definicion 5.2.20. Un conjunto se llama cerrado si F = F.
Recordemos que para verificar la igualdad es suficiente probar que F C F.

Teorema 5.2.21. Sea A C E, e indicamos con A¢ su complemento. Entonces,

(A = (4°)°.

Demostracion. Veamos la doble inclusion.

Si x € (A)¢, existe un r > 0 tal que B(x,r) NA = 0. Luego, B(x,r) C A,y x €
(A9)°.

A la inversa, si x € (A°)?, existe r > 0 tal que B(x,r) C A°. Luego, x € A, y

x € (A)°. O
Corolario 5.2.22. A es cerrado siy sélo si A es abierto.
Demostracion. Directa de la demostracion anterior. Releerla hasta estar seguro. [

Observacion 5.2.23. La clausura de A es el menor cerrado que contiene a A:
1-ACA
2.-Si F esuncerradoy A C F, entonces A C F C F.

Teorema 5.2.24. La interseccion de cualquier familia o coleccion de conjuntos
cerrados es cerrada.
Toda union de finitos conjuntos cerrados es cerrada.

Demostracion. Supongamos {F;}ic; una familia arbitraria de conjuntos cerrados,
F=F,.
Sea F = N;F;, veamos que F = F. Complementando,

F = (NiFy) = UFS = (UFY)°?,

por ser unién de abiertos. Luego, como el complemento de F es abierto, F = F.
Para la union, sale por induccion y el punto 4.- de la Proposicion 5.2.19. [l
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Proposicion 5.2.25. Sea a € E. Entonces, {a} es cerrado.
Demostracion. Ejercicio. Recuerde que la distancia separa puntos. [
Proposicion 5.2.26. Sea A C R no vacio y acotado. Entonces, sup(A), inf(A) € A.

Demostracion. Ejercicio. Recuerde que siempre existe una sucesion en un conjunto
que tiende al supremo, y otra que tiende al infimo. [

Definicion 5.2.27. Decimos que x es un punto de acumulacién de A si para todo
r > 0, el conjunto AN B(x,r) es infinito.

Es equivalente decir que cada entorno de x contiene un punto de A distinto de x.
Demuéstrelo.

Definicion 5.2.28. El conjunto de puntos de acumulacion de A se denomina con-
junto derivado de A,

A" = {x: x es un punto de acumulacion de A}.

(Es posible que un conjunto cerrado no tenga puntos de acumulacién? La res-
puesta es que si, ya que A = {x} es cerrado, y no hay infinitos puntos en A. También
es posible que en un espacio no haya puntos de acumulacién, por ejemplo, cuando
d es la distancia discreta.

Teorema 5.2.29. Sea A C E. Entonces, A=AUA'.

Demostracion. Supongamos que x € A, pero x ¢ A. Veamos entonces que x € A', es
decir, A\A C A’

Como x € A pero x € A, en la bola B(x, 1) existe al menos un punto a; € A, aj #
x. Definimos inductivamente r, = d(x,a,_1), y ahora en la bola B(x,r,) existe un
an € A distinto de x y de los @¢; con 1 <i <n— 1. Luego, existen infinitos elementos
de A en cualquier bola. [

Corolario 5.2.30. Si A es cerrado, A’ C A.
Definiciéon 5.2.31. Decimos que un conjunto A es denso en si mismo si A C A’.

Por ejemplo, cualquier intervalo de la recta es denso en si mismo (si no es de la
forma [a,a)).

Definicion 5.2.32. Un conjunto A se dice perfecto si es cerrado y denso en si mismo,
A=A
Ejercicio 5.2.33. Sea .7 (A) = {F : F C A, F es finito}. Demostrar que

A" =NpegmA—F.

Definicion 5.2.34. Dado A C E, decimos que x es un punto de la frontera de A si
para todo r > 0, se cumple

B(x,r)NA#0, B(x,r)NA°#0.

Al conjunto de puntos frontera lo llamamos dA.
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5.3. Distancia a conjuntos

Definicion 5.3.1. Dados x € E, A C E no vacio, la distancia del punto x al conjunto
A se define como
d(x,A) = inf{d(x,a) : a € A}.

Teorema 5.3.2. Dado A C E, para todo x, y € E se tiene
|d(X,A) - d(yvA)| S d('xvy)'

[La funcion d(-,A) : E — R es uniformemente continua, si hubiéramos definido
continuidad uniforme. |

Demostracion. Dado a € A, tenemos d(x,a) < d(x,y) +d(y,a), con lo cual
infoea{d(x,a)} <d(x,y) +§g£{d(y7 a)}t,

y tenemos d(x,A) < d(x,y)+d(y,A).
Intercambiando el papel de x e y, llegamos a d(y,A) < d(x,y) +d(x,A), y jun-
tando ambas, como

d(x7A) - d(y7A) S d(x7y)
d<y7A) _d(x7A) S d(x,y),

se tiene |d(x,A) —d(y,A)| < d(x,y). O
Teorema 5.3.3. Se tiene d(x,A) = 0 si y sélo si x € A.

Demostracion. Ejercicio sencillo: x € A si y sélo si para todo & > 0 existe a € A tal
que a € B(x,8), con lo cual d(x,A) < §. [En otras palabras, usamos la continuidad
de la funcion d, si supiéramos que es continua]. 0

Definicion 5.3.4. Dados A, B C E, no vacios, definimos la distancia entre ambos
conjuntos como
d(A,b) =inf{d(x,y) : x€A, y € B}.

Observacion 5.3.5. Varios detalles para meditar:
= La distancia entre dos conjuntos no vacios es siempre finita.
» La distancia entre dos conjuntos puede ser cero aunque no se intersequen.

= La distancia entre dos conjuntos puede ser cero aunque no se intersequen y
ambos sean cerrados.
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Continuidad

6.1. Sucesiones de Cauchy

Definicion 6.1.1. Decimos que un conjunto A C E es acotado si existenx € E, r > 0
tal que A C B(x,r).

Recordemos ademds que una sucesion {x,},>; converge a x en E si para todo
€ > 0 existe ng tal que si n > ng, tenemos d(x,x,) < €.

Definicién 6.1.2. Una sucesion {x, },>; se dice de Cauchy si para todo € > 0 existe
np € N (que depende de €) tal que si n, m > ng, entonces d(x,,xy,) < €.

Tenemos el siguiente resultado:
Teorema 6.1.3. Sea (E,d) un e.m.y {x,},>1 C E.
(1) Si{x,}n>1 es de Cauchy, el conjunto {x, : n € N} es acotado.

(2) Si{xn}n>1 esde Cauchyy contiene alguna subsucesion convergente, entonces
{xn}n>1 es convergente.

(3) Si{xn}n>1 es convergente, entonces es de Cauchy.

Demostracion. Veamos cada item.

(1) Dado € > 0, existe ng € N tal que si n, m > ng, entonces d(xy,x,) < €.

Sea dj = d(xyy,xj para 1 < j <x,,_1. Sea M = méax{e,d; 1 < j<ny—1}.
Entonces, {x, : n € N} C B(x,,,M).

(2) Sea {x},> una subsucesién converge a x, con lo cual dado € > 0 existe ko tal
que para todo k > ko, d(x,,x) < €/2.
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Por otra parte, como es de Cauchy, existe ng tal que si n, m > ng, tenemos
d(xn,xm) < €/2.

Sea n > max{ko,no}, y ng, < n < ny. Entonces,

£ &
d(xn,x) S d(xnvxnk) +d(xnk7x) < 5 + 5 = €.
(3) Si {x,}n>1 es convergente, entonces existe ng tal que sin > ng, d(x,x,) < €/2.
Sean n, m > ng, entonces

(e 50) < d50,0) +d(x,00) < 545 =

y la sucesion es de Cauchy.

6.2. Funciones continuas

Definiciéon 6.2.1. Una funcién f : E — E’ es continua en el punto x € E si para cada
€>0existe § >0tal quesiy € E, d(x,y) < 8, entonces d'(f(x), f(y)) < €.

Interpretemos esta definicion en términos de las métricas: para cada € > 0 existe
0 > 0 tal que siy € B(x,6), entonces f(y) € B(f(x),€).

Es decir, para cada € > 0 existe § > 0 tal que f(B(x,0)) C B(f(x),¢€).

Podemos reescribir esta definicion de manera topoldgica:

Definicion 6.2.2. Una funcién f : E — E’ es continua en el punto x € E si para cada
entorno V de f(x) en E’, existe un entorno U de x en E tal que f(U) C V.

Decir que f(U) C V es equivalente a decir que U C f~!(V), con lo cual pode-
mos afirmar que para cada entorno V de f(x), la imagen inversa f ~! es un entorno
de x.

Definicion 6.2.3. Una funcién f : E — E’ es continua en E si es continua en todo
punto x € E.

Teorema 6.2.4. Una funcion f : E — E' es continua si la preimagen de un abierto
en E' es abierto en E.

Demostracion. Veamos las dos implicaciones
=) ejercicio. [Hay que tomar V abierto en E’, y verificar que U = f~!(V) es
abierto en E. Para eso, dado x € E con f(x) € V, al ser V abierto existe € tal que
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B(f(x),e) CV, pero como f es continua en x, existe d tal que siy € B(x, ), enton-
ces f(y) € B(f(x),€), y por lo tanto B(x,5) C U. Esto vale para todo punto de U,
con lo cual es abierto. ]

<) también. [Este es mds facil: tomen V = B(f(x),€) en E/, y six € U =
f~Y(V), como U es abierto, existe una bola de radio & tal que x € B(x,8) C U, pero
entonces, f(B(x,8) CV =B(f(x),€).] O

Complementando, vale cambiando abiertos por cerrados.

Teorema 6.2.5. Una funcion f es continua en x si y solo si transforma cualquier
sucesion convergente a x en una sucesion convergente a f(x).

Demostracion. =) Supongamos que x, — x cuando n — oo. Como f es continua
en x, para todo € > 0 existe § > 0 tal que si d(x,y) < & entonces d'(f(x), f(y)) < €.

Como la sucesion es convergente, existe no(9) tal que para todo n > ng, se
tiene d(x,x,) < 8. Entonces, d'(f(x,), f(x)) < &, con lo cual f(x,) — f(x) cuando
n— oo,

<) Supongamos que f no es continua en x. Entonces, existe € > 0 tal que para
todo § > 0, existe y tal que d(x,y) < 0 pero d'(f(x),f(y)) > €.

Tomando & = 1/n, existe un x, tal que d(x,x,) < & pero d'(f(x), f(x,)) > €.
Con lo cual conseguimos una sucesion x, — x cuando n — oo, pero f(x,) 4 f(x).
Absurdo, ya que por hipétesis f(x,) — f(x). O

Teorema 6.2.6. Una funcion f : E — E' es continua si para todo A C E,

f(A) C f(A).
Demostracion. Otro ejercicio, pero mas fécil. 0

Vimos que para que una funcién sea continua en un punto x, dado € > 0 existe
un & > Otal que f(B(x,0)) C B(f(x),€). Este d depende tanto de € como del punto
x donde miramos la continuidad.

Si podemos tomar 6 independiente del punto x, tenemos el concepto de conti-
nuidad uniforme:

Definicion 6.2.7. Una funcién f : E — E’ se dice uniformemente continua si para
todo € > 0 existe J tal que si d(x,y) < & entonces d'(f(x), f(y)) < €.

Teorema 6.2.8. Sea f : E — E' tal que existe C >0y

d'(f(x),f(v)) < d(x,y).

Entonces f es uniformemente continua.

Demostracion. Dado € > 0, tomamos 0 = €/C, y listo. O
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Ejemplo 6.2.9. Sea F : C([a,b],R) — R, con d(f,g) = sup,«,<, | f(t) —g(t)|,

ﬂﬂzéﬁ@w

Dadas f, g € C([a,b],R), tenemos
b b
F()-F@)I=| [ (O - < [ 176)~g(o)las

b
< [ d(f.gdi = (b-ad(f.e)
a
y por lo anterior es uniformemente continua.

Definicion 6.2.10. Sea f : E — E’ biyectiva, continua y tal que su inversa también
es continua. En tal caso, diremos que f es un homeomorfismo.

Observacion 6.2.11. Dado un homeomorfismo f : E — E’, y los abiertos de E,
sabemos quiénes son los abiertos de E’: basta calcular las imdgenes f(G) con G C E
abierto.

Definicion 6.2.12. Sea f : E — E' biyectiva tal que d(x,y) = d’'(f(x), f(y)). En tal
caso, diremos que f es una isometria.

Observacion 6.2.13. Dada f biyectiva, es posible que sea continua pero que su
inversa no lo sea

6.2.1. Semicontinuidad

Definicion 6.2.14. Sea f : E — R. Sea M f(xo) = sup{f(x): x € B(x9,0)NE}. El
limite superior de f en xg es

lim sup f(x) = im Ms(f(x0)) = inf  sup  f(x).
X=X 6—0 6>0xeB(x,8)NE

Definicion 6.2.15. Sea f : E — R. Sea mgf(xg) = inf{f(x): x € B(xg,8) NE}. El
limite inferior de f en xg es

lim inf = lim =su inf .
f £ = imms(/ () = sup _ inf (2

Observacion 6.2.16. Observemos que si d; < &;, tenemos
Ms, f(xo0) < Mg, f(x0),
mg, f(x0) > ms, f(xo).

Luego, ambos limites existen por la monotonia de M y m.
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Se tiene el siguiente resultado:

Teorema 6.2.17. Sea f : E — R. F es continua en x si y solo si

liminfy—x, f (x) = limsupy—x, f (x).
Demostracion. Ejercicio. [

Definicion 6.2.18. Sea f : E — R. Decimos que f es semicontinua superiormente
(s.s.) en xg si
f(x0) > lim sup f(x).

X—X0

Decimos que f es semicontinua inferiormente (s.i.) en xq si

flxo) < lim inf f(x).

X—X0
Teorema 6.2.19. Sea f : E — R y xg € E. Son equivalentes:
(1) Fess.i.enE.
(2) Paratodo a € R, el conjunto {x € E: f(x) < a} es cerrado.
(3) Para todo a € R, el conjunto {x € E: f(x) > a} es abierto.
Demostracion. Ejercicio. [
Teorema 6.2.20. Sea f: E — Ry xg € E. Entonces,
= Fess.ienk.
» Paratodo a € R, el conjunto {x € E: f(x) < a} es cerrado.

Demostracion. Ejercicio. [
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Capitulo 7

Separabilidad

7.1. Estructura de los conjuntos abiertos

Muchas propiedades topoldgicas de un espacio se caracterizan a través de los
abiertos que posee, o de ciertos subconjuntos especiales. Vamos a estudiar aqui la
separabilidad, que generaliza ciertas propiedades derivadas de la existencia de Q
como subconjunto de R.

7.1.1. Estructura de los conjuntos abiertos de la recta real

En general es dificil caracterizar los conjuntos abiertos para un espacio métri-
co cualquiera. En el caso de la recta, tenemos una caracterizacion en términos de
intervalos, incluyendo los de la forma (a,+o0), (—o0,b), (—co, +o0).

Definiciéon 7.1.1. Sea G C R abierto. Un intervalo I = (a,b) se llama un intervalo
componente de G si cumple:

1.- I CQG,
2-a¢G,bg0G.

Observemos primero que dos intervalos componentes de un conjunto G son
iguales o disjuntos: six € (a,b)N(c,d), y tenemos a < ¢ < x, debe ser ¢ € (a,b) C G,
pero por definicién de intervalo componente, ¢ ¢ G. De la misma manera, no puede
ser ¢ < a < x, con lo cual tenemos a = c¢. Un razonamiento analogo b = d.

Ahora, dada C = {(a;,b;) : i € I'} una familia de intervalos componentes disjun-
tos, podemos definir f : C — Q, que a cada intervalo (a;,b;) le asigna un racional
qi € (a;,b;). Como esta funcion es inyectiva, #I < #C, y resulta a lo sumo numera-
ble.
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Veamos ahora que todo punto de un abierto G pertenece a un intervalo compo-
nente. Dado x € G, definimos

a=sup{y:y<ux,y€ G}, b=inf{z:7z>x,z€ G}.

El intervalo (a,b) C G, pero a, b ¢ G, con lo cual es un intervalo componente.
Luego, a cada x € G, le asignamos un intervalo componente que lo contiene.
Formalicemos este razonamiento.

Teorema 7.1.2. Sea G C R abierto. Entonces, se escribe con una union contable
de intervalos abiertos disjuntos.

Demostracion. Dado x € G, definimos
a, = inf{y: (y,x) C inG}, by =sup{z: (x,z) C G}.

Claramente, I, = (ay,by) C G, pero ay, by ¢ G, o de lo contrario, por ser G un
abierto, existe € > 0 tal que (a, — €,x) y (x, by + €) estarian contenidos en G, con-
tradiciendo que eran el infimo y el supremo.

Supongamos que I, = (ayx, by) e I, = (ay,by) tienen interseccion no vacia, vea-
mos que son iguales. Como existe x € I, N, tenemos

ay < z < by,

ay <z < by.

Probemos que a, = ay. Si a, > ay, tendriamos a, < a, < z < by, conlo cual a, € G
contradice lo anterior (los bordes no estaban). Luego, a, < a,, y tampoco puede ser
ay < ay, por la misma razon, con lo cual a, = ay. Para b, y b, es 1o mismo.
Tenemos
G= UxeG{x} C Uxegly,

y seleccionemos una familia de conjuntos disjuntos . C {I, : x € G} que cubran G.
Definimos f: .# — Q, que cumpla f(I) € I. Como es inyectiva, .# es contable. []

Observacion 7.1.3. Observe que las definiciones de a y ay, by b, en la motivacion y
en la demostracion del teorema fueron diferentes, aunque podiamos usar cualquiera
para demostrar el teorema.

Observacion 7.1.4. Motivacion de densos, bases de abiertos, y cubrimientos nu-
merables, etc. via Q en R. Observar que si (a,b) es un intervalo componente, se
escribe como unién (no disjunta) (a,,b,) de extremos racionales, y que el conjunto
de todos los intervalos de extremos racionales es numerable:

{(91,92): i€ Q} CQxQ~NxN~N.
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7.2. Densidad y bases de abiertos

Sea (E,d) un espacio métrico, y sea ¢ la coleccién de todos los conjuntos abier-
tos de E. Sea también

B =A{B(x,r):x€E, r>0}.
Claramente, Z C 9.

Definicion 7.2.1. Una familia de abiertos se dice una base de ¢ si todo G € ¥ se
escribe como unién de conjuntos de la familia.

Ejemplo 7.2.2. Por la seccién anterior, en R con la distancia dada por |- |, los
intervalos abiertos (a,b) forman una base.

Teorema 7.2.3. En todo espacio métrico, X es una base de abiertos de 4.

Demostracion. Sea G € 4. Para todo x € G, existe By € % tal que B, C ¢4. Clara-
mente,
UXEGB)C C G, G C UXGGBX-

]

Teorema 7.2.4. En todo espacio métrico, % es una base de abiertos si y sélo si
para todo G abierto y todo x € G, existe By € A tal que x € B, C G.

Demostracion. =) Como 2 es una base de abiertos, todo abierto es unién de con-
juntos de 4,y six € G C U;B;, debe ser x € B;, al menos para algun i.
<) Tenemos
G = Uyeg{x} C UseBy C UyecG = G.

]

Teorema 7.2.5. En todo espacio métrico, % es una base de abiertos si y sélo si
para todo x € E y todo entorno V de x, existe B, € % tal que x € B, C V.

Demostracion. Ejercicio. Recuerde que si G es un abierto y x € G, entonces G es
un entorno de x. Para el otro lado, observe que si V es un entorno de x, existe un
abierto G tal que x € G C V, y haga la traduccién a la demostracién anterior. [

Observacion 7.2.6. Abiertos de un subespacio A C E.
Seaxe A, r>0.

B(x,r)={y€A : d(y,x) <r}=ANB(x,r).
Dado G € ¥4, tenemos
G= Uiggi = U,'e[(AﬁB,‘) =AN (U,’g]Bi) =ANG

conGeY.
De la misma manera, un entorno de un punto x en un subespacio es W es la
interseccion de un entorno de x en E intersecado con A.
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Definicion 7.2.7. Sea A C E tal que A = E. Decimos que A es denso en E.
Ejemplo 7.2.8. El ejemplo mds sencillo es QQ, que es denso en R.

Observacion 7.2.9. Mentira: el ejemplo mas sencillo es el propio espacio E, lo que
ocurre es que este ejemplo no sirve para nada.

Teorema 7.2.10. El conjunto A es denso en E si y solo si para todo x € E, y todo
r> 0, existe a € ANB(x,r).

Demostracion. Veamos las implicaciones.

=) :como E = A, para todo x € E y todo r > 0, existe a € AN B(x,r).

<) : sea x € E tal que para todo r > 0 existe a € AN B(x,r). Entonces, x € A.
Luego, tenemos E C A C E, ambos conjuntos son iguales. [

Ejercicio 7.2.11. Trate de convencerse de que todo punto de E es un punto de
acumulacion del conjunto A.

Ejercicio 7.2.12. Si se convencid, desconvénzase, relea las definiciones desde el
principio del capitulo y verifique que podrian existir puntos en E que no sean de
acumulacion del conjunto A. Sugerencia: piense qué ocurre con los puntos aislados.

Teorema 7.2.13. Si A es denso en B, y B es denso en E, entonces A es denso en E.

Demostracion. Sea x € E. Para todo r > 0, existe b € B tal que b € B(x,r) pues
x € B. Pero b € A, con lo cual tomando r; =r—d (x,b), tenemos algiin elemento
acAtalqueac B(b,r|) CB(x,r). Luego,x €A, yA=E. O

Ejemplo 7.2.14. Sea ¢; = {a = {a,}n>1 : Y |as| < oo}, con la distancia
d(a,b) =Y |an— bnl.
n>1

Definamos A = {a € {; : existe no(a), a, =0sin>np}.
Seaa € {1,y dado € > 0, existe ng tal que

ian<8.

k=n

Sead € Acona), =ay,sin<ngyal,=0sinn>ny. Como d(a,d’) < €, vemos que
A es denso en /.

Definamos Ag = {a € A : a, € Q}. Dada d’ € A existe ng tal que a,, = 0 si
n > nop, y tomamos ag € Ag tal que d(d’,a,) < €, eligiendo

€ .
(aQ)n €Q, |(aQ)n _a;ll < 2— S1n < ng
no

y cero si n > ny.
Luego, Ag es denso en A.
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7.3. Separabilidad

Definicion 7.3.1. Un espacio E se llama separable si contiene un subconjunto A
numerable y denso.

Ejemplo 7.3.2. s (R,|-|) es separable pues Q es numerable y denso.
= (R™,]|-]]2) es separable. Sea A = Q" = {(ay, -+ ,a,} con g; € Q. Fijado x =
(x1, -+ ,x,) € R", y r >0, veamos que existe a € A tal que ||x —all» < r.

Para esto, dado x;, tenemos g; € Q tal que |x; — a;| < r/+/n. Entonces,

n 1/2 n r2 1/2 }’2 1/2
e — N2 r r
|x —all2 <i;(xz a;) ) < (l; n) < (n n> <r

» El espacio ¢ es separable (ver el ejemplo de la seccidn anterior, donde vimos
que A era denso en /1). Faltaria ver que Ap es numerable: para cada n € N,

(n)

tomemos A, las sucesiones que valen 0 después del enésimo lugar. Tenemos
f: Ag) — @Q", definida como

f(a17"' 7an7070707"') = (alv"' 7al’l)7
(n)

que es inyectiva (verifiquelo!) y como Q" es numerable, A 0

()

n . 2
mente, Ag = U,>1A 0 €8 numerable por ser unién numerable de numerables.

también. Final-

» Sea E un conjunto no numerable con la métrica discreta. En tal caso, B(x, 1) =
{x}, el dnico conjunto denso es el propio E, por lo tanto no es separable.

» Sealew ={a={an}n>1 : sup,|a| <oo},conladistanciad(a,a’) = sup, |a, —
a,,|. Este espacio no es separable. Para comprobarlo, sea A € #(N), y as una
sucesion de ceros y unos tal que a, =0sin € A,y a, = 1 si n € A. Tenemos
un conjunto no numerable de sucesiones, y d(a4,ap) = 1 para todo A # B.

Teorema 7.3.3. Sea (E,d) separable. Entonces, hay una base numerable de con-
juntos abiertos.

Demostracion. Sea A C E un conjunto numerable y denso en E. Sea
By ={Bla,q) : a€A, q€Q} C B.
Veamos que para todo abierto G C E, tenemos

G = UierB(ai, qi).
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Ya vimos que para cada x € G existe r > 0 tal que B(x,r) C G. Como A es denso,
existe a tal que d(x,a) < r/2, y entonces existe ¢ € Q tal que d(x,a) < g < r/2.
Probemos que

B(a,q) C B(x,r), x € B(a,q).

Claramente, d(a,x) < q asi que x € B(a,q). Ahora, siy € B(a,q), tenemos
d(x,y) <d(x,a)+d(a,y) <r/2+q<r/24+r/2=r,

con lo cual y € B(x,r). Luego, G = UyegB(ai(x),qi), y G se puede escribir como
union de elementos de la familia %,,. L]

El siguiente resultado no es completamente evidente. Si cree que si, reflexione:
tal vez estd pasando algo por alto (bah, creo). Cémo serd que el concepto tiene
nombre propio.

Teorema 7.3.4. Sea (E,d) un espacio métrico separable y € una coleccion de
conjuntos abiertos. Entones, existe una subcoleccion numerable 6, C € tal que

u% = U%,.
[Todo cubrimiento por abiertos tiene un subcubrimiento numerable. |

Demostracion. Sea %, una base numerable de conjuntos abiertos. Sea
PB,(€)={B€ B, : BCG € € paraalgiin G}.

Tenemos entonces
U% = U%B,(6),

pues si x € U%, entonces x € G € €, y entonces para alglin conjunto B de la base,
x € B e A,.

Dado B € %, elegimos un G € ¢ tal que B C G. Como la coleccion %,(€) es
numerable, seleccionamos una coleccién %, con a lo sumo numerables conjuntos G
de ©,.

Tenemos U%, C U% por estar contenidos en la coleccién original. Ademas,
como

UE =UAB,(€) C Uge, G

tenemos la otra inclusion. O]

Definicion 7.3.5. Sea (E,d) un e.m. tal que todo cubrimiento por abiertos contiene
un subcubrimiento numerable. En tal caso, decimos que E es Lindelof.

Teorema 7.3.6. Sea (E.d) un espacio métrico. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:
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1.- (E,d) es separable.
2.- Existe una base numerable de conjuntos abiertos.

3.- Todo cubrimiento por abiertos contiene un subcubrimiento numerable. (Lin-
delof)

Demostracion. Veamos las implicaciones entre estas afirmaciones.

(1) = (2): ya lo demostramos. Si A es un conjunto denso numerable, las bolas
B(a,q) centradas en a € A, con radio g € Q es una base numerable.

(2) = (3): es la demostracién anterior, escribimos cada abierto del cubrimiento
como una unién de conjuntos de la base numerable, y ahora a cada bola le asigna-
mos uno de los abiertos del cubrimiento donde esta contenida.

(3) = (1): Aprovechando que existen subcubrimientos numerables, cubrimos E
con bolas de radio 1/n centradas en cada punto de E, y para cada n, extraemos un
subcubrimiento numerable y formamos el conjunto A con sus centros:

E=Ue1B 1), E = U B 1/n), -

A= Uk>1 Un>1 {x](cn)}

Tenemos que A es numerable, y denso. 0

Ejercicio 7.3.7. Comprobar que un subespacio de un espacio separable también lo
es.

Sugerencia: considere una base de abiertos numerable, e interséquelos con el
subespacio.

Definicion 7.3.8. Sea A C E, decimos que x € A es un punto de condensacion si
para todo abierto G tal que x € G, el conjunto G N A no es numerable.

Recordemos que x era un punto de acumulacién de A si para todo r > 0, el
conjunto A N B(x, r) era infinito, acd pedimos atin mas.

Teorema 7.3.9. Sea (E,d) separable, y A no contable. Entonces, existe al menos
un punto de acumulacion x € A.

Demostracion. Supongamos que no ocurre, y por lo tanto para todo a € A existe G,
abierto tal que AN G, es contable.

Como A C E separable, A es separable, y podemos extraer un subcubrimiento
numerable de la familia de abiertos {G,: a € A} que cubre A, sean {Gy, },>1.

Pero A C U,>1G,, seria uniéon numerable de conjuntos contables, contradice
que no era contable. 0
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Capitulo 8

Completitud

A lo largo de este capitulo, (E,d) y (E’,d’) son espacios métricos no necesa-
riamente distintos. También, siempre que consideremos un conjunto A, suponemos
ACE.

8.1. Completitud

Comencemos recordando la definicién de sucesién de Cauchy.

Definicion 8.1.1. Una sucesion {x, },> se dice de Cauchy si para todo € > 0 existe
nop € N (que depende de €) tal que si n, m > ng, entonces d(x,,xy) < €.

Observe que, en tal caso,

lim  d(x,,x,) =0.

n,m— oo

Definicion 8.1.2. Un espacio métrico (E,d) se dice completo si toda sucesion de
Cauchy es convergente a un punto x € E.

Ejemplo 8.1.3. R es completo (y en general, R"), pues toda sucesién de Cauchy
es acotada, toda sucesion acotada en R tiene una subsucesion convergente, y por
ultimo, si una subsucesion de una sucesion de Cauchy converge, toda la sucesion es
convergente.

Ejemplo 8.1.4. El espacio C([0, 1]) es completo con

d(u,v) = max, ju(r) = v(@)].

Dada una sucesién de Cauchy {x,},>1, veamos que converge a x € C([0,1]).
Para esto, observemos que dado € > 0, existe ng tal que

A ) —xm(l)| <
mix 5(1) —xul0)] < ¢
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si n, m > ng. En particular, para cada t fijo, la sucesion de nimeros reales {x, () },>1
es de Cauchy, y por la completitud de los reales, converge a cierto x().

Definimos asi una funcién x como limite puntual de las x,,, pero debemos demos-
trar todavia que es el limite con la distancia d, y que x es una funcién del espacio,
es decir, que x es continua.

Para lo primero, observemos que max;¢|o 1] [Xn(#) — % (?)| < € si n, m > ng, por
ser de Cauchy, con lo cual, si tomamos limite cuando m tiende a infinito, |x,(¢) —
x(t)] < € para todo ¢ € [0, 1]. En otras palabras, d(x,,x) <O0.

Veamos ahora que x es continua. Por lo anterior, como |x,(¢) —x(t)| < € sin >
no, para todo ¢ € [0, 1], si fijamos 7y € [0, 1] tenemos

[x(s) —x(t0)| < [x(s) — xn(5)[ + [xa(s) — xn(t0)| + |xn(20) — x(t0)]
<2e+ |xu(s) — xu(t0)]|

y vemos que x es una funcién continua en #y pues x, lo es, y tomando |s —#y| < &
tenemos |x,(fp) —x,(s)| < €.

Ejemplo 8.1.5. El espacio C(]0,2]) no es completo con d(u,v) = foz lu(t) —v(r)|dt.

Para esto basta mostrar una sucesioén {u,},>; de Cauchy cuyo limite no sea
una funcion continua. Tomemos u,(x) = x" si x € [0,1], y un(x) =1 si x € [1,2].
Verifique que esta sucesién converge a la funcién u(x) =0six € [0,1], y u(x) =1
si x € [1,2], que no es continua.

Definicion 8.1.6. Dado A C E, con A # 0, se define su didmetro
O0(A) =sup{d(x,y) : x€A,y e A}.

Teorema 8.1.7 (Principio de encaje de Cantor). Sea (E,d) un e.m. completo, y
una sucesion decreciente de conjuntos no vacios A1 D Ay D Az D ---, tales que
0(Aj) = 0 cuando j — oo, entonces existe x € E tal que cada para todo € > 0,

ApnNB(x,€) #0 Vn.
Ademds, existe ny = ny(€) tal que para todo n > ny, A, C B(x,€).
Demostracion. Como los A, son no vacios, podemos elegir a,, € A,,. Ademds, como
Au, Ay C Ay para ng < n, m, tenemos que es una sucesion de Cauchy, ya que
d(an,am) < 8(Ay,).
Como (E,d) es un e.m. completo, existe x € E tal que a, — x cuando n — co.

Ahora, dado € > 0, como los didmetros tienden a cero y la sucesion converge,
existen

= 1) tal que 8(A,) < €/2sin>ny;
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» 7 tal que d(ay,x) < €/2sin > ny.
Sean>ny;,n.Sia€A,,
d(x,a) <d(x,a,)+d(ay,a) <&,
con lo cual A, C B(x,¢€). O

Teorema 8.1.8 (Principio de encaje de Cantor). Sea (E,d) un e.m. completo, y
una sucesion decreciente de conjuntos no vacios A1 O Ay D Az D ---, tales que

0(Aj) = 0 cuando j — oo, entonces existe un inico x € N,Ap.

Demostracion. Sea x el del teorema anterior, con lo cual x € A4, para todo n. Si
no, existirfa algin €, tal que B(x,€) NA, = 0, y como los demds conjuntos estin
encajados en A, se contradice el teorema anterior. L]

Ejemplo 8.1.9. Consideremos los nimeros naturales con la distancia definida como

I 1
dinym)=1+—-+—
nom

si n # m, y cero si son iguales. [Ejercicio: verifique que es una distancia]
Consideremos K(n,1+2/n) = {n,n+1,n+2,---}. Estos son conjuntos cerra-
dos, acotados, encajados, pero su interseccion es vacia. ;Qué fall6?

Ejemplo 8.1.10. Ok, en el ejercicio anterior el didmetro de los conjuntos no tiende
a cero. Cambie la distancia a
1 1
dinym)=—+—
no m
si n # m, y cero si son iguales. [Ejercicio: verifique que es una distancia]
Consideremos K(n,1+2/n) = {n,n+1,n+2,---}. Estos son conjuntos cerra-
dos, acotados, encajados, pero su interseccion es vacia. ;Qué falla ahora?

Definicion 8.1.11. Sea (E,d) un e.m. El subespacio (A,d4 ) es un subespacio cerra-
do si A es cerrado en E.

Teorema 8.1.12. Si (E,d) es un e.m. completo, todo subespacio cerrado es com-
pleto.

Demostracion. Sea A C E cerrado, y una sucesién de Cauchy {a,},>1, esto es,
da(an,anm) — 0 cuando n, m — oo. Luego, la sucesion es de Cauchy en E, y como E
es completo, existe x € E tal que a,, — x cuando n — .

Entonces, x €A = A, y A es completo O

Teorema 8.1.13. Si A C E es un subespacio completo, entonces es cerrado.
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Demostracion. Sea A C E, A completo. Sea x € A, entonces existe {an}n>1 CAtal
que a, — x. Como es una sucesion convergente, es de Cauchy en el subespacio A,
y por la completitud, existe a € A tal que a, — a.

Luego, ds(a,a,) = d(a,a,) — 0, y tenemos a, — a'y a, — x en E, con lo cual
a=x,xEAyresultad =A. O

Ejemplo 8.1.14. Sea /.. el conjunto de sucesiones acotadas,

Uing = {{xn}n>1 1 sup|x,| < oo}
n

con la distancia d({x, }n>1, {Vn }n>1) = sup, [xn — yal-
Sea C el conjunto de las sucesiones convergentes. Entonces, es un subespacio
cerrado de /.

8.2. Conjuntos acotados y totalmente acotados
Recordemos que el didmetro de A C E, con A # 0, es
O0(A) =sup{d(x,y) : x€A,y€A}.
Definicion 8.2.1. Dado A C E, con A # 0, decimos que es acotado si §(A) < oo.

Teorema 8.2.2. Sea A C E. Entonces, A es acotado siy solo si A estd contenido en
una bola.

Demostracion. Supongamos A acotado. Dado a € A, tenemos, para todo x € A,
x€K(a,0(A)) CB(a,8(A+1)).

Luego, todo conjunto acotado esta incluido en una bola.
A la inversa, si A esta contenido en la bola B(x,r), sean a, b € A, y tenemos

d(a,b) <d(a,x)+d(x,b) <2r,
con lo cual el diametro de A es finito. O]

Ejemplo 8.2.3. SeaR = [a1,b1] X - X [an,by] CR' = {x €R" : q; <x;<b;, 1<
i <n}. Calculemos 8(R). Six,y €R,

dx,3) = =302 o+ (=30 < | L b= a2
i=1

En particular, si b; — a; = L para todo 1 < i < n, tenemos 6(R) = /nL.
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Ejercicio 8.2.4. ;Qué ocurre si los intervalos (a;, b;) son abiertos?
Proposicion 8.2.5. La union de finitos conjuntos acotados es acotada.

Demostracion. Alcanza con considerar dos conjuntos, si hay mas, utilice induccion.
Veamos que
0(AUB) < 6(A)+6(B)+d(A,B).

Tomemos dos puntos en la unién, y acotemos su distancia. Claramente, para ambos
en A o ambos en B, acotamos con §(A) o O(B). Sean entonces x € A, y € B, y
tomemos otros dos puntos a € A, b € B, con lo cual tenemos

d(x,y) <d(x,a)+d(a,b)+d(b,y),
por la desigualdad triangular. Entonces,
d(x,y) <6(A)+8(B)+d(a,b).
Tomando infimo en ambos lados para a € A, b € B, tenemos
d(x,y) <6(A)+0(B)+d(A,B).

Por tltimo, tomando supremo en x € A e y € B, tenemos que el didmetro de la unién
estd acotado. 0

Proposicion 8.2.6. Todo conjunto A finito es acotado.
La demostracion, que 6(A) < madx{d(a,d’) : a,d’ € A} no merece ser escrita.
Proposicion 8.2.7. Toda sucesion convergente es acotada.

Demostracion. Sea x, — x en E. Fijamos €, y existe ng tal que x,, € B(x, €) sin > ny.
Como la sucesion estd contenida en B(x,€) U{x; } U---U{x,,}, que es acotado por
ser union de acotados, resulta acotada. OJ

Proposicion 8.2.8. Sea A C E. Entonces, §(A) = §(A).

Demostracion. Ejercicio. Por un lado, como A C A, tenemos que

8(A) = sup d(x,y) < sup d(x,y) = 5(4).
x,y€A x,yEA

Para ver que es igual, tome (a,,d),) tal que d(ay,a,) — 6(A), y para € dado, tome
x,y € A tales que d(ay,x) < €/2,d(d,,y) < €/2, argumente que

8(A) —e <d(ap,a,) <d(an,x)+8(A)+d(y,a,) < 5(A)+¢

y concluya. 0
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Definicion 8.2.9. Un conjunto A C E se dice totalmente acotado si para cada € > 0
es posible escribir A como una unién finita de conjuntos de didmetro menor que &€:

Ve>0, A=ULA;, O6(Aj)<eparal <j<m.
Abreviaremos tt.a.

Ejercicio 8.2.10. Es equivalente decir que cubrimos A con un nidmero finito de
bolas de radio €. ;Por qué?

Teorema 8.2.11. Sean A, B C E. Entonces:

(1) Aestta yB CA, entonces B es tt.a.
(2) Aestta. siy solo siA es tt.a.
(3) A, B son tt.a., entonces AUB es tt.a.

(4) A es tt.a., entonces A es acotado.

Demostracion. (1) Dado € tenemos A = U | A; con §(A;) < € para 1 <i <n, los
conjuntos B; = A; N B cumplen que B =U}_|B; y 6(B;) < 0(A;) <€&.

(2) =) Combinemos que A =A;U---UA, =A;U---UA,, con §(A;) = §(A;).

(2) <) Pues A C A,y ().

(3) Dado €, tenemos A = U!_|A;, B= UT:lBj’ donde los didmetros de A;, B;
son menores que &, con lo cual

AUB = (UL,A;) U (UL B)).

(4) Sea € =1, y escribamos A = U_|A;, con J(A;) < 1 para todo i. Tomamos
(elegimos) un punto x; € A;, y sean r; = d(xy,x;). Ahora, sea r = max{r; 1 <i<n},
y tenemos A C B(x;,r+ 1), pues siy € A, y € A; para algiin j, y entonces

d(x1,y) <d(x1,x;) +d(xj,y) <r+1
pues §(A;) < 1. O

Remarquemos que solo la unién finita de conjuntos tt.a. es tt.a. Ademads, en el
ultimo demostramos que si A es tt.a. entonces A es acotado, pero la reciproca no es
cierta.

Ejercicio 8.2.12. En R"” es lo mismo ser acotado que tt.a., demuéstrelo. Ayuda:
comience con el cubo unitario, Q = [0, 1] x [0,1] x --- x [0, 1] y observe que si divide
cada intervalo en K partes iguales de longitud 1/K tendra K" cubos, cada uno de

diametro 2
y L) —v
~K>) K
]_
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Luego, si puede tapar un cubo con finitos conjuntos de didmetro arbitrariamente
chico, ya casi estd, porque si un conjunto estd acotado, estd contenido en una bola,
que a su vez estd contenida en un cubo.

Teorema 8.2.13. A es tt.a. si y solo si para todo € > 0 existen x1, x2,---, X, € A tal
que

Demostracion. =) Sabemos que podemos escribir A = A U---A, con conjuntos
de didmetro menor a €.

Sea x; € A;, tenemos A; C B(x;,€), pues d(x,x;) < 8(A;) < €. Luego, A C UA; U
B(xi,E).

<) Supongamos que A C Uj<;<,B(x;,€/3). SeaA; = ANB(x1,€/3),y

A= (A\(U1§j<kAj)> ﬂB(xk,£/3).

Tenemos A CUAj, y

5(4) < 8(Blxe/3)) = 2e < e,

con lo cual A es tt.a. ]

Ejemplo 8.2.14. Veamos que la bola cerrada unitaria en C([0,1]) con d(u,v) =
médx (o 1) [u(x) —v(s)| no es totalmente acotada. Sea u, lineal a trozos, que valga
Oen0<x<(n+ 1)_1, que crezca linealmente hasta valer 1 en n 1, que decrezca
linealmente y luego valga 0 desde (n— 1)~! en adelante. Tenemos d(uy,, u,) = 1 si

Escribamos K (0, 1) como una unién de conjuntos de didmetro menor a 1 /2. Esta
unién no puede ser finita, ya que cada conjunto debe contener como maximo a una
de estas funciones.
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Capitulo 9
Compacidad

9.1. Compactos

Recordemos las definiciones de cubrimientos y subcubrimientos que ya vimos
en la parte de separabilidad:

Definicion 9.1.1. Sea A C E. Una coleccién 4 de subconjuntos de E se llama un
cubrimiento de A si A C U%.

Si los conjuntos de % son abiertos, decimos que es un cubrimiento abierto del
conjunto A.

Una coleccion de conjuntos en 4 cuya unidn contenga a E se llama un subcu-
brimiento.

Definicion 9.1.2. Un espacio (E,d) se dice compacto si todo cubrimiento abierto
de E contiene un subcubrimiento finito (esto es, con finitos conjuntos).

Definicion 9.1.3. Un conjunto A C E se dice compacto si todo cubrimiento con
abiertos de A contiene un subcubrimiento finito.

Teorema 9.1.4. El conjunto A C E es compacto si 'y solo si el subespacio (A,dy) es
compacto.

Demostracion. =) Como A es compacto, todo subcubrimiento por abiertos de E
tiene un subcubrimiento finito. Sea A = U;¢;H;, con H; abiertos de (A,dy). Luego,
existen abiertos G; de E tal que G;NA = H;, y por la compacidad, existe un con-
junto finito J C I tal que A C U;jey N G;. Luego, A = UijcjG;NA = UjcjA;, existe un
subcubrimiento finito.

<) Sea A C Uje/Gj, con G; abierto en E. Luego, existe un cubrimiento por
abiertos de A, con H; = G; N A. Como el subespacio es compacto, existe un subcu-
brimiento finito y A C U;csH;, pero entonces

A C UjegH; C UieyGiNA C Uiy G,
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y por lo tanto existe un subcubrimiento finito. 0

Definicion 9.1.5. Decimos que una familia de conjuntos ¢ = {C; : i € I} tiene
la propiedad de interseccion finita (p.i.f.) si para cualquier conjunto finito J C I se
tiene N;eyC; # 0.

Teorema 9.1.6. Son equivalentes:

(1) Toda sucesion tiene una subsucesion convergente.
(2) E es completo y totalmente acotado.
(3) E es compacto.

(4) Toda familia de conjuntos cerrados con la p.i.f. tiene interseccion no vacia.

Demostracion. Veamos las distintas implicaciones:

(1) = (2) : Si {xn}n>1 es una sucesién de Cauchy en E, existe una subsucesion
{xn, }1>1 convergente a x € E. Luego, por ser de Cauchy, toda la sucesién converge
ax, y E es completo.

Para ver que es totalmente acotado, supongamos que existe € > 0 tal que no
podemos cubrir £ con finitos conjuntos de didmetro menor a 2¢€. Tomamos xi, y
la bola B(xj,€). Como no cubre E, tomamos x; & B(xy,€), y la bola B(x,€). En
general, elegidos x,..., x;_1, existe x; & U?;%B(xj,e). Esta sucesion {x;}re; no
converge, ya que no es de Cauchy (dos elementos cualesquiera estdn al menos a
distancia € uno del otro).

(2) = (3) : Esta es la construccién mds complicada. Supongamos que E no
es compacto, es decir, que existe un cubrimiento por abiertos {G;};c; del cual no
podemos extraer un subcubrimiento finito.

Tomemos € = 1, y las bolas B(x, 1) con x € E son un cubrimiento de E. Como
E es tt.a., existe un subcubrimiento finito, {B(xj, 1) }1<j<n,. Afirmamos que al me-
nos una de estas bolas -digamos B(x, 1)- no puede cubrirse con finitos abiertos en
{Gi}ier (si todas se cubren con finitos abiertos, tenemos el subcubrimiento finito de
E).

Tomemos € = 1/2, y las bolas B(x,1/2) con x € B(x, 1) son un cubrimiento
por abiertos de B(xy,1). Como E es tt.a., todo subconjunto también, y existe un
subcubrimiento finito, y al menos una de estas bolas -digamos B(x;,1/2)- no pue-
de cubrirse con finitos abiertos en {G;}ic; (si todas se cubren con finitos abiertos,
tenemos el subcubrimiento finito de E).

Definimos entonces una sucesién de bolas encajadas B(xy, 1/k) tal que no pue-
den cubrirse con finitos abiertos de {G;}c;, pero esto es absurdo, ya que la comple-
titud implica que existe

X e ﬂkle(xk, 1/k),
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y dado un abierto G tal que x € G, se tiene B(xy, 1 /k) C G para todo k suficiente-
mente grande (por el Teorema de encaje de Cantor).

(3) = (4) : Sea {F;}ic; una familia de conjuntos cerrados con la p.i.f. Veamos
que NicrF; = P.

Supongamos que la interseccion es vacia, NjcrF; = 0.

» Tomo complementos, E = Ui/ FfF.
= Por la compacidad de E, existe J C [ finito tal que E = U, Ff.
= Tomo complementos otra vez y NicsF; = 0.

Absurdo, porque la familia tenia la p.i.f.
(4) = (1) : Sea {x, },>1 C E, y definamos las colas de la sucesion,

Ry ={y€E : y=x,paraalgun n > m}.

Claramente, Ry D R, D ---, y esta familia de conjuntos tiene la p.i.f. En particular,
también la tienen las clausuras de los conjuntos R,,. Entonces, existe x € E tal que

X € mleRm-

Abhora, para todo € > 0, y todo m, existe n > m tal que d(x,,x) < € pues x es de
adherencia para los Ry,.

Elijo € = 1 y m = 1. Entonces, existe n; > 1 tal que d(x,,,x) < 1.

En general, para € = 1/k, y m = ny_1, existe ny > ny_; tal que d(x,,,x) < 1/k,
y tenemos entonces una subsucesion {x,, }x>; que converge a x. [

Observacion 9.1.7. Sea A C E. Entonces, A es compacto si y solo si A es completo
y totalmente acotado.

Verifique que A C E es compacto si y solo si toda sucesion en A tiene una
subsucesion convergente a un x € A.

Verifique que A C E es compacto si y solo si toda familia de cerrados {F; };c; tal
que {F;NA}cs tiene la p.i.f. satisface que (N;F;) NA # 0.

Tenemos el siguiente resultado:
Teorema 9.1.8. Sea A C E compacto. Entonces A es cerrado.

Demostracion. La estrategia serd demostrar que el complemento es abierto.
Seax € A¢, y para cada a € A, sea r, = d(a,x). Como A es compacto, tenemos

A C UueaB(a,r,/2),

y existe un subcubrimiento finito {B(a;,r,,/2}1<i<n-
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Tomemos r = min{r,,/2: 1 <i<n},y veamos que B(x,r) NA = 0.
Si no lo fuese, existirfa y € AN B(x,r), pero como y € B(a;,r,,/2) para algin i,
tendriamos -
Tg; = a’(a,-,x) < d<ai>y) +d(y7x) < % +r<rg,

lo cual es absurdo. [
Teorema 9.1.9. Sea (E,d) compacto. Entonces es separable.

Demostracion. La demostracion es similar a la que hicimos antes, cuando vimos
que la existencia de subcubrimientos numerables implicaba la separabilidad.

Para cadan € N, cubrimos E con {B(x,1/n) : x € E}, y extraemos un subcubri-
miento finito, de centros x;, con 1 <i, < j(n). Ahora, la unién de todos los centros
es el denso numerable. O

9.2. Funciones continuas en compactos

Teorema 9.2.1. Sean (E,d), (E',d’") em. y sea f : E — E’' continua. Si E es com-
pacto, entonces f(E) es compacto en E'.

Demostracion. Sea {V;};c; un cubrimiento abierto de f(E), es decir
f(E) CUictVi.

Como E C f~Y(f(E)) C Uierf~1(V;), y como los V; son abiertos, £~ (V;) tam-
bién, y por lo tanto tenemos un cubrimiento abierto de E. Pero E es compacto,
con lo cual podemos extraer un subcubrimiento finito, existe J C [ finito tal que
E CUiesf~ ' (V).

Entonces, f(E) C Uies f(f~1(V})) C UiesVi, y f(E) es compacto. O

Teorema 9.2.2 (Bolzano-Weierstrass). Sea E un espacio compacto, f : E — R con-
tinua. Entonces,

w Existe ¢ > 0 tal que para todo x € E, se tiene |f(x)| < c.

» Existen x;, xs € E tal que

f(xi) = fnff(x)v f(xs) = supf(x).

xekE x€E

Demostracion. Como f es continuay f(E) C R, es un compacto, es decir, f(E) es
cerrado y acotado. Ademds, si M = sup f(E), y m = inf f(E), ambos pertenecen a
Jﬁ pues hay sucesiones que tienden a ellos, y como f(E) es cerrado, pertenecen
a la imagen de f. 0
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Teorema 9.2.3. Sean (E,d), (E',d") e.m., y sea f : E — E'. Si f es continua y E es
compacto, entonces [ es uniformemente continua.

Demostracion. Veamos que para todo € > 0, existe 0 > 0 tal que si x, y € E satis-
facen d(x,y) < 8, entonces d'(f(x), f(y)) < €.

Supongamos que no es cierto, con lo cual existe € > 0 tal que para todo é > 0,
existen x e y tal que d(x,y) < & pero d'(f(x),f(y)) > €.

Tomamos 6 = 1/n, y llamamos x,, y, a un par de puntos con esta propiedad. Pe-
ro como E es compacto, la sucesion {x, },> tiene una subsucesién x,, que converge
ax € E. Ademas,

1
d(yner) S d(ynkvxnk) +d(xnkax) < d(xnk,x) + n_k7
con lo cual y,, — x también.
Como f es continua, f(x,, ) = f(x),y f(yn,) = f(x), con lo cual

d'(f (xu), f ne)) = 0,

pero esa distancia era mayor a €. 0

Otra, demostracion de Heine que motivo la definicion de compactos via subcubri-
mientos finitos, generalizada por Borel.

Dado € > 0, para cada x € E existe 8(x) > 0 tal que si y € B(x,6(x)), entonces
d'(f(x),f(y)) <e.

Por otra parte, como E C U,cgB(x,0(x)/2), existe un subcubrimiento finito de
n bolas centradas en los puntos xp, ..., x, y radios 8(x;)/2.

Sea 8 = min;{8(x;)/2}. Six, y € E, cond(x,y) < 0, existe i tal que d(x,x;) <
0(x;)/2, y tenemos

d(y,x;) < d(y,x) +d(x,x;) < g 5(;“9 < 8(x).
Entonces, x, y € B(x;,8(x;)) con lo cual &' (f(x), f(x;)) <&,d' (f(y), f(xi)) < €.
Tenemos entonces que d'(f(x), f(y)) < 2&. O

Observacion 9.2.4. La demostracién anterior utiliza, sin decirlo, el concepto de
numero de Lebesgue.

Definicion 9.2.5. Dado E y un cubrimiento {G, };c; de E, decimos que el cubrimien-
to tiene un ndmero de Lebesgue para F si existe 6 > 0 tal que para todo conjunto
A C F de didmetro 6(A) < 8, existe i € [ tal que A C G;.

Teorema 9.2.6. Sea E compacto, y un cubrimiento {G;}c; de E. Entonces {G;}ict
tiene un niimero de Lebesgue.
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Demostracion. Para cada x € E, como {G;};cs es un cubrimiento por abiertos, exis-
te iy y ry > 0tal que x € B(x,ry) C Gi,.

Como E es compacto y E C UyB(x,r,/2), existe un subcubrimiento finito de
estas bolas, E C U|< j<,B(xj,1x;/2).

Sea 6 =min{ry,/2: 1 <j<n}.SiACE,con§(A)<3),dadox € A, existe x;
tal que d(x,x;) < ry, /2. Entonces, para cualquier a € A tenemos

rxk

d(a,x;) <d(a,x)+d(x,x;) <6+ >

< Ty,

conlocual A C B(xy,ry ) CG

i -

9.2.1. Compacidad y espacios de funciones

Uno de los problemas que resolveremos mas adelante es el de encontrar condi-
ciones necesarias y suficientes para que un conjunto en el espacio de las funciones
continuas (con la distancia del supremo) sea compacto. Dos definiciones que nece-
sitaremos son las siguientes:

Definicion 9.2.7. Sea (E,d) un e.m. Una familia de funciones {x;},c; C C(E,R) se
dice equiacotada si existe M > 0 tal que para todo i € [ se tiene

méx |x;(£)| < M.
teE

Definicion 9.2.8. Sea (E,d) un e.m. Una familia de funciones {x;};c; C C(E,R) se
dice equicontinua en 7 € E si dado € > 0, existe & > 0 tal que para todo i € [ se tiene

|xi(t) — xi(s)| < € cuando d(s,t) < J.
Mis adelante volveremos a este problema cuando veamos el teorema de Arzela-
Ascoli. El siguiente resultado estd estrechamente relacionado:

Teorema 9.2.9. Sea A C C([a,b],R) tt.a. Entonces, dado € > 0, existe § > 0 tal que
si |s—t| < 8, entonces |x(t) —x(s)| < € para toda x € A.

Demostracion. Usando que A es tt.a., podemos escribirlo como A = A;U---A,, y
0(Ai) < &g/2.

Tomemos x; € A;, con lo cual es uniformemente continua, y existe 0; tal que si
|t —s| < &, entonces |x;(1) — x;(s)| < €/3.

Sea § =min{d;: 1 <i<n}.Luego,si|t—s| < J, entonces |x;(t) —x;(s)| < €/3
paratodo 1 <i<n.

Ahora, seax € Aj C A, y acotamos

x(6) —x(s)] < Ix(r) = x;0)] + (1) = x;(8)] + s (s) — ()]
< E n £ 4 € e
33 3 7

La demostracion queda terminada. 0
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Capitulo 10

Conexion

Nos queda pendiente la demostracion de uno de los teoremas basicos sobre fun-
ciones continuas, el Teorema de Bolzano.

Este teorema nos decia que si una funcién continua f : [a,b] — R era menor
a cero en uno de los extremos del intervalo, y mayor en el otro, entonces tenia al
menos un cero.

Su demostracién incluye un concepto nuevo: el intervalo [a,b| es conexo, no
podemos separarlo en dos abiertos disjuntos. Observemos que si fuera posible es-
cribir a un conjunto como unién disjunta de dos abiertos, siempre podemos definir
una funcién continua que vale 1 en uno de los abiertos, y —1 en el otro, pero que no
tiene ceros.

10.1. Conexos

Definicion 10.1.1. Un espacio métrico (E,d) es conexo cuando los Ginicos subcon-
juntos de E que son a la vez abiertos y cerrados son el espacio mismo y el conjunto
vacio.

Si existiese un conjunto que sea a la vez abierto y cerrado, también el comple-
mento lo es, con lo cual E es la unién disjuntade U y U°.

Definicion 10.1.2. Un par de conjuntos abiertos U y V desconecta a E si U # 0,
VO, E=UUV,UNVNE =0.

Definicion 10.1.3. Un conjunto A C E es conexo si el subespacio A es conexo.

Tenemos entonces que si existe un par de conjuntos que desconecta a E, el
espacio no es conexo.

Definicion 10.1.4. Un conjunto A C R se llama un intervalo si para todo a, b € A,
sia < x < b, entonces x € A.
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Teorema 10.1.5. Un intervalo A C R es conexo.

Demostracion. Supongamos que A es un intervalo pero no es conexo, y que un par
U,V desconectaa A. Seana € U, b € V, y supongamos a < b. Sea

x=sup{t : a<r<b,t€U},

y x € A por ser un intervalo. Ahora, si x € U, al ser abierto tenemos (x — €,x+ &) C
U para algin €, lo cual contradice que sea el supremo. Entonces, x € V, y por
ser abierto tenemos nuevamente (x — €,x+ &) C V para algin &, lo cual también
contradice que sea el supremo. [

Teorema 10.1.6. Un conjunto conexo A C R es un intervalo.

Demostracion. Sea A C R conexo, pero que no es un intervalo. Entonces, por la
definicion de intervalo, existen a, b € A, y x € A€ tales que a < ¢ < b. Sean

U=AN(—o,c), V=AN(c,o0).

Claramente, son abiertos de (A,dy), disjuntos, y A = U UV, con lo cual A no es
conexo, absurdo. O

Teorema 10.1.7. Sean (E,d) y (E',d’') em. Sea f : E — E’ continua. Si A CE es
conexo, entonces f(A) es conexo en E'.

Demostracion. Supongamos que U, V desconectan a f(A). Tenemos f(A) CUUV,
con f(A)NU #0, f(A)NV A0, UNV N f(A) =0.

Ahora, AC f~HU)UfN(V),Anf 1 U) #£0,ANf 1 (V)#£0,yAnfHU)N
f~Y(V) =0, lo cual desconectaria al conjunto A. O

Teorema 10.1.8 (Teorema del valor medio, Bolzano). Sea f : E — R continua, E
conexo, tal que existen a, b € E con f(a) <0,y f(b) > 0. Entonces existe ¢ € E tal

que f(c) =0.

Demostracion. Como Im(f) C R es un conexo, es un intervalo, y contiene todos
los puntos x que satisfacen f(a) < x < f(b). En particular, contiene al cero. O

Observacion 10.1.9. Para que un espacio sea disconexo, debe tener al menos 2
puntos. En particular, si tiene un inico punto es conexo.

Ejercicio 10.1.10. Hallar todos los subconjuntos conexos de Q.

Teorema 10.1.11. Si A es conexo, y A C B C A, entonces B es conexo.
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Demostracion. Supongamos que B es disconexo, con lo cual existen abiertos U y
VtalqueBCUUV,BNU #0,BNV#0yUNV =0.

Como todo punto de B pertenece a A, dado b € B con b € U, tenemos que
UNA # 0 (pues U es abierto, tomo una bola centrada en b y uso que b € A). De la
misma manera, ANV # 0.

Entonces, A CUUV,con ANU y ANV no vacios, con lo cual desconectan a A,
absurdo pues A era conexo. [

Teorema 10.1.12. Si {A;};c; es una familia de conjuntos conexos con interseccion
no vacia, entonces A = UA; es conexo.

Demostracion. Supongamos que A no es conexo, y U, V un par de abiertos que lo
desconectan. Entonces, A CUUV,ANU #0,ANV 0, yANUNV =0.
Como por hipétesis existe x en la interseccion de los A;, supongamos que x € U.
Ahora, como VNA # 0, existe j tal que VNA; # 0. Luego, como x € A;NU,
tenemos que
A;CUUV, A;NU # 0, Ajﬂv#@,

pero esto contradice que ANU NV = 0, absurdo. [l

Definicion 10.1.13. Para cada x € E definimos la componente conexa asociada a x,
C(x) =U{A : x€ A, A conexo.}

Observacion 10.1.14. Sea z € C(x) NC(y), con lo cual son dos conexos con inter-
seccion no vacia. Entonces, C(x) UC(y) es conexo. Como consecuencia de esto,

xeC(x) CC(x)UC(y) C C(x)
donde la dltima inclusién vale pues C(x) UC(y) es un conexo que contiene a x.
Teorema 10.1.15. Para todo x € E, C(x) es cerrado.

Demostracion. Tenemos que C(x) es conexo, y C(x) también lo es, con lo cual

C(x) C C(x). O

Definicion 10.1.16. Si A C E, las componentes conexas del subespacio A se llaman
las componentes conexas de A.

Definicion 10.1.17. Un espacio se dice totalmente disconexo si para todo x € E,
C(x) = {x}.

Ejemplo 10.1.18. Los racionales son totalmente disconexos.

Definicion 10.1.19. Un espacio se dice localmente conexo si para todo x € E, dado
un entorno Vy, existe B C V, con x € B, y B conexo.
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Teorema 10.1.20. Un espacio E es localmente conexo siy sélo si las componentes
conexas de cualquier conjunto abierto son abiertas.

Demostracion. Sea E localmente conexo, A C E abierto, y sea B una componente
conexa de A. Sea x € B, entonces

xeVCA

con V entorno conexo, y por lo tanto, V C B (pues B era una componente conexa),
con lo cual B es abierta. ]

Teorema 10.1.21. Un espacio E arcoconexo es conexo.

Demostracion. Seax € E, paratodoy € E existe % : [0, 1] — E continua con ¥,(0) =

x, ¥(1) = 1.
Como [0, 1] es conexo, los conjuntos %,([0, 1]) son conexos, y tienen interseccién
no vacia (x = 7,,(0) para todo y). Luego, su unién es conexa, y tenemos

E = Uyep{y} = Uyee (1) C Uyee ([0, 1]).

La demostracion esta terminada. O]
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Capitulo 11

Baire

11.1. Introduccion

En 1899 Rene Baire publicé su trabajo sobre convergencia de funciones que
(de)genero (en) el hoy llamado Teorema de Baire. Se proponia resolver dos proble-
mas, faciles de describir:

= Sea f(x,y) una funcion continua como funcién de cada variable por separa-
do. ;/Qué tan malo puede ser el conjunto de puntos de discontinuidad de f?
Consideremos por ejemplo

fley) =5
b x2 +y27

un clésico de andlisis 1, que es continua como funcién de x o de y, pero es

discontinua en el origen. ;Habra ejemplos mas complicados, funciones que

sean discontinuas en conjuntos mas grandes?

= Si una sucesion {f,}, de funciones continuas converge puntualmente a una
funcién f, ;qué tan grande puede ser el conjunto de discontinuidades de f?

Un ejemplo cldsico aqui es la sucesion de funciones f,(x) = x", que converge
puntualmente en el intervalo [0,1] a una funcién discontinua en x = 1. El
problema de fondo aqui es, una vez mas, la convergencia de las series de
Fourier: dado que las funciones sen(nx), cos(nx) son continuas, y las sumas
parciales de la serie también lo son, ;como serdn las discontinuidades de una
funcién definida por una serie de Fourier que converge puntualmente?

El trabajo original de Baire, Sur les fonctions de variables reelles, estd disponi-
ble en internet, ver [1].

63



J.P. Pinasco CAPITULO 11. BAIRE

11.2. Resultados

Sea (E,d) un e.m. completo y {F,},>; con F, = F,, C E. Nuestro objetivo es
probar que si cada conjunto tiene interior vacio, la unién también tiene interior
vacio.

Este es el teorema de Baire, y cuando podamos escribir un espacio como unién
numerable de cerrados, como consecuencia del teorema, alguno de estos cerrados
debe tener interior no vacio.

Lema 11.2.1. Sea F un conjunto cerrado con interior vacio. Entonces, cada bola
cerrada contiene otra bola cerrada cuya interseccion con F es vacia.

Demostracion. Antes de la demostracion, observemos que si existe tal bola, pode-
mos encontrar otras de radios arbitrariamente chicos.

Para demostrarlo, sea F un cerrado con interior vacio, y K (x, ) una bola cerrada
arbitraria. Sea y € K(x,r) N F¢, tal punto existe o de lo contrario, B(x,r) C F y x
seria un punto interior.

Como el complemento de F es abierto, existe un p > 0 tal que B(y,p) C F€,y
tomando p suficientemente pequefio, B(y,p) C K(x,r).

Podemos tomar entonces la bola cerrada K(y,p/2) C B(y,p) C F€¢, y el Lema
queda demostrado. 0

Teorema 11.2.2 (Teorema de Baire). En un espacio métrico completo la union de
una sucesion de conjuntos cerrados con interior vacio tiene interior vacio.

Demostracion. Sea {F,},>1 con F, = F, CE, F° =0.

Sea B(x, r) una bola arbitraria, y veremos que hay un punto de ella que no estd en
ninguno de los F;. El resto de la demostracion consiste en aplicar infinitas veces
el lema previo, y redondearla usando encaje de conjuntos cerrados con didmetro
tendiendo a cero:

» Sea Kj(y1,r1) C B(x,r) tal que Ky (y1,r1)NF1 =0,y r; < 1.
= Sea Kz(yz,rz) CKj (yl,rl) tal que Kz(yz,l’g)ﬂFz =0,yr < 1/2.

» En general, dada K1 (y,—1,7,—1), por el Lema anterior sabemos que existe
Ky (yn,rn) C Kyt (Yn—1,7rm—1) tal que Ky (yn, 1) NF, =0,y r; < 1/n.

Como E es completo, sabemos que existe y € M,>1Kj,, y por la construccion de
labola K, y € F,, para cada n > 1, con lo cual y no pertenece a la unién de los F,, y
la bola B(x, r) no puede estar contenida en la union. O

Definicion 11.2.3. Un conjunto A C E se dice nunca denso si para todo abierto G,
existe una bola abierta B C G tal que ANB = 0.

64



J.P. Pinasco CAPITULO 11. BAIRE

Teorema 11.2.4. Un conjunto A es nunca denso si y sélo si (A)° = 0.

Demostracion. =) Supongamos que existe x € (A)°, con lo cual existe r, > 0 tal
que B(x,r,) CA.

Sea una bola cualquiera B(y,r) C B(x,ry), tenemos B(y,r) C A, y por lo tanto
y € A, con lo cual existe al menos un elemento de A en B(y, ).

Luego, encontramos un abierto G = B(x, ry) tal que toda bola contenida en G,
intersecada con A es un conjunto no vacio, contradiciendo que A es nunca denso.

<) si (A)° =0, para todo x € A y todo r > 0 tenemos

B(x,r) ¢ A.

Luego, B(x,r) NAC # 0.
Pero como A es cerrado, su complemento es abierto, B(x,r) también lo es, y la
interseccion es abierta, con lo cual existe y € B(x,r), y s > 0 tal que

B(y,s) C B(x,r) NA®,
en otras palabras, B(y,s) NA =0, y por lo tanto A es nunca denso. [
Podemos reformular el Teorema de Baire:

Teorema 11.2.5 (Teorema de Baire:). En un espacio métrico completo la union de
una sucesion de conjuntos nunca densos tiene interior vacio.

No hay mucho que demostrar, ya que esta version se reduce a la anterior: si bien
los conjuntos no necesitan ser cerrados, como

UnZIAn C UnZIAna

y el interior de estos ultimos es vacio por ser nunca densos, la version anterior nos
asegura que el interior de la union es vacio, y con mas razon, la unién de los A,
tendrd interior vacio.

Conviene introducir la siguiente definicion:

Definicion 11.2.6. Un subconjunto A de un e.m. completo E se dice magro (o de
primera categoria) si es una unién numerable de conjuntos nunca densos.

Algunos corolarios interesantes, que se aplicardn mds de una vez, son los si-
guientes:

Teorema 11.2.7. Si (E,d) es un espacio métrico completo sin puntos aislados, en-
tonces E no es numerable.
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Demostracion. Si fuera numerable tendriamos E = {x,,},>1.
Como {x,} es nunca denso, por Baire, E° = 0, pero entonces E = Eo = 0,
absurdo. ]

Teorema 11.2.8. Si (E,d) es un espacio métrico completo, y E = U, F, donde los
conjuntos F,, son cerrados, entonces al menos uno de los conjuntos F,, tiene interior
no vacio.

Demostracion. La demostracion es directa, si cada Fj, tiene interior vacio, por Baire,
E° =0, pero entonces E = Eo = (), absurdo. O

Teorema 11.2.9. Si (E,d) es un espacio métrico completo, toda interseccion nu-
merable de conjuntos que son abiertos y densos, es densa en E.

Demostracion. Aqui, tomemos {U, },>1 una sucesion de abiertos densos, y sea U =
Nyp>1Uy,. Tomemos x € E, y veamos que para cualquier r > 0, se tiene B(x,r) U #
0.

Como U es denso, existe x; € B(x,r) N Uj, y como es denso, existe r| < 1 tal
que B(xy,r1/2) C B(x,r).

En general, definida B(x,,—1,r,—1/2) con r,—1 < 1/(n—1), por ser U, denso y
abierto, existen x,, 0 < r, < 1/n tal que B(x,,r,/2) C U, NB(xp—1,r—1/2).

Obtuvimos una sucesién de bolas encajadas, con didmetro tendiente a cero, y por
la completitud vale el Teorema de Encaje de Cantor, existe un x € N,,>1B(xn,7,/2).
Por como elegimos los radios, x € U, para todo n > 1, con lo cual U es denso. L[]

Teorema 11.2.10. Si (E,d) es un espacio métrico completo, y E = U, F,, enton-
ces G = U,>1F, es un abierto denso en E.

Demostracion. Ejercicio que sale facil. [

Teorema 11.2.11. Sean (E,d) es un espacio métrico completo, y f, : E — E’, con-
tinuas en E, que convergen puntualmente a f : E — E'. Entonces el conjunto de
discontinuidades de f es un conjunto de primera categoria.

Demostracion. Ejercicio que no sale fécil. 0
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Capitulo 12

Espacios normados

12.1. [Espacios normados y de Banach

Definicion 12.1.1. Sea E un R 6 C espacio vectorial. Una funcién || -|| : E — Rees
una norma si verifica

(M) [yl < bl +[ly1l-
@) (A -] = [A]-[lx]-
(3) ||x|]| =0siy sélosix=0.
Ejercicio 12.1.2. Demuestre que entonces || - || : E — [0, +o0).

Definicion 12.1.3. Un espacio vectorial E con una norma || - || : E — R se llama un
espacio normado.

Definicion 12.1.4. Un espacio normado completo se llama un espacio de Banach.

Ejercicio 12.1.5. No es dificil demostrar que d(x,y) = ||x — y|| es una distancia.
Hégalo!

Ejercicio 12.1.6. Probar que, en todo espacio normado E, con la distancia d indu-
cida por la norma, se tiene:

(D) dx,y=d(x+2z,y+2).
(2) y+B(x,r) =B(x+y,r).
(3) Si M es un subespacio vectorial de E, entonces:

e M es un subespacio vectorial.
e Si M° # 0, entonces M =E.
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Observacion 12.1.7. Un ejemplo que ya vimos varias veces es el espacio C(E,R)
de funciones continuas sobre un espacio métrico (E,d), y la norma dada por el
supremo del médulo de la funcién en E:

[1fllee = sup|f(x)].
xeE

A continuacién lo estudiaremos con mds profundidad y sacaremos una consecuen-
cia no trivial de sus propiedades.

Ejemplo 12.1.8. Sea (E,d) un espacio métrico, y B(E) el conjunto de funciones de
f: E — R acotadas. El espacio B(E) es un espacio vectorial sobre R, y definimos
la norma

1F1l = sup |f (x)].

xekE

Sea C(E) el conjunto de funciones en B(E) acotadas y continuas sobre E. Es un
subespacio vectorial de B(E), y ademas es un espacio de Banach, pues si

[ = fmll = O

cuando n, m — oo, entonces

[fn (%) = S ()] < [[fn = Sl

para todo x € E, con lo cual tenemos sucesiones de Cauchy en R y por ser completo,
existe el limite puntual

£x) = Tim f, ().

Podemos probar que la sucesion converge (con la norma) a este limite puntual f,
pues si n, m > ng, tenemos | f,(x) — fin(x)| < €, y cuando m — o obtenemos | f,, (x) —
f(x)] < & paratodo x € E, con lo cual

| fn = fllo = sup|fu(x) — f(x)| < €.
xekE

Para ver que el limite es continuo en un x fijo, alcanza con intercalar una f, con
n > ng y tenemos

f () = fWI < 1) = fa@)[ + [fa () = D)+ [ fa(3) = F ()]
<et+e+te

en la primera y la tercera porque n > ng, y en la segunda, como f; es continua en x,
existe un 8 > 0 tal que d(x,y) < & implica |f,,(x) — fu(y)| < €.
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Por dltimo, f es acotada, ya que si n > ng
sup [ f(x)] < sup [f(x) = fa(X)| + [ fa(x)]
xXe

xekE
< sup|f(x) — fu(x)| +sup [ fu(x)|
x€E xeE

<M+e,
donde M existe pues f, es acotada.

Observacion 12.1.9. Sea (E,d) un e.m. Cada elemento de C(E) es una funcion
continua y acotada, f : E — R. Cuando E no es contable, no tiene base contable.

Ejercicio 12.1.10. El espacio C(E, ||.||«) es completo, y por lo tanto un espacio de
Banach.

Definicion 12.1.11. Sean (E,d) y (F,p) dos e.m. Una funcién 7 : E — F se dice
una isometria si
p(Tx,Ty) = d(x,y)

para todo par de puntos x, y € E.

Observacion 12.1.12. Sea (E,d) un e.m. Veamos una construccion en la cual asig-
namos a cada punto de E una funcién continua y acotada, y utilizando la completi-
tud, de C(E, ||.||) tendremos un espacio E completo que reemplace a E.

Sea a € E fijo. Para cada u € E, construimos la funcién f,, definidaenunx € E
como
fulx) =d(x,u) —d(x,a)
y por la desigualdad triangular, |f,(x)| < d(u,a), con lo cual cada funcién f, es
acotada. Ademads, es continua pues la distancia lo es.
Tenemos ademds que || f,/|| = d(u,a) pues f,(u) = f,(a) = d(a,u). Més atin, con
la distancia inducida por la norma,

PUfus o) = lfu= foll = sup|ful) = So(x)] = supld x,u) = d(x,v)| < d(u,v)

la cual se alcanza en x = u y también en x = v, es decir, || f, — f,|| = d(u,v).
Conseguimos T : E — C(E), T (u) = f,, que ademds cumple

p(T(u),T(v)) =d(u,v),

es una isometria.

Como C(E) es un espacio completo, tiene sentido definirse £ = m, la clau-
sura en C(E) de T(E). Existe alguna funcién que es el limite de una sucesion de
Cauchy de puntos de E, que podemos pensarla como una sucesién de Cauchy de
funciones en C(E).
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Definicién 12.1.13. Sea (E,d) un e.m. Decimos que (E, p) es una completacién de
E siexiste T : E — E tal que p(Tx,Ty) = d(x,y), y ademas £ = T (E).

A

Observacién 12.1.14. Dado un e.m. (E,d), su completacién es (E,T). Si E es
acotado, entonces E era acotado.

12.2. Operadores continuos

Definicion 12.2.1. Sean E, F dos espacios normados sobre el mismo cuerpo de
escalares. Una aplicaciéon T : E — F es lineal si

= T(x+y)=Tx)+T(y),
s T(Ax) = AT(x).

Definicion 12.2.2. Sean E, F' dos espacios normados sobre el mismo cuerpo de
escalares. Una aplicacion T : E — F es continua en xy € E si para todo € > 0 existe
0 > 0 tal que si ||xg — x||g < 8, entonces ||T (xo) — T (x)||F < €.

Observacion 12.2.3. Como T es lineal, tenemos 7'(0) = 0. Entonces T sera conti-
nua en el origen si para todo € > 0, existe 6 > 0 tal que si ||x — 0|z = ||x||r < 8, se
tiene ||7(x) —O||r = || T (x)||lF < €.

Definicion 12.2.4. Decimos que T : E — F es acotada si existe ¢ > 0 tal que para
todox € E
IT()|lF < ellx]|e-

Observacion 12.2.5. La menor de las cotas ¢ de una aplicacion lineal 7' es en reali-
dad una norma para el espacio L(E, F) de aplicaciones lineales de E en F acotada.
Cuando E = F escribiremos L(E).

En general, vamos a omitir el espacio en la norma de x y T'(x) siempre y cuando
no se preste a confusion.

Teorema 12.2.6. Sea T acotada. Entonces, T es uniformemente continua.

Demostracion. Por un lado, existe ¢ > 0tal que ||[Ty—Tx|| = ||T(y—x)|| < C|ly—x||
para todo € > 0y todo par x, y. Luego, dado € > 0 basta tomar 0 = €/c. O

Teorema 12.2.7. Sea T continua en el origen. Entonces, T es acotada.

Demostracion. Si T es continua en el origen, existe 0 > 0 tal que si ||x|| < &, en-
tonces ||7(x)|| < 1.
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Sea x # 0, y tomemos 8x/||x||. Tenemos

I ()l =

con lo cual 7T es acotado. O]

y por linealidad,
1T < < I,
Teorema 12.2.8. Sea T continua en el origen. Entonces, T es continua.

Demostracion.
| Ty —Tx|| = IT(y—x)|| < Clly —x||.

O
Teorema 12.2.9. La demostracion anterior se puede twittear.
Demostracion. Tiene menos de 140 caracteres. [
Teorema 12.2.10. Si T es continua en todo E, es continua en el origen.
Demostracion. Mas que evidente. 0

Observacion 12.2.11. Hemos probado la equivalencia entre distintas versiones de
continuidad y acotacién de operadores lineales. Agrupandolas, tenemos:

Teorema 12.2.12. Sean E, F espacios normados, y T : E — F lineal. Son equiva-
lentes:

(1) T es continua en el origen.
(2) Existe una constante real c tal que | Tx||r < c||x||g-
(3) T es uniformemente continua.

(4) T es continua.

Observacion 12.2.13. Sean E, F espacios normados, y L(E,F) = {T : E — F li-
neales y continuas}. Claramente, L(E, F') es un espacio vectorial, con

(Th +T2)(x) = Ti (x) + T2 (x),
(AT)(x) = AT (x).

Teorema 12.2.14. Sea a = inf{c: ||T(x)|| < c||x||}. Entonces:

71



J.P. Pinasco CAPITULO 12. ESPACIOS NORMADOS

(1) ||T(x)|| < allx|| para todo x € E.
(2) a=sup{[[T(x)]: [lxl| <1}.
(3) a(T) es una norma en L(E,F), la notaremos a(T) = || T|| (g F)-

Demostracion. (1) Como a es un infimo, existe {a,},>1 tal que ||T(x)|| < an||x||
para todo n, y a, — a. Luego, paracadax € E,

, SV
lim [[7(x)]| < lim a, x| = al]

(2) Sea b = sup{||T(x)||: ||x|| < 1}. Como ||T(x)|| < al|lx|| < asi||x]| <1, tene-
mos b < a. Veamos la otra desigualdad.
Dado x € E no nulo, por la linealidad y la definicién de b,

1T Q< 1T G/ D -1 < Bl

con lo cual a < b.

(3) Claramente a = 0 si y solo si sup{||7(x)||: ||x]| <1} =0, estoes, T(x) =0
para todo x de norma menor o igual a 1. Pero entonces T = 0, ya que 7(x) =
1T (x/[|x[D)]] - |x[} para x 7 0.

Para la desigualdad triangular,

sup {[[(T1 +T2) ()1} = sup {[|T1 (x)|[ + [IT2(x)[|}
[lx[|<1 [lx[I<1
< sup {[|Ti(x)[[} + sup {|[T2(x)]]}-
[lx]|<1 (x| <1
Falta verificar que saca escalares con su mddulo, ejercicio! [

Observacion 12.2.15. Claramente, tenemos que ||7'(x)|| < ||T]| - ||x||- Esto lo vamos
a usar seguido mas adelante, cuando el operador sea la diferencial de una funcién.

Observacion 12.2.16. Si 7 : R" — R™ es lineal, entonces es continua.
Seay = T'(x), es decir y, = Z;?:l aijxj, y por Cauchy Schwartz,

. 2, 1/2 1/2
mm(z%) (Zx?) =(zai,~) Il
=1 =1 =1

1T = )P = 2m<fi%wm

k=1j=1

N

con lo cual

y tenemos probada la acotacion de 7.
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12.3. Homeomorfismos

Definicion 12.3.1. Sea T : E — F lineal, continua y biyectiva, con inversa T
F — E contina. Decimos entonces que 7' es un homeomorfismo.

Observacion 12.3.2. Sea T : E — F lineal y biyectiva. Existe entonces 77! : F —
E. Supongamos que existen constantes m, M tales que

mlx|| < [IT ()| < Mlx]].

Entonces, tanto 7 como T~ ! son continuas. Para T es por la acotacién de la derecha,
mientras que la de la izquierda implica la de T~!, pues si y = T(x), como x =
T-1(y), tenemos

ml|T~ )| = ml|xl| < I T = IT(T~ )1 = Iyl
y por lo tanto,

1
7! < Iyl
1T < m||y||

Definicion 12.3.3. Decimos que || - ||; es equivalente a || - ||2 si id es un homeomor-
fismo, o sea, id es lineal y continua,

m|lxl[r < Jlid (x) |2 = [lx[l2 < ma|lx]1-

Observacion 12.3.4. Supongamos que F es completo, y T un homeomorfismo. Sea
{xn}n>1 C E una sucesién de Cauchy. Entonces,

|70 — Tt || = || T (%0 — xm) [| < M||xn — x|
Como F es completo, Tx, — y cuando n — . Entonces,
T_l(T(x,,)) - T_l)’a
con lo cual x, — Ty, y E es completo.

Observacion 12.3.5. Sea E = [0,1], C(E) = {x: [0,1] — R continuas}. Tenemos
definidas x +y, A - x, y definimos las normas

[x[le = sup |x(1)],
0<r<1

el = [ x(olar

Estas normas no son equivalentes, como podemos verlo con las funciones x, () =",
ya que ||x,|l; = 1/(n+ 1), mientras que ||x, ||~ = 1.
Observemos que de todos modos, ||x||; < ||x||- para toda funcion x € C(E).
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Observacion 12.3.6. Sea E un e.n. de dimension finita, y sea {ey,--- ,e,} una base
de E. Seax = (y1,---,¥,) € R". Definimos T : R" — E, lineal y biyectiva,

T(x)=wyi-e1+-+ Yy e

Sea M = (L} [leil|*)'/2.
Veamos que 7 es un homeomorfismo:

1T =[1y1-e1+-+ Y- el

<Y |wllleil
i=1
<(Y lleil»'72- (Y w2
i=1 i=1
=M|lx|2,

con lo cual ||T(x)|| < M||x]|2-

Veamos ahora la otra cota. Como S = {x: ||x|| = 1}, la esfera de R" es compacta,
| T (x)|| alcanza su minimo en S, y no es cero porque 7 (x) # 0 para x # 0.

Dado x € R", x # 0, tenemos

() |2
Rl

es decir, ||T'(x)|| > m]|x||2. Como
mllxll2 < [[T(x)] < M[xl2,

y T es un homeoformismo.
Como consecuencia, E es un e.n. completo.

Teorema 12.3.7. Todo espacio normado de dimension finita es un espacio de Ba-

nach.
Demostracion. Sea {ey,--- ,e,} una base de E, espacio normado de dimension fi-
nita. Sea T : R" — E, con T (xy,- -+ ,X,) = xje; + - - + x,e,. Por lo anterior,
cillxll < T < callxll,
y como R" es completo, E también. [

Teorema 12.3.8. Todo subespacio vectorial de dimension finita de un espacio nor-
mado es un espacio de Banach.
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Demostracion. Si F es un subespacio de dimension finita de un espacio normado
E, es completo. O

Como corolario de lo anterior, tenemos:

Teorema 12.3.9. En un espacio vectorial de dimension finita, todas las normas son
equivalentes.

Teorema 12.3.10. Sea E un espacio de Banach que no es de dimension finita. En-
tonces, no puede tener una base numerable.

Demostracion. Ejercicio: suponga que hay una base numerable {e;};>1, defina F;, =
(e1,---,en), pruebe que todos tienen interior vacio, y que su unién es todo E. Apli-
que Baire para caer en el absurdo. [

Una dltima propiedad interesante de los operadores lineales inversibles de L(IR")
es la siguiente:

Teorema 12.3.11. Sea A = {T € L(R") inversibles}. Entonces, A es un abierto.

Demostracion. Dado S € L(R"), y T inversible, tenemos S = T + (S — T'). Luego,
como
[SC) =17 (x) + (S =T)) = T )| = [[(T =) ()],

y ademads, como T-! es continua,
Il = 11T~ T )| < T HIIT ),

tenemos |
IT G = =gy el = el
[

Supongamos que||7 — S|| < o. Entonces,
1SG = ellxl] = [T = S[[}x[| >0,
y entonces S(x) = 0 siy sélo si x =0. O

Observacion 12.3.12. La demostracion anterior puede realizarse con otros argu-
mentos (continuidad del determinante, perturbaciones de la forma de Jordan). Una
cuarta demostracion, que involucra series en espacios de Banach es muy til .

Ejercicio 12.3.13. Demuestre que la aplicacién T — T~ es continua.
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12.4. Funcionales lineales

Definicion 12.4.1. Sea H C E, con E un K espacio vectorial. Decimos que H es un
hiperplano si existe ¢ : E — K lineal tal que su nicleo es H.

Teorema 12.4.2. Sea H un subespacio de E. Son equivalentes:
(1) H es un hiperplano.
(2) SiHCE,SCE,yH CS, entonces H=S.
(3) Existe L C E subespacio de dimension 1, tal que E = H ® L.

Demostracion. (1) = (2) : sabemos que existe ¢ : S — K cuyo nticleo es H. Si
HCSCE,existenve S\H,x€E\S.
Tenemos que v € H, con lo cual ¢(v) # 0. Sea

con lo cual

conlocualy € HC Sy también v (x)/¢@(v) € S, conlo cual debe ser x € S, absurdo!
Luego, H = S.
(2) = (3): Sea H # E, con lo cual existe x € E\ H. Sea S = H + (x), y como
S # H, debe ser S = E, con lo cual E = H + (x) Claramente es una suma directa:
HN{x)=0(six ¢ H, ax ¢ H), y nos queda

E=H®(x)=H®L,

con L unidimensional.

(3) = (1) : Tenemos que H & (x) = E, veamos que existe ¢ : E — K tal que
su nicleo es H. Como cada y € E se escribe de manera tnica como y = h+ Ax,
definamos ¢(y) = A, que es lineal (verifiquelo!).

Como H = ¢~1(0), es un hiperplano. O

Teorema 12.4.3. Sea S un subespacio de E. Entonces S es un subespacio.

Demostracion. Tenemos 0 € S C §.
Sean x, y € S, veamos que Ax+y € S con A € K. Sabemos que existen {x, },>1,
{¥n}n>1 C H con x, — x, y, — y. Entonces,

[Ax+y = Axn +yu | < |A|[Jx = 20| + [y = yal| = O.
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Teorema 12.4.4. Sea H un hiperplano de E. Entonces H es un subespacio cerrado
o denso.

Demostracion. Tenemos que H C H C E, pero H = H y es cerrado, 6 H =E y es
denso. ]

Teorema 12.4.5. Sea H un hiperplano de E. Son equivalentes:
(1) H es cerrado.
(2) H es el niicleo de un funcional lineal continuo.

Demostracion. (2) = (1) : directo, H = ¢~'(0), con ¢ continua.

(1) = (2) : Por la caracterizacion de los hiperplanos, sabemos que existe v € E
tal que E = H @ (v), y todo x € E se escribe de manera tinica como x = h+ Av,
y H es el nicleo de cierta funcional lineal ¢. Tenemos ¢(x) = A¢(v), con lo cual
podemos escribir
¢(x)
¢(v)

Sead =d(x,H) > 0 pues H es cerrado,y H={x € E: d(x,H) =0},yx ¢ H
pues v/@(v) € H. En particular,

x=h+

V.

v
dv/o(v),H)=inf< ||—— —h||: heH ;.
)=t | 5] <)
Ahora,
wor| =190 5+ 565 = o5t -5
x|| = |h+ —=v|| = |o(x + = |o(x —— 1 > |o(x)|-d.
=+ 20| < o | 25 + e =l | o7 -~ > oo
Luego,
9(3)] < Tl

y H es el nicleo de una funcional lineal continua. [
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Capitulo 13

Sucesiones y series de funciones

13.1. Convergencia

Definicién 13.1.1. La sucesién {f, },>1 converge puntualmente a f en E si para
todo x € E, dado € > 0 existe ng € N tal que si n > ng se tiene

f(x) = fu(x)] < &

Definicion 13.1.2. La sucesion {f,,},>1 converge uniformemente a f en E si para
todo € > 0, existe ny € N tal que si n > ng se tiene

f(x) = fa(x)| <€
paratodo x € E.

Observacion 13.1.3. Si {f,,}, converge uniformemente a f cuando n — oo, escribi-
remos f, = f.

Veamos una demostracion del Teorema de Dini diferente a la que vimos antes:

Teorema 13.1.4. Sea (E,d) un e.m. compacto, y fp, f : E — R continuas, tal que
Jn(x) > fut1 para todon € Ny todo x € E, y ademds

lim f,(x) = f(x) paratodox € E.

n—yo0
Entonces, f, = f.
Demostracion. Sea € > 0 fijo. Entonces:
» Para cada x € E existe n, tal que si n > n,, entonces | f,,(x) — f(x)| < €.

= Existe & > 0 tal que si d(x,y) < & entonces |f(x) — f(y)| < € pues f es
uniformemente continua (£ compacto, f continua).
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= Existe 8, > 0 tal que si d(x,y) < &, entonces | f,(x) — f,(y)| < € pues f, es
uniformemente continua.

Para cada x € E sea §, = min{d, 0, }.

Tenemos que E C U,cgB(x,0y), y por la compacidad, existen xj,--- ,x; tal que
EC U]ging(xi, 5xi).

Llamemos n; = ny,. Entonces, si n > n;, tenemos | f,(x;) — f(x;)| < €.

Seay € B(x;, 8y,). Entonces, | f(x;) — f(y)| < € pues &, < &y, y también | f;, (x;) —
fni(y)‘ <E€ pues 6xi < 6nx,-'

Veamos finalmente la convergencia uniforme: si z € E, existe i tal que z €
B(xi, dy;). Si N = max{ny,--- ,ng}, tenemos

1fn(2) = f()] < S (2) = f(2)]
< i (2) = S )| 4 s (i) = f () [+ [ (i) — f(2)] < 3¢

y probamos que f, = f. ]

Ejercicio 13.1.5. Busque la otra demostracion en la carpeta (creo que no esta en las
notas) y compdrelas.

13.1.1. Algunas propiedades

Teorema 13.1.6. Sea f, = f, con f, continuas en [a,b]. Entonces

lfm / " rde= [ tim fa(e)de = / ? fva.

n—inf a n—inf

Ejemplo 13.1.7. Sea f,,(x) = nxe "™ fm:10,1] = R. Veamos que converge puntual
pero no uniformemente a f = 0.
Como f,(x) = 0 para cada n, analicemos un x > 0: por el criterio de la raiz,

V fu(x) =3 e ™ — e < 1,

con lo cual f,(x) — 0 para todo x € (0, 1].
La convergencia no es uniforme, porque

21

1 —nx
o e
/nxe”x:—2
0
0

Teorema 13.1.8. Sean f, de clase C' en (a,b), f, — f puntualmente en [a,b], y
/i = g Entonces, f es derivabley ' = g.

—n

2

—1-¢

—1#£0.
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Teorema 13.1.9. Si f,(x) = f en E, y para todo n f, es continua en x, entonces f
es continua en Xx.

Demostracion. Tenemos que f, = f, y como las f;, son continuas en xg, también f
lo es, pues

|f (x0) = f(0)] < 1f(x0) = fu(x0) | + [ fa(x0) = fu(x) [+ [ fux) — F(x)] < 3¢,

usando la convergencia uniforme en el primer y tercer médulo para n > ng, y usando
la continuidad de f;, en el segundo. [

13.2. Stone-Weierstrass

Para probar Stone-Weierstrass veremos que podemos aproximar +/¢ uniforme-
mente con polinomios. La demostracion se basa en un viejo algoritmo babildnico
utilizado para aproximar v/2.

Lema 13.2.1. Existe una sucesién de polinomios tales que P,(t) = +/t para todo
r€[0,1].
Demostracion. Definamos P;(t) = 1 para todo ¢ € [0, 1], e inductivamente,
P2(t)—t
CE
En primer lugar, probemos que v/ < P,(¢) < 1 por induccién:

Para n = 1, todo bien. Asumamos que vale para n, y tenemos que B, (1) <
P,(t), y ademas

Pn—i—l(t) :Pn(t)

(Pa(t) = V1) (Pa(t) + V1)
2

donde usamos que P, (t) + v/t < 2.
Por monotonia, existe el limite de P,(z) para cada ¢t € [0,1], y este limite es
mayor o igual a \/¢. Veamos que efectivamente es igual: como

Pt () = Polt) .

P2(t) —t
Pra(t) = Bu(n) - =L
tomando limite cuando n — oo,

204) —
10 = sy~ LU=,

es decir, f2(t) —t =0, y por lo tanto f(¢) = /7.
Finalmente, como f(¢) es continua, el Teorema de Dini garantiza la convergen-
cia uniforme. OJ
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Definicion 13.2.2. Un subconjunto &7 C C(E) es un algebra si es un subespacio
vectorial y ademas, para f, g € o/, entonces f-g € </ .
Decimos que el algebra ./ separa puntos si para cada par x;, x; € E, existe

f € talque f(x1) # fx2).
Observacion 13.2.3. El principal ejemplo de algebra es la de polinomios.

Observacion 13.2.4. Dada un dlgebra de funciones </ C E, y un polinomio p(t)
sin término independiente, tiene sentido evaluar p(f) con f € 7, ya que multiplicar
funciones del dlgebra por si mismas o por un coeficiente estd permitido.

Si el dlgebra contiene las funciones constantes, entonces podemos utilizar cual-
quier polinomio.

Lema 13.2.5. Sea o/ C C(E) un dlgebra. Entonces </ también es un dlgebra.

Claramente, 0 € o7 C o7, con lo cual falta demostrar quees cerrada para la suma,
el producto por escalares y el producto de elementos de o7

Observemos que si f, g € <7, entonces existen sucesiones { f, },>1, {&nn>1 C
</ tales que

fa— 1 8 — 8 n —» oo,

Luego,
[(fn+gn) = (f+ I < fu—fll +lgn— fI =0,

A fu =2 fII <AL fo = FIl =0,

[ fo-gn—Ff -8l <Ifu-gn—Sn-8+fn-8— -8l
S\fu-gn—ta-gll+fa-g— 14l
< Ifall - lign — gl + 11 fa = S - llgl]
< (IFI+1) - lign =gl +1fa =1l llgll = O.

Usamos en el dltimo paso que, si f, — f, entonces || f,|| — || f]|. Luego, para n > ny,
tenemos —1 < || || — || f]] < 1

Lema 13.2.6. Si o7 es un dlgebra que separa puntos'y f € o, entonces |f| € <.

Demostracién. Sea f € o/, f # 0, y definamos g como

_I
171

g € o pues es un dlgebra. Claramente, ||g|| < 1, pues | f?|| < ||f||*>. Tenemos
0 < g <1, y sabemos que existe una sucesion de polinomios P,(#) que converge
uniformemente a /7 en [0, 1].

g(x)
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Definimos G, (x) = P,(g(x)), G, : E — R, y como g € <7, tenemos G, € 7.
Luego, por el lema anterior, si converge su limite estard en .o7 .

Veamos que G, = ,/g. Como B, = V1, dado € > 0, existe ng € N tal que si
n > ng tenemos

1Ga() = V'l <&,

con lo cual |G,(g(x)) —/g(x)| < € para todo x € E, y tenemos G, = /g.
Como /g = |f|/||f|| € &, que es un dlgebra, |f| € o y el lema queda demos-
trado. O]

Lema 13.2.7. Si f, g € o, entonces
h(x) = mdx f(x), g(x),
K(x) = min £(x), g(x),

Demostracion. Reescribamos
h(x) = 5 (1)~ 8]+ 7(0) + 800,
) = 5(7(0) +80) ~ 1 (x) ~ g0,
y ambas estdn en .27 por ser cerrada para las operaciones involucradas (suma, resta,

tomar modulo, producto por escalares). 0

Observacion 13.2.8. Claramente, el lema anterior se extiende por induccién al
maximo y minimo de cualquier cantidad finita de funciones del algebra.

Lema 13.2.9. Si o7 es un dlgebra que separa puntos y 1 € o/, entonces dados x,,
x €E ya, B R, existe f € of tal que

fx)=a,  flx)=4.

Demostracion. Sea h € <7 tal que h(x;) # h(x;). Definimos

h(x) —h(x1)
X)=a+——~———".(B—a),
) =at s (B -a)
que pertenece a ./ ya que es un espacio vectorial, y satisface lo pedido. [

Teorema 13.2.10. Sea E compacto, y &/ C C(E) un dlgebra tal que separa puntos
y 1€ . Entonces, o/ = C(E).
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Demostracion. Sea f € C(E), xo € E, y fijemos € > 0.,
Para cada x € E, existe g, € & tal que g«(x) = f(x), gx(x0) = f(x0), y existe
Ox > 0 tal que si y € B(x, 6;), tenemos

g:(y) > f(y) —e.

Como E es compacto, E C UycgB(x, Oy), existen xp, -+ , x, tales que
E C UlgignB(xi, 5xi).

Definamos g (y) = max{gy,(y): 1 <i<n}.Estafuncién g0 satisface g"0(xp) =
f(x0),y g°(y) > f(y) — € paratodo y € E, pues y € B(x;,6;), y 8°(y) > &x;(y) >
) —e _

Luego, dado x € E, existe g* € &/ tal que g*(x) = f(x), y para todo y € E,

gy =fly)—e

Por otro lado, para cada x € E, existe 6* > 0 tal que si y € B(x,0%), tenemos
g*(y) < f(y) + €. Igual que antes cubrimos E con estas bolas, extraemos un subcu-
brimiento, y definimos el minimo de las g* correspondientes. Esa funcion serd la
buscada:

Como E es compacto, E C UyepB(x,8%), existen xp, -+ ,x,, tales que

E C UlSiSmB(xi; 5x,')'

Definamos A(y) = min{g"i(y): 1 <i < m}. Esta funcién h satisface h(xy) =
f(x0), y h(y) < f(y) + € para todo y € E, pues y € B(x;,0,;), y h(y) < g (y) <

) +e.
Por dltimo, como cada g¥i(y) > f(y) — €, tenemos que h(y) > f(y) — €.

Encontramos & € <7 tal que |h(y) — f(y)| < € para cada y € E, con lo cual
= £1| = sup, |h(y) ~ £ ()| < &.

Repitiendo este procedimiento, con € = 1/k, en cada caso encontramos una
funcién iy € <7 con ||y — f|| < 1/k, con lo cual la sucesién {/; }; C </ converge a
£,y entonces f € <.

El teorema queda demostrado. [

Los siguientes teoremas son consecuencias directas del teorema anterior:
Teorema 13.2.11. Los polinomios son densos en C([a,b)).

Teorema 13.2.12. Los polinomios en n variables son densos en C(K), con K C R",
compacto.

Ejercicio 13.2.13. ;Las funciones {1} U {sen(nx)},>1 U{cos(nx)},>1 son densas
en C(]0,7])?

Ayuda: analice si son un 4lgebra. Serfa mds fécil si fuesen {e”*},c7 vy las fun-
ciones continuas de [a,b] — C, ;verdad?
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13.3. Series numéricas

Definicion 13.3.1. Sea ay, ay,--- una sucesion de nimeros complejos (a, = u, +
iv,). Sea

n
Sp=a1+---a, = Zaj.
Jj=1

Si S, converge a un numero complejo S = U + iV, entonces

n
S=) a,=1mS,=lim ) a;.
L= st Lo

n>1

Observacion 13.3.2. Sia, = u, +iv, y ¥, a, converge a S = U + iV, entonces de

n n
S, = Z Mk+iZVk,
k=1 k=1
tenemos

U= i uy, V= i V-
k=1 k=1

Ademis, S, — S, pues al ser finitos términos,

S = lim Znak = lim Zn@.
n%wkZI n%ookzl

Lema 13.3.3. Si la serie Y| a es convergente, entonces la serie Y°_, | aj es
convergente, y ademds

[

Iim Y a=0.
m—yoo
k=m-+1

Demostracion. Sea§ =Y ;" a;,yseaS, =Y, a Tenemos
ap+1 -+ Fanyp = Sn+p — S

Tomando limite en p,

n+p
lim Z ay :I}EEO(Sn—i-p_Sn) =8 —Su,

p—reo

k=n+1
luego,
Z ai = S— Sl’l;
n+1
es convergente, y ademas cuando n — oo, tenemos que S — S, — 0. [l
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Observacion 13.3.4. El Teorema anterior es el criterio de Cauchy para convergen-
cia de series: la serie Xa, es convergente si y sélo si para todo € > 0 existe ng = ng(€)
tal que si n > m > ng entonces

n
Z ag| < E.

k=m+1

Esto es equivalente a decir que la sucesion de sumas parciales es de Cauchy,
|Sy — S| < € para n, m > ny.

Definicion 13.3.5. La serie Xa, es absolutamente convergente si Y. |a,| < co.
Teorema 13.3.6. Una serie absolutamente convergente es convergente.

Demostracion. Sea Y a, absolutamente convergente. Ahora,

n n [eS)
Z ai| < Z ]ak] < Z ]ak] <E€
k=m+1 k=m-+1 k=m-+1
sim > ny.
Entonces, {S, },>1 es de Cauchy, y la serie resulta convergente. 0

Observacion 13.3.7. El criterio de comparacion es una consecuencia directa de este
razonamiento: si |a,| < ¢, y ¥ ¢, converge, entonces

n n oo
Z ay| < Z lag| < Z lck| < €
k=m-+1 k=m-+1 k=m—+1

sin > m > ng por ser convergente ) ¢, y por lo tanto es de Cauchy la sucesion de sus
sumas parciales, con lo cual también es de Cauchy la sucesion de sumas parciales
de Y ay..

13.3.1. Criterios de convergencia

Enunciemos rdpidamente los principales criterios de convergencia:

Lema 13.3.8 (Comparacién). Sea Xc, convergente, y Xa, con términos complejos
tal que |ay| < c,. Entonces Lay, es absolutamente convergente.

Lema 13.3.9 (Criterio de la raiz). Sea Xa, con términos complejos, y
L =1imsup \/ |ay|.
n—oo

Si L < 1, la serie es absolutamente convergente. Si L > 1, es divergente.
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Lema 13.3.10 (Criterio del cociente). Sean {a, },>1 niimeros complejos no nulos.
Sea

¥ , an+1

L = limsup s
n—oo dap
L. an+1

L = liminf iasy
n—yoo a

Si L < 1, la serie es convergente. Si L > 1, la serie es divergente.

Lema 13.3.11. Sean {a,},>| nimeros complejos no nulos. Entonces,

limsup v/ |u,| < limsup tntl

n—soo n—oo  Up

Lema 13.3.12 (Criterio de Dirichlet). Si la sucesion de sumas parciales A, de Y a,,
es acotada, y {b,},>1 es una sucesion de nimeros reales decreciente y que tiende
a cero, entonces Y. a,b, converge.

13.3.2. Operaciones con series

Dadas dos series convergentes ) a, = A, ) b, = B, tenemos

n=1
Si ¢ € C, entonces

oo
Z ca, = cA.
n=1

El producto de Cauchy de ambas series se define como

o0 n
A-B= ch, Ccph = Zakbn_k.
n=1 k=0

Teorema 13.3.13 (Mertens). Sean Xa, y Xb, dos series convergentes, y sean

A = Z Qp, B = Z bi’l?
n=0
n
Cp = akbn_k.
k=0
Entonces, la serie Xc, converge, y
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Demostracion. Sean
n n n
An:Zalm Bn:Zblm anzcn-
k=0 k=0 k=0

Definamos f3, = B, — B y sabemos que f3, — 0 cuando n — oo. Sea M = sup,, | B,|.
_yn _vn J 14
Tengmos C,=Y i=0Cj = Y =0 Yi—0@bj—k, y podemos reordenar esta dltima
sumatoria tomando a; como factor comun,

Cyo=aoB,+a1B,—1 +aB,_>+---+a,By
= ag(B+ Bn) +a1(B+Pu-1) +ax(B+Pu2)+ - +an(B+Po)
=A,-B+.

Debemos probar que ¥, — 0. Si n < m tenemos

|’}/n| < |a0Bn +a1ﬁn —1+-- 'amﬁn—m| + |am+l,3nfm71 + - +anB0|

m oo
< Zamﬁn—k +M Z |ak|
k=0 k=m-+1
<ée+Me,

el segundo vale tomando m > my por la convergencia de la serie de los a,, y el
primero porque fijado m, si n—m > ng, podemos obtener fB,_j < (ag+---+an) " 'e.
El Teorema queda demostrado. [

13.4. Series de funciones

Definicién 13.4.1. Sea {u, },>1 una sucesion de funciones definidas en E C C. La
serie

i”j(z) =ui(z) +ua(z)+---,
=

se define como el limite de las sumas parciales para cada x € E,

s

s(z) =

uj(z) = lim s,(2) = lim ) u;(2).
j=1

.
Il
—_

Teorema 13.4.2 (Weierstrass). Supongamos que |u,(z)| < ¢, para todo z € E, y que
Y ¢, < 0. Entonces, la serie Y u,(z) converge absoluta y uniformemente sobre E.

Demostracion. Dado z € E, como Y. |u,(z)| < Y. ¢, < oo, tenemos la convergencia
absoluta.
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Ahora, observemos que

o>

5@ 5@l =| ¥ )< ¥ c<e

k=n+1 k=n+1

sin > np(€), con lo cual la convergencia es uniforme ya que la acotacion no depende
de z. [

Observacion 13.4.3. Recordemos que la suma y el producto de funciones continuas
es una funcién continua. Asi, como f(z) = z 'y g(z) = cte son continuas, tenemos
que fi = cxZF es continua para todo k > 0, y también lo es cualquier polinomio
P(z)=ap+az+---+ap7".

Observacion 13.4.4. Si una sucesion de funciones continuas f,, converge unifor-
memente sobre £ a f, entonces f es continua sobre E. La demostracién la vimos
mucho antes, cuando probamos que las continuas con la norma del supremo son un
espacio completo.

13.5. Series de potencias

Definicion 13.5.1. Dada una sucesién de nimeros complejos, Y~ @,2" es una serie
de potencias.

Una serie de potencias puede no coverger para z # 0, y define una funcién cuyo
dominio son los puntos donde converge.

Teorema 13.5.2. Existe R € [0, +oo| tal que la serie },~oa,2" converge absoluta-
mente si |z| <R, y diverge si |z > R.
Demostracion. Observemos que el criterio de Cauchy implica que si
limsup \/|a,z"| = limsup |z| v/ |an| < 1
n—eo n—oo

la serie converge, y no si es mayor a 1. Entonces, definimos
1

R =
limsup,,_,, /|ax|

y el teorema queda demostrado.

Teorema 13.5.3. La serie funcion f(z) = Y¥,>0an2" es continua en |z| < R.

Demostracion. Sea K C B(0,R) compacto. Como las funciones a,z" son continuas,
la convergencia puntual es ademds uniforme sobre K, y el limite f resulta continuo
en K. Tomando una sucesién de compactos, K,, = B(0,R — 1/n), el teorema queda
demostrado. U
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13.5.1. Funciones de variable compleja
Sea Q un dominio en el plano complejo C (que como espacio métrico es R?).

Definicion 13.5.4. Sea f : Q — C. Definimos su derivada f’(z) como
h) —
f/(z>:h/mf<z+ ) f(Z)

h—0 h

Observacion 13.5.5. Las siguientes propiedades se demuestran con facilidad:
(f+8) =f+¢
(f-8)=rfs+fg
(cf)=cf
(8(f(2)) =& (f(2))-f'(z)

Ejemplo 13.5.6. La derivada de 7" es nz"~!. Para calcularla, observemos que

(z+h _ i ( ) S B i ("_)Zn—jhj—y
j=1 =2\

Observacion 13.5.7. Veremos que la serie puede derivarse término a término, pero
observemos primero que si R es el radio de convergencia de } a,z", también lo es
de Y na,z" .

Sea |z] < R, entonces existe p tal que |z| < p <R,y |a,p"| < ¢y con Y c, < oo.

Ahora,
n—1
|na,z" ]| <n— <—‘ | )
p \lp|

y aplicando el criterio de la raiz, vemos que es convergente.

Teorema 13.5.8. Sea f(z) =Y. oanz", con radio de convergencia R. Si |z| <R,
entonces

h
lim flz4h) Z na,?'' = f'(z).

h—0

Demostracion. Ejercicio. Relea el ejemplo y la observacion anteriores, las claves
estan ahi. [

Observacion 13.5.9. Partiendo de

(Zanz) Y n-ant I

n>1 n>1

una consecuencia interesante es que si una funcién definida por una serie de poten-
cias es derivable una vez, lo es infinitas veces.
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Capitulo 14

Teoremas de punto fijo...

...y otras cosas de la vida!
R. Iorio, el del IMPA, no el de Almafuerte.

14.1. Motivacion

Cuando Newton formul6 sus leyes para la mecénica, propuso que una particula
de masa m que sigue una trayectoria x(¢) en la cual estd sujeta a una fuerza F (x(z)),
satisface la igualdad fuerza = masa por aceleracion, y como la velocidad es la
derivada de la posicidn, y la aceleracion es la derivada de la velocidad, podemos
reformular este enunciado como

mx (t) = F(x(t)).

Resolver la ecuacion (necesitard mucha suerte, o un caso demasiado particular)
depende ademas de dos condiciones extras: la posicion y la velocidad en un tiempo
to inicial.

En el enfoque moderno de la teoria de ecuaciones diferenciales ya no se pretende
resolverlas explicitamente, sino poder analizar cualitativamente su comportamien-
to. De todos modos, es necesario garantizar a priori la existencia de soluciones, o
estariamos hablando de propiedades de algo que tal vez no exista.

A lo largo del siglo XX aparecieron distintos métodos para estudiar la existencia
de soluciones, uno de ellos utiliza teoremas de punto fijo. Existen varios teoremas
de punto fijo y llas hip6tesis necesarias para aplicarlos varian, pero se procede basi-
camente de la misma manera en todos los casos.

90



J.P. Pinasco CAPITULO 14. TEOREMAS DE PUNTO FIJO...

14.2. Punto fijo

Definicion 14.2.1. Sea (E,d) un e.m. Una aplicacién T : E — E se llama un opera-
dor de contraccion si existe 0 < o < 1 tal que d(Tx,Ty) < ad(x,y).

Teorema 14.2.2. Sea (E,d) un e.m. completo, y T : E — E un operador de con-
traccion. Entonces T es continuo.

Demostracion. Como d(Tx,Ty) < ad(x,y), sabemos que si d(x,y) < § = ¢/,
entonces d(Tx,Ty) < €. O

Definicion 14.2.3. Sea (E,d) un em. y T : E — E un operador de contraccion.
Decimos que x € E es un punto fijo de 7 si T (x) = x.

Teorema 14.2.4 (Teorema de Punto Fijo de Cacciopoli-Banach). Sea (E,d) un es-
pacio métrico completo, y T : E — E un operador de contraccion. Entonces existe
un punto fijo de T y es tinico.

Demostracion. Como T es una contraccion, existe o < 1 tal que d(T'(x),T(y)) <
od (x,y).

La unicidad es sencilla: supongamos que existen dos puntos fijos x, y, con lo
cual

d(x,y) =d(T(x),T(y)) < ad(x,y),

absurdo ya que & < 1 estrictamente.

Para la existencia, tomemos xy € E, y definamos iterativamente x; = T'(x;—) =
T'(xp), donde T' es componer T i—veces.
Probemos que esta sucesion es de Cauchy: dados n, m, tenemos

d(xn,xm) = d(T"(x0), T" (x0))
< d(T"(x0), T (x0)) +d (T (x0), T+ (x0)) +d (T (x0), T" (x0))
< ao"d(xp, T (x0)) + od(T" (x0), T™ (x0)) + &"d (T (x0),x0)
= o"d(x0,T (x0)) + otd (xp, xm) + &™d (T (x0),x0),
con lo cual
(1 —a)d(xp,xm) < (a"+a™)d(T(xo),X0),
y como « < 1, tenemos a¥ — 0 cuando k — oo, asi que tomando 7 tal que

no €
S = a)d(T(xo)x0)

obtenemos d(x,,X,) < € si n, m > ny.
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Para finalizar, como el espacio es completo existe x = limx,, y como 7 es con-
tinuo,

T(x) = r}glgoT(xn) = ,}1_r>£10T(xn) = hm 0 X1 =X

O]

Observacion 14.2.5. Si analiza la demostracion con cuidado, coincidird que es
constructiva ya que partiendo de cualquier punto, genera una sucesion que tiende al
punto fijo, y puede controlar el error, ya que tomando limite en m en

o+ o™

drhmg
(%X, Xm) (l—oc

)d(T(Xo)yxo),

tenemos
an

) < (12 )T (o)),

una cota explicita del error que estamos cometiendo.

Observacion 14.2.6. La demostracion anterior es de B. Palais y R. Palais. La clasica
utiliza otro argumento para probar que la sucesion es de Cauchy: sin < m,

d(xn, Xm) < d(Xn,Xn1) +d(Xns1,%042) + -+ d(Xm—1,%m)
< d(xnyxn+1 +d(xn+17xn+2) + - +d<xmflaxm) +d(xm7xm+1) +---
< o"d(x0, T (x0)) + o d(x0, T (x0)) + & 2d (x0, T (x0)) + - -
< a"d(xo,T(xp)) Z ak

1
1-«o

< Oc”d(xo, T(X()))

Observacion 14.2.7. No alcanza con pedir d(T(x),T(y)) < d(x,y), el o debe ser
estrictamente menor a 1. Sin embargo, alcanza con esta condicion si el espacio es
compacto, como muestra el préximo teorema.

Teorema 14.2.8. Sea (E,d) un espacio métrico compacto, y T : E — E que satisface
d(T(x),T(y)) <d(x,y) para todo par de puntos x, y € E. Entonces existe un punto
fijode T y es tinico.

Demostracion. La unicidad se prueba igual que antes. Para probar la existencia,

definamos
=inf{d(x,T(x)): x € E}.

Esta distancia debe alcanzarse: si existe x;, tal que

d(x,,T(x,)) — D,
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por la compacidad existe una subsucesion {x;, } j>1 que converge a cierto x, y tene-
mos d(x,T(x)) = D. Si D =0, tenemos d(x,T(x)) = 0 con lo cual x = T'(x) y hay
un punto fijo. Si fuese D > 0,

d(T(x),T(T(x))) <d(x,T(x)) <D,

absurdo, ya que D minimizaba. 0

14.3. Existencia y unicidad

Teorema 14.3.1. Supongamos que f(x,t)y d.f/0dx son continuas en un entorno Q
del punto (a,b). Entonces existe 8 > 0 tal que existe una tinica solucion x(t) para
a—0 <t<a+9d, conx(a)=b, de la ecuacion diferencial

Demostracion. Por la continuidad de f'y d f/dx en un entorno Q de (a,b), pode-
mos tomar un rectdngulo

Q:{(I,X): ‘t_a’ SS; ‘X—b| SE}CQ,

tal que

af

e <M, SR <L (1x) €.

En particular, por el teorema del Valor Medio tenemos la siguiente desigualdad:

|f(t,x1) = f(t,x2)] < Llx1 — x2l.
Si hace falta, achicamos el valor de &, para tener
» 0 <¢g/M,
= 0 <1/L.

Siempre podemos hacerlo, porque si en el cubo mayor estaban acotadas por M y L,
seguirdn estando acotadas en uno mds chico contenido en el anterior.

Consideremos el espacio K (b, €) de funciones continuas en Cla — d,a + 0] tales
que
|x(t) —b| <€ si|t—al <6,

con la distancia del supremo,

d(x,y) = sup |x(r) =y(r)]-

lt—a|<5
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Este espacio es completo, y definimos un operador T : K(b,€) — K(b, €) por medio
de la férmula

ﬂg:n@=b+/}@ﬂgms t—a| <.
Observemos que
) -l < [ 1fs(s)lds <M <,

con lo cual £ € K(b,€).

Veamos ahora que T es una contraccion:
20 =30 <| [ Flsx(s)ds— [ flsy(s))ds]
< [ 1 Gsix(9) = F(s.3()ds

< [ Llxts) = (sl
<d(x,y)L|t —a| < d(x,y)Ld.

Como d(%,¥) < L8d(x,y), y tenemos 8 < 1/L, el operador T es una contraccion, y
existe x € K(b,€) tal que T (x) = x.

Como
Aﬂ:b+Lf@AwM&

tenemos que x(a) = b, cumple la condicion inicial. Ademads, por el Teorema Funda-
mental del Célculo,

X (1) = f(t,x(1)),

y satisface la ecuacion diferencial. [

Observacion 14.3.2. Uno de los detalles mds interesantes del Teorema anterior es
una idea que aparecerd mds de una vez en el futuro: para resolver un problema
en un espacio dado (aqui el espacio es el de las funciones derivables), se cambia el
espacio por uno mas grande (en este caso, las continuas), se resuelve en este espacio
ya que al ser mas grande aumentamos las chances de que tenga solucion, y luego
verificamos que la solucidn encontrada estd en el espacio original.

Observacion 14.3.3. En el Teorema anterior pedimos la continuidad de la derivada
parcial de f respecto a x. Como se vi6 en la demostracion, alcanza con pedir que f
sea Lipchitz en Q, es decir,

|f(l,)C1) —f(t,X2)| §L|X1 —)C2|.
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Observacion 14.3.4. Dada una ecuacién de segundo orden x” = f(x,x’,r), podemos
transformarla en un sistema de primer orden auténomo, definiendo

~

X=Xy, X Z)C/1=)C2, = X3,

con lo cual tenemos

=

X

2
- (XI,XZ,X3)
1

=_ =
NSNS

y la condicion inicial
x(tg) =u, x(tg)=v
se transforma en
x1(to) =u, x2(to) =v, x3(to) = to.

El teorema se modifica para funciones x(t) = (x1(¢),x2(¢),x3(¢)) : R — R3 y se
prueba existencia y unicidad sin mayores inconvenientes.

14.4. Otros teoremas de punto fijo

Existen unos cuantos teoremas de punto fijo, entre los principales podemos men-
cionar los siguientes:

» Bolzano: toda funcién continua f : [a,b] — [a, D] tiene un punto fijo.

= Brouwer: toda funcién continua f : B— B con B C R” convexo tiene un punto
fijo.

» Schauder: toda funcién continua f : B — B con B convexo y cerrado, y f(B)
compacto tiene un punto fijo.

= Schaeffer: toda funcién continua y compacta f : B — B con B un Banach tal
que el conjunto {x € B: x = A f(x = paraalgun 0 < A < 1} es acotado, tiene
un punto fijo.

» Kakutani: sea f : B— Z?(B) \ 0 una funcién semicontinua superiormente y
convexa con B compacto y convexo en R". Entonces existe x € B tal que

x € f(x).
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Capitulo 15

Diferenciacion

15.1. Introduccion

Nuestro objetivo en este tltimo capitulo es introducir las herramientas del cdlcu-
lo diferencial. Lo haremos en espacios de Banach de dimension arbitraria, ver por
ejemplo el libro de Kolmogorov y Fomin, o el detallado articulo de R. Hamilton [4].

Recordemos rapidamente la definicion de derivada para f : R — R:

Definicion 15.1.1. Sea f: (a,b) C R — R. Decimos que f es derivable en x € (a,b)

si existe el limite L
oo L) = £ ()
h—0 h

= f(x).
Observacion 15.1.2. Una definicién equivalente es que existe a € R tal que

o L D) — () —ah _
h—0 h

0,

y en tal caso vemos que f’(x) = a, pues

i O =S o ) )~

h—0 h h—0 h

0.

También podemos pensar que 7' (k) = ah es una transformacion lineal, y tene-

mos
o LCHD) — () =T (h)
h—0 h

=0.

Observacion 15.1.3. Una notacion habitual en andlisis es escribir que un término
es un o(h), que leemos “o-chica de 4, cuando & — a, para indicar que

w(h) = o(h) si lim W) o,

h—a h
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Podemos reescribir la definicion de derivada diciendo que cuando & — 0,

flx+h) = f(x) = f'(x)h+o(h).

Es decir, aproximamos f en un entorno de x por una transformacion lineal, y el error
que cometemos tiende a cero dividio por A.

15.2. Diferenciacion en espacios de Banach

En esta seccion E, F son espacios de Banach con normas || - |
las llamaremos indistintamente || - ||.

Veremos que hay dos posibles generalizaciones de la derivada, igual que en el
célculo de varias variables: la diferencial, y la derivada direccional. La diferenciabi-
lidad es un concepto mads fuerte, ya que implica la existencia de derivadas direccio-
nales, mientras que el concepto de derivada direccional es mas débil, y se necesitan
condiciones auxiliares para garantizar la diferenciabilidad.

E, F, aunque

15.2.1. Derivada de Frechet (fuerte)

Definicion 15.2.1. Sea Q C E un abierto conexo, y f : Q — F. Decimos que f es
diferenciable en el sentido de Frechet en x € Q si existe A, € L(E,F), un operador
lineal continuo A, : E — F tal que

fx+h) = f(x) = Ach+o([[])
cuando & — 0.
Teorema 15.2.2. Si f es diferenciable en x, el operador Ay es tinico.
Demostracion. Supongamos que existen A, B tales que
flu+h) = f(u) = Ah+o(||h]]) = Bh+o([[]).

Entonces, cuando & — O,
Bh—Ah =o(||h|)).

Si existe hqg € E tal que Bhg # Ahy, entonces

. Bthy— Athy Bhy — Ahg
0=1lim = ,
=0 t|ho 170l

absurdo. L]
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Observacion 15.2.3. El operador A, = D f(x) es la diferencial de Frechet de f en x.
Cuando £ =R", F = R™, es la transformacion lineal asociada a la matriz jacobiana
con respecto a las bases canonicas de R" y R™.

Definicion 15.24. Si f: Q C E — F es diferenciable en U. Decimos que f es
de clase C! si la aplicacion de E en L(E,F) que a cada x € U le asigna Df(x) es
continua.

Teorema 15.2.5. Se tienen las siguientes propiedades:
(1) Si f(x) =z9 paratodox € U C E, entonces Df(x) = 0.
(2) Sif, g:U — F sondiferenciables, y A € R, entonces D(Af+g)=ADf+ Dg.
(3) Si f: E — F es un operador lineal acotado, entonces Df = f.
(4) Si f : E — F es diferenciable en x, entonces es continua en x.

(5) (Regla de la cadena) Si f : E — F es diferenciable en xo, y g : FF — G es
diferenciable en yy = f(xo), entonces D(go f) = Dg(yo) - Df (xo)-

Demostracion. Veamos cada una:

(1) Como f(x+h)— f(x) =z0—z0 =0, con Df(x) = 0 se cumple la condicién
de diferenciabilidad.

(2) Tenemos

(Af+8)(x+h) —(Af +8)(x) = A(f(x+h) = f(x)) +8(x+h) —g(x)
= A(Df(x)h+o1([|A]])) + Dg(x)h+oa(][A]])
= (ADf(x) +Dg(x))h+o(|[]),

pues o([|A[|) = Ao1([|A]]) +oa(/[]) — O cuando |[A]| — 0.

(3) Pues flx+h) = f(x) = f(h),y f € L(E,F).

(4) Como f es diferenciable, ||Df|| es acotada por alguna constante c, y si ||4]| es
suficientemente chico, o(||%||) < g||k||. Entonces

1F Ce 1) = FOF < IDF )R] E +Nlor((IRlD]]7
< c|lhlle+elhlE

= (c+e)ll(x+h) —xlle

y f resulta continua.
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(5) Por ser diferenciables, tenemos
f(xo+h) = f(xo) = Df(xo)h+o1(]|A]),
g(vo+k) —g(vo) = Dg(yo)k + oz ([|X]),

Ahora,

g(f(xo+h)) —g(f(x0) = g(yo+k) —g(vo)
= Dg(yo)k +o02(|[k[]))
= Dg(yo)[f (x0+h) — f(x0)] + o2 ([|%]]))
= Dg(y0)[Df (x0)h+o1([|1Al])] +o2(Ilk[]))
= Dg(yo)Df(x0)h+Dg(yo)o1(||h]]) + o2(]Ik][)-

Como ||Dg|| < ¢ al ser un operador acotado, y
02(|[K[[) = 02([|f (%o +h) — f(x0)[) = (| ]])
pues f es continua, y nos queda
Dg(yo)or ([|A[l) +o(||Al}) — 0
cuando ||A|| — 0.

]

Observacion 15.2.6. Sean E/, E; dos espacios de Banach y su producto E = E| X
E, con la norma ||x,y|[g = [|x[[g, + [|y[|E,- Si f : E — F es diferenciable en (xo,y0),
entonces existen las derivadas parciales de f en (xg,yo), que satisfacen

f(x0+h,y0) — f(x0,y0) = Dxf (x0,y0)h+o01(]|A]]),

f(x0,y0 +k) — f(x0,0) = Dyf (x0,y0)k +o1(||k]]),

donde D, € L(E\,F), Dy e L(Ey,F).
Ademas, vale la férmula de la derivada total,

f(x0+h,yo+k) — f(x0,y0) = Df (x0,¥0) (h,k) +o(|| || + [|k]|)
= Dy f(x0,y0)h+ Dy f(x0,y0)k+o(|| ]| +[|k])

cuando i — 0, k — 0.
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Observacion 15.2.7. En general, dados E;,--- ,E, y Fy,---,F,, espacios de Ba-
nach, podemos considerar sus productos con las normas

n m
ety sx)lle = Y Ixilles 100 ym)lle =Y, Iyills,
i=1 i=1

y m funciones
fjiEl ><~~><En—>Fj.

Podemos enunciar el siguiente resultado: la funcién f(x) = (fi(x), -, fin(x)) es
diferenciable si y solo si son diferenciales todas las componentes f;.

La demostraciéon queda como ejercicio, pero observe que de f pasamos a la
componente f; via la proyeccion x; : F — Fj, es decir, 7;(y) = y;, que es lineal, y
utilice ahora la Regla de la cadena. La otra implicacion es mds sencilla.

15.2.2. Derivada de Gateaux

Definicion 15.2.8. Sea Q C E un abierto conexo, y f : Q — F. La derivada direc-
cional de f en x en la direccién de h € E se define como el limite

fl+h) = )

t

d
—_ . = 1,
dtf(x+t h) 50

Teorema 15.2.9. Si f es diferenciable en x, entonces existen las derivadas direc-
cionales y

d
—f(x+1t-h) =Df(x)h.
dt

Demostracion. Sea h € E, entonces

flxtt-h) - fx)

d
— f(x+1t-h) =lim
t—0

dt "
= lim M +1lim w
S0 0 ]
= Df(x)h.
y el teorema queda demostrado. -

Observacion 15.2.10. Se puede demostrar también que si las derivadas de Gateaux
de f existen para todo 4 en un entorno de x y son continuas, entonces f es diferen-
ciable.

Observacion 15.2.11. Dado que es mas sencillo calcular un limite en una variable
antes que trabajar con operadores lineales entre espacios de Banach, una forma de
calcular la diferencial de Frechet es calcular la de Gateaux y tratar de aplicar el
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teorema anterior. Si falla, atin asi la derivada de Gateaux por lo general nos sugiere
un candidato (piense cuando calculaba las derivadas parciales y las utilizaba como
posible diferencial).

Ejemplo 15.2.12. Veamos algunos ejemplos.

1. Sea E =C([0,1]) con la norma ||x|le = max{|x(z)|: 0<t<1},y f: E —E,
definida como f(x) = x%. Entonces, D f(x)h = 2x(¢)h(t). Como

(x(t) +5s-h(t))* —x()? _ x(t2) + 25 -x(t)h(t) 4+ 5% - h(t)? — x(t)?

= 2. x(t)h(t) +s-h(t)*
— 2-x(¢t)h(t) cuando s — 0,

podemos suponer que Df(x) : E — E es multiplicar la funcién A(t) por 2x(t).
Es lineal, y tenemos

(x(r) + (1)) —x(1)* = 2x(0)h(t) +h(1)?,
y claramente h(¢)? = o(||h||) cuando ||A|| — 0.

2. Sea E = = {{ay}p>1: Y.a2 < oo} con la norma ||{a,},>1|l2 = (La2)'/2.
Sea f: f, — R definida en a = {a,},>1 como f(a) = ||a||>. Dado & € /5,
calculemos

Y(an+s-hy)>—Ya: Y(ai+2s-ash,+s*-h2)—Ya?
s N s
=Y 2-awhy+s-h;
— 22 -ayh, cuando s — 0,

Necesitamos probar que esto tiene sentido, y que la serie que queda es con-
vergente. Recordemos que 2|a,h,| < a2+ h2, pues

0 < a2+ h2 —2|aphy| = (an — hy)?,

y como Y. a2, Y h2 < oo pues a y h estdn en /5, la serie es convergente.

Se puede verificar ahora que Df(a) = 2{(a,-), es decir,

= ZZanhn

3. Sea E = C!(]0,1]), con la norma ||x||g = ||x|e + [|¥/||c. Definimos f : E —
C([0,1]) (con ||x||e) como f(x) = x(7)x'(z). Aqui,

[x(t)—i—sh(t)][x’(t)+sh’(t)] —x(t)x’(t) :xl(l,)h( )+x( )]’l/( )—i—sx’(t)h/(t)

S
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que tiende a x'(¢)h(t) + x(¢)h'(¢) cuando s — O.

Dejemos como ejercicio comprobar que D f(x)h = [x(¢)h(r)]’, y veamos que
la funcién f es de clase C'. Para eso, necesitamos probar que x — (x(¢)-)’ es
continua.

Sean x, y € E, y recordemos que

[Df(x) =Df ()|l = sup{[[[Df (x) =DfW)]()||: h € E, [[h]|e < 1}.
Entonces, como

IIDf(x) =DfW](R)|| = [|X'h+xh —y'h — yh'|
< e = Ylleol 1A [[oo 1 = 3" lleo | ]| oo
< e = Ylleo([1llew 118 [le0) + l16" = [leo ([P0 + 1] )
= (e = Ylleo +[1X" = lleo) (12 lloo 4~ 17| 0)
= [|x—yllelll&,
<|lx—ylle

resulta continua.

4. Sea E = C'([0,1]), con la norma ||x||g = ||x||ec + ||/||ce. Para ty € (0,1) in-
troduzcamos &, la Delta de Dirac en 7y, tal que J,(x) = x(fp). Definamos la
funcién 4

f:6tOOE E— R
Tenemos que f es diferenciable, y por ser lineal y continua, Df = f.
Que derivar y evaluar son lineales, es obvio. Verifique que son continuas.

5. Sea E = C!([0,1]), con la norma ||x||g = ||x||e, ¥ fo € (0,1). Ahora, f =
Oy, © % : E — R no es diferenciable. ;Por qué?

6. El altimo ejemplo es apenas una introduccion a una serie de problemas de la
fisica matematica, y una de las herramientas empleadas en su resolucidn, el
calculo de variaciones.

Consideremos un péndulo de masa m, colgando del origen de coordenadas en
el plano euclideo (x,y) con un hilo inextensible de longitud ¢. A cada tiempo
t, forma un dngulo 6(¢) con el semieje negativo de las ordenadas.

En una posicion (x(¢),y()) la energia del péndulo viene dada por dos térmi-
nos, la cinética y la potencial:

Ec= g(ﬁ@')z, Ep = —mglcos(0).
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y el principio de minima accién de Hamilton afirma que la funcién que descri-
be el moviento del péndulo (u otros sistemas fisicos) en el intervalo de tiempo
[0,T] debe ser un extremal de

J(0(t)) = /OTEC  Epdt = mz/OT ;(9/(I))2+gcos(6(t))dt,

donde g es la aceleracién de la gravedad ( g ~ 72, Wilkins defini6 el metro en
el s. XVII como la longitud del pendulo cuyo periodo era de 2 segundos).

Observemos que J : C'([0,T]) — R, y si suponemos que () es un extremal,
como J(O(t)+s-h(t)) : R — R tiene un extremo en s = 0, debe ser

T (0(t) +s-h(t)|,_, =0.

Pero esta expresion es la derivada de Gateaux de J(6) en A, y nos queda

[ J(O+sh)—J

t—0 t

0) _ e /O " 00/ (O (1) — gsen(6(1)h(r)dr

(compruébelo!). Claramente, podemos descartar el factor m/, e integrando
por partes la primera expresion, podemos reescribirlo como

T
0=J(6(t)) = — / 106" (1) + gsen(6/(1))]h(t)dt,
0
y si esta expresion es cero para cualquier 4, entonces debe ser

0" () + %sen(@(t)) ~0.

Esta es una ecuacion de segundo orden, un problema de Sturm Liouville, y
para resolverlo necesitamos dos condiciones extras, por ejemplo la posicion
y la velocidad a t = 0, es decir, 6(0) y 6'(0).

Una observacion final: esta ecuacion tal como estd no puede resolverse. Cuan-
do 6 es chico, podemos aproximar sen(6) ~ 6, y si buscamos por ejemplo
una solucién tal que 0(0) =0, y 6'(0) = a, en este caso encontramos la solu-

cion de la forma
14
0(1) = a\/;sen <\/%t) .

15.2.3. El teorema del valor medio

Uno de los resultados mds importantes del cdlculo en una variable es el Teorema
del valor medio de Lagrange:
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Teorema 15.2.13. Sea f : [a,b] — R continua, y derivable en (a,b). Entonces existe
c € (a,b) tal que
f(b) = f(a) = f'(c)(b—a).

Lamentablemente, extenderlo a f : E — F, con E, F espacios de Banach, re-
quiere utilizar una version del teorema de Hahn-Banach, y las demostraciones de
este teorema dependen del Axioma de Eleccion. Es posible evitar Hahn-Banach,
utilizando un argumento de conexion, ver la demostracion en el excelente libro de
Jost [5].

Teorema 15.2.14. Sea v € F, un espacio de Banach. Entonces existe una funcional
lineal continua ¢ : F — R tal que

o) = llell- vl

Observe que este teorema es obvio en dimension finita. En R”, por ejemplo,
dado x podemos completar una base utilizando la base candnica; si x; # 0, podemos
tomar {x,ep,---,e,}, y definimos

(p(alx—l—azez +--- +anen) =ai ||x||7

que es lineal y continua, ||| =1y ¢(x) = ||x|.
Veamos como demostrar valor medio asumiendo este resultado.

Teorema 15.2.15. Sea f : Q C E — F diferenciable Frechet tal que el segmento
{(1=t)x+1ty: 0<t <1} C Q para todo x, y € Q. f(0) =x, f(1)=y. Entonces
existe ty € (0, 1) tal que

1FG) =)l < sup [[DF((1 = 10)x+t09) | e.p) Iy = %[l E-

O<t<1

Demostracion. Sea ¢ : F — R la funcional lineal continua tal que

(f) = f(x) = llellllf () = F G,
(por Hahn-Banach) y definamos g(7) : [0,1] — R componiendo,

(1) = o(flty+ (1 —1)x])

y es diferenciable Frechet pues es composicion de funciones que lo son.
Por el teorema de valor medio de Lagrange usual,

g(1) —g(0) = g'(1)(1-0),

y por la regla de la cadena tenemos
(P(f(y)) - (P(f(x)) = D(p‘f[t()y—l—(l—to)x] Df’toy+(l—to)x (y_x)'
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Como ¢ es lineal y continua, tenemos

O(f0) = () = @ (Dflyye 1 =)

El lado derecho lo podemos acotar recordando que ¢ y Df son operadores lineales
continuos y por lo tanto acotados, y el izquierdo lo reemplazamos por el valor de

P(f () = f(x)):
l@ll11F () = F G < NT@I DS iy (1) Ny — I

Por tltimo, cancelamos ||@|| y tomamos supremo en ¢, obteniendo la desigual-
dad buscada:

1F ) = f@)I < sup [|Df((1—10)x+20y)][[ly — ],

O<r<1

y el teorema queda demostrado. 0

15.2.4. Teorema de la funcion inversa

Observacién 15.2.16. Enunciaremos el teorema para f : E — F de clase C', f(a) =
bcona€ E,b € F,tal que Df(a) es lineal, biyectiva y continua.

(1) En dimension finita, todo operador lineal es continuo, pero entre espacios de
Banach arbitrarios, es el teorema de isomorfismos de Banach:

Teorema 15.2.17. Sea A € L(E, F) biyectivo. Entonces A~ es acotado.

Es consecuencia directa del Teorema de la Aplicacién Inversa, y no lo vamos
a demostrar aqui.!

(2) Podemos suponer que a =0, b =0, E = F y Df(a) = Id. Como [Df(a)]™!

A

es un isomorfismo entre F y E, tenemos f : E — E definida como f(x) =
[Df(a)]~'[f(x) — f(a)]. Esta funcién cumple las condiciones, y es diferen-
ciable pues es composicion de funciones diferenciables.

(3) Sea Q C E abierto, K C F cerrado, con E, F espacios de Banach. Sea
C(Q,K)={¢:Q— F : ¢ continuas y acotadas},
1@ — Wl[eo = sup|@(x) — y(s)]
xeQ

como son acotadas, este supremo es finito.

'No se preocupe, lo vera en el primer mes de clases en Andlisis Funcional.
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Sabemos que este espacio es completo, pues una sucesion de funciones que
sea de Cauchy converge puntualmente gracias a la completitud de F, y con
la norma anterior el limite (puntual) es en realidad uniforme y pertenece al
espacio.

Esto nos permitira aplicar el Teorema de Punto Fijo de Cacciopoli-Banach.

Ahora si, enunciemos y probemos el teorema:

Teorema 15.2.18. f : E — E de clase C' en un entorno de a € E, f(a) = b con
b € F, diferenciable, tal que Df (a) es lineal, biyectiva y continua. Entonces existen
entornosU CE,VCF,conacUybeV,tal que f:U —V es biyectiva, y la
inversa f~1:V — U es diferenciable en b, con Df~'(b) = [Df(a)] ..

Demostracion. Separemos la prueba en distintas etapas.

(i) De acuerdo con la observacion anterior, suponemos a =0, b =0, E =F'y
Df(a) =1, 1a identidad.

(i1) Definamos una funcién g : E — E,
g(x) = f(x) —x.
Esta funcién es C', vale g(0) = 0, y Dg(0) = 0.

(iii) Existe » > 0 tal que en W = {x: ||x|| < r}, ||Dg(x)|| < 1/2, pues g es C!, 1a
funcién que manda x — Dg(x) es continua, y la norma también lo es.

En particular, si x, y € W, se tiene

() — s < 2=l

por el teorema de valor medio.
(iv) Tenemos que f|y es inyectiva, pues

1) = FODl = llg(x) +x—g(y) —yll
> |lx =yl —[lg(x) — W)l

> Jx -yl — 5 |lx ]
x—y||—=llx—
2 Yii=5 y
— k=l
=5 lx=yl:
(v) Con y = 0, vemos que ||g(x)]|| < ||x]|/2. Si definimos V = {y: ||y|| < r/2},

tenemos g: W — V.
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(vi) Busquemos ¢ : V — W continua que verifique f(¢(y)) =y paratodoy € V.
Como g(x) = f(x) —x, esto es equivalente a pedir g(¢(y)) + ¢(y) = y. Es decir,

o(y) =y—glo()).

Por la observacién previa al teorema, C = C(V,W) con || - || €s un espacio

completo, y tiene sentido definirse un operador de contraccién, porque tendrd un
punto fijo.Sea T : C — C,

A

T(e)=9¢, o) =y—glo).

(vii) Verifiquemos que 7(C) C C. Tenemos que @ resulta continua, y esta defi-
nida en V. Ademds

@I = lly—gleWIl < Iyl +lgleW)] < —+—H<P( )<
pues @(y) € W, la bola de radio r. Luego, ¢ : V — W.

(viii) Veamos que T es contraccion. Para cada y,

_ _ 1
1) = vl = llg(e(v)) — (W)l < Slle(y) —wH)Il-
Tomando supremo tenemos que ||7(¢@) —T(y)|| < || — y||/2, es contraccion.

(ix) Por el Teorema de Punto Fijo, existe ¢ tal que ¢ = T (¢), esto es

fle(y))=y paratodoyeV.

Dado y € V, el punto x = @(y) es el unico que satisface

m xeW,
» fx) =

Definimos U = W N f~!(V), con lo cual es una biyeccién: la funcién f|y es
inyectiva pues f|w lo es. Ademads, todo punto de V es imagen de uno de U. Luego,
es un homeomorfismo ya que ¢ = (f|y)~' es continua.

Ademads, como vimos en el punto (iv), si yj, y» € W, conx; = @(y1), x2 = ¢(y2),

[e(y1) —e(2)ll <2[[y1 =2,

y por lo tanto f~! es uniformemente continua.
En particular, tomando y, = 0, nos queda ||@(y)|| < 2||y||, que es equivalente a

Il < 2[lF G-
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(x) Veamos que ¢ = f~! es diferenciable en 0. Queremos probar que

¢(y) = (0) — [Df(0)] "' (y—0) = o(|ly]))-
Comoy = f(x), o(y) =xy ¢(0) =0 = f(0), reescribimos esta expresion,

=0~ [DFO)] ' (f(x) = FOD] = lx = [DFO)] )]
= ||[Df(0)] ' [DF(0)x— f)]|
< | = 1M f(x) = Df(0)x]|
< Mo(||x]))

donde M = [[[Df(0)]~"]].
Queriamos ver que era o(||y||), con y = f(x), y tenemos

ofllx) _ il oCixl) -, oCllx[)

LA A Tl = [l

— 0,

(xi) Fin. O

15.2.5. Comentarios adicionales
Teorema de la funcion implicita

Veamos un ultimo teorema importante, el Teorema de la Funcién Implicita. Por
suerte, su demostracion es mds corta dado que asumimos que vale el Teorema de la
Funcién Inversa.

Teorema 15.2.19. Sean U C E|, V C E, abiertos, y f : U xV — F de clase C.
Sean xo € U, yo € V' y supongamos que Dy f(xo,y0) : E2 — F es lineal, biyectiva y
continua. Entonces existen abiertos Uy C E1, Wy C F con xo € Uy, f(x0,y0) € Wo y
una funcion g : Uy x Wy — V de clase C' tal que para todo (x,w) € Uy x W, se tiene

flx,8(ew)) =w.

Demostracion. Sea G(x,y) = (x, f(x,y)), una funcién auxiliar F : U xV — E; X F.
Su diferencial estd dada por

et~ (24 0)

con Id la matriz identidad de E, y DF es un isomorfismo (lineal, biyectiva, continua
y con inversa continua) de E; X E> con Ej X F. Luego, existe una inversa local
G ':UyxWy— U xV con

Gil(X, W) = (x,g(x,w)),
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que es la funcién buscada.
Por la regla de la cadena aplicada a f(x, g(x,w)), tenemos

ng(xaw) = _[Dyf(xag(xa W))]_l ODx(f(xag(wi))

Dyg(wi) = [Dyf(x,g(x,w))]_l.

El teorema queda demostrado. 0

Observacion 15.2.20. Si quiere la version usual de los cursos de analisis, fije w =0,
0 avance unas paginas.

La inversa contraataca

En el Teorema de la Funcién Inversa pedimos f de clase C! y s6lo probamos que
f~! era diferenciable para cada punto de la imagen (piénselo un rato: a y b = f(a)
eran arbitrarios en tanto f fuese diferenciable en a, y 1o era en todo un entorno).

Podemos ir mas lejos, y probar que f~! es de clase C!. Para esto necesita-
mos probar dos cosas: que los operadores lineales acotados inversibles de E son un
abierto, y que invertir (mandar un operador en su inverso) es continuo. Es decir, da-
do € > 0, exite & > O tal que si |[Df(a) — Df(x)|| < 8, entonces Df(x) es inversible
y ademds ||[Df (a)] ™' — [Df(x)] '] <e.

Ambas son sencillas en dimension finita, y mas complicadas en un espacio de
Banach.

(1) El conjunto de los operadores lineales acotados inversibles de E es un abierto
en L(E).

En particular, si ||A]| = § < 1, entonces (I —A) € L(E) es inversible, donde
I : E — E es la identidad. Una demostracion ripida sale utilizando la misma
idea detrds de la convergencia de la serie geométrica, pues

N N
I-A)-| YA | =Y A | - 1-A)=1-A"""
j=0 j=0
El operador (I —A)~! =Y, jZOAj estd bien definido y es continuo, pues

) Al(x)

j>0

: . 1
<YW <Y 8l = =5l

j=0 Jj=0

Observemos que, para cada x € E, tenemos entonces

(1= 8" D)l < flell = ANl < fle =AY,
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(148Dl = el + ANl > [l =AY,

Lo utilizaremos de la siguiente forma: como Df(a) es la identidad, y f es C',

entonces D (x) serd inversible para todo x en un entorno de a.

(2) Tenemos también la continuidad de las inversas: si x — a, y Df(x) — Df(a)

entonces [Df(x)]™! = [Df(a)]~".

Observemos que si A, B son operadores acotados inversibles, con inversas

acotadas, entonces
Al B =AY (B-B)B !,
con lo cual
lA™" =B < [lA™"- IB—All- B~ =0

i [|B— Al — 0.

No hace falta entrar en més detalles, estos temas seran estudiados en profun-

didad mas adelante.

15.3. Diferenciacion en R”

Esta seccidn es un caso particular de la anterior. La agregamos porque es la

notacion habitual de los cursos de andlisis (incluyendo Célculo Avanzado).

15.3.1. Definiciones basicas

Definicion 15.3.1. Sea Q C R" un dominio (conjunto abierto y conexo), y f: Q —
R™. Decimos que f es diferenciable en x € Q si existe una transformacién lineal

A:R" — R" tal que
lim fx+h)— f(x)—Ah

=0.
h—0 ||7|

Teorema 15.3.2. Si f es diferenciable en x, la aplicacion lineal A es tinica.

Demostracion. Supongamos que

lim f(x+h)— f(x)—Bh

=0.
h—0 ||7|

Entonces, cuando & — 0,

[Bh—Ah| _ |(f(x+h) = f(x) = Bh) = (f(x+h) - f(x) —Ah)
1] 1]

— 0.
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Ahora, L = B— A es nula, ya que para todo x con ||x|| = 1,

Btx — At
|Brx—Atx|

" cuando t — 0.

|Bx — Ax| =

]

Observacion 15.3.3. Notaremos A = Df(x), y la matriz con respecto a las bases
candnicas de R"” y R™ se llama la matriz jacobiana de f en el punto x.

Teorema 15.3.4. Sea f diferenciable en x. Entonces f es continua en Xx.

Demostracion.

1FGe+h) = @I < [1f e+ h) — f(x) — Ah|| + [|AR]|

| Fe+h)— £(x) — A
< 1] ( -

) Al =0

cuando ||k|| — 0, y por lo tanto, f es continua en x. O
Teorema 15.3.5. Sea f : R" — R™ lineal. Entonces, Df(x) = f(x).

Demostracion. Tenemos

flxth) = fx) = f(h) _ fO)+F(h) — f) —f(h) _
1] ] '

]

Teorema 15.3.6. Sea f:R" — R™, f = (f1, -, fm)- Entonces, f es diferenciable
en x si 'y solo si lo son las funciones f;, con 1 <i < m.

Ademds, Df (x) = (Df1(x), -+ ,Dfin(x)).

Demostracion. Supongamos que f es diferenciable en x. Componemos con la pro-
yeccion en la coordenada i, y tenemos f; = m; o f. La proyeccion es diferenciable
por ser lineal, con lo cual f; es composicion de funciones diferenciables, y

Dfi(x) = mjo Df(x).

Para la otra implicacién, supongamos que cada f; es diferenciable en el punto x,
y sea T; = Df;(x). Definimos A(h) = (T1(h), - ,T(h)). Como cada T; es lineal, A
lo es. Tenemos

o< fx+h)—flx) —Ah)] < i [filx+h) — filx) = Ti(h)]
i=1

— 0.

B 1] 1]

Luego, A = Df.
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Teorema 15.3.7 (Regla de la cadena). Sean f:U C R" —V C R"™ diferenciable en
x, yg:V CR"™— RP diferenciable en y = f(x). Entonces, go f es diferenciable en

Xy
D(go f) = Dglsx) o Dfx-

Demostracion. Ejercicio, por aburrido. 0

Teorema 15.3.8. Sea f: U C R" — R diferenciable en xy € U, y xo un extremo de
f- Entonces Df (xg) = 0.

Demostracién. Como U es abierto, existe § > 0 tal que si ||x —y|| < & entonces
y€U.Seahdenorma 1,y definimos g: (—8,0) — R como g(¢) = f(xo+1h). Esta
funcién es derivable, y tiene un extremo en 0, con lo cual g’ = 0. Pero

0=g'(0) =Dflx,(h) = (V£(x0), h)

Luego, para cada A, tenemos

0= (5200 30 0w )

y eligiendo i = ¢;, el i—ésimo vector candnico, tenemos que cada derivada parcial
es nula en xg. ]

Teorema 15.3.9. Sea f : (a,b) — R" diferenciable en x € (a,b), y sean {0 }n>1,
{Bn}n>1 dos sucesiones que convergen a x tales que

a< oy <x<pP,<b.

Entonces f'(x) = lim,_ o W.
Demostracion. Ejercicio, porque la notacién es pesada. o

Teorema 15.3.10. Sea f: U C R" — R diferenciable, y U conexo (para todo par
x, y € U el segmento que los conecta estd incluido en U). Dados x, y € U, existe t,
tal que 7 = x+1ty(y — x) satisface

f)—=fx) =(Vf(z),(y—x)).

Demostracion. Esta si, porque es corta: sea u =y —x, y definamos g(¢) = f(x+tu),
que es diferenciable en (a,b), y tenemos

JO)—f(x) =g(1)—g(0) =¢'(0), 10 €(0,1).

Ademas,
g'(10) = (Vf (x+tou),u) = (V£(2),(y —x)),

y la demostracion queda terminada. [
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Teorema 15.3.11. Sea Q un cubo cerrado, Q CU CR", y f : Q — R" diferenciable
en el abierto U, tal que para cada i, j y todo x € Q se tiene

Ifi| -
8x]

Entonces para todo par x, y € Q se tiene
2
1F () = FO) < n"M|x —yl].

Demostracion. Como en (y por) el teorema anterior, para cada i tenemos g; = f;(y+
t(x—y)).y

n

1£ix) = fiw)ll = (Vi(z) Z [lx =yl = nM]lx —y].

Luego,
() = fWIl < Z fi(x) = fiy)| < n*M|x—yl],

y la demostracion queda termlnada. [

15.3.2. Inversa

El siguiente Lema serd necesario en la demostracion del teorema de la aplicacién
inversa.

Lema 15.3.12. Sea g de clase C' en un entorno del punto a, tal que Dg(a) = 0.
Entonces, existe un cubo Q centrado en a tal que

I8~ < 5lx =l

para todo x, y € Q.

Demostracion. Tenemos que para 1 <i<m,yparal < j<n,

dgi .

Entonces, por la continuidad de las derivadas parciales, dado € > 0, existe ¥ > 0 tal
que si [xj —aj| < yparal < j <n,se cumple

dgi
3, == (x)

con lo cual, por el teorema del valor medio,

lg(x) =g ) < n*ellx—y].

Si elegimos & = 1/(2n?), terminamos la demostracion. O

<E,
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Teorema 15.3.13 (Teorema de la Aplicacién inversa). Sea f : R" — R”" una funcion
de clase C' en un entorno del punto a. Si det(Df(a)) # 0, entonces existe un entorno
abierto V del punto a, y un entorno W de f(a) tal que la restriccion f|y es un
homeomorfismo de V sobre W. Ademds, f~' : W — V es de clase C'.

Demostracion. La demostracion de este teorema es larga, separémosla en partes.
Sea A = Df(a), y consideremos la funcién auxiliar ¢ = A~! o f. Tenemos

Do(a)=DA™! Df(a)=A"1-A=1d,

con lo cual podemos suponer de ahora en mas que Df(a) era la matriz identidad.
Introduzcamos la funcién auxiliar g(x) = f(x) —x, y observemos que

Dg(a) =Df(A)—1d(a) =0

Por el Lema que ya demostramos, existe un cubo cerrado Q centrado en a tal
que para todo x, y € Q, se tiene

= |f(x) = fO)] = [x—y]/2,
= |g(x) —g)| < |x—yl/2,
» det(Df(x)) #0.

Tomemos x € dQ, y b = f(a). Tenemos que b ¢ f(dQ), que es un compacto,
con lo cual

d(b, f(90)) = & > 0.

Introduzcamos
W={u:d(u,b)<35/2} ={u: [u—>b| </2}.

Tenemos f(x) € f(dQ),ysiueWw,
0 O
G —u 2 b= f(x)| = lu=b] 26— 5 =5 >|f(a) —ul,

con lo cual si x € dQ, entonces | f(x) —u| > |f(a) —u|.

Definamos
n

o(x) = |f(x) —ul’ = Y [filx) —ui]’.
i=1
Esta funcion restringida al cubo Q alcanza un valor minimo en un punto x y en tal
punto,

99\ Nois 2 9fi
o, ) = Y 2[fi(x) — u 5,3 =0

i=1
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Abhora, en el centro del cubo tenfamos que det(Df) = 1, con lo cual si Q es
suficientemente chico, el determinante no puede anularse. Supongamos que para
algun i se tiene f;(x) # u;. Entonces, para todo j deben anularse todas las derivadas
parciales de f;, absurdo, pues Df tendria una fila de ceros.

Entonces, para cada u € W, existe x € Q tal que f(x) = u.

Definamos V = f~!(W)NQ°, que es un abierto y contiene al punto a, y tenemos
una biyeccion f|y : V — W.

Veamos que f~! es continua. Sean u, v € W, conx = f~!(u), y = f~!(v). En-

tonces,
1

SIF @ =),

1
u=v[=1f(x) = fO) =2 Sl =y =
con lo cual
1 w) = ) < 2Ju—v),

y por lo tanto f~! es uniformemente continua.

Veamos que f~! es diferenciable. Sea b = f(a), y dado h, llamemos b+ k =
fla+h).
Claramente, a = f~!(b) y a+h = f~1(b+k). Ademas, por la continuidad,

limh =0.
k—0

Sea A = Df(a), entonces
k= f(a+h)—f(a)=Ah+ |hlo(h), limy_ow(h) =0,
h=f"'(b+k)—f~(b).
Le aplicamos A~! y obtenemos
Ak=h+hA ' o(h) = h=A"k—|hA 0(h).

Luego,
[h] _ A7k —[nlA” o (h)]
T\~ K

- \A‘lk\+\|2’\A‘lw(h)

(K[ 1Al
<C—+ A" w(h).
K[ [K]

Como @(h) tiende a cero, podemos acotar [A~'@(h)| < 1/2, y tenemos

i Lin| _ |A]
T SCH 5= 7 <2C,
k| 2 (k" |K]
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y el cociente estd acotado.
Luego, A~' =Df~!(b) = [Df(a)] "

Finalmente, para ver que es de clase C', como las matrices son un abierto
(preimagen de las de determinante distinto de cero), si Df(a) es inversible en a,
y x — Df(x) es continua en un entorno de a, si tomamos r suficientemente chico,
tendremos Df (x) inversible si ||a —x|| < r.

Por otra parte, observemos que invertir, A — A~ es continua, pues la inversa
puede obtenerse diviendo la matriz de cofactores de A por el determinante de A. El
determinante es continuo respecto de los coeficientes, y la matriz de cofactores se
obtiene evaluando A en [p(7) — p(0)]/t, donde p es el polinomio caracteristico de A,
con lo cual invertir es continua, y entonces [Df(x)]~! — [Df(a)]~! cuando x — a.

Terminamos.
O]

15.3.3. Implicita

Supongamos que tenemos m funciones de n + m variables,
fl'(xlf"7xn’yla"'aym):07 1<i<m.

Uno esperaria poder despejar m variables en funcion de las restantes, tal que y =
9(x), y filx.9(x) = 0paral <i<m.

Es decir, llamando f(x,y) = (fi(x,y), "+, fm(x,y)), buscamos U CR"y ¢ : U —
R™ tal que f(x,p(x))=0enU.

Si las f; fueran transformaciones lineales, sabemos que podemos despejar m
variables (triangulando por Gauss, por ejemplo) si tenemos un bloque de la matriz
asociada de m x m inversible. Veremos que en el caso no lineal, la idea es la misma,
si reemplazamos las funciones por sus diferenciales.

Teorema 15.3.14 (Teorema de la funcién implicita). Sea f(x,y) : R*"™™ — R™ de
clase C' enun entorno de (a,b) € R"™. Supongamos que f(a,b) =0,y det(Dyf) #
0. Entonces existen entornos A de a, y B de b tales que para todo x € A existe un
linicoy = @(x) € B tal que f(x,y) =0.

Demostracion. Sea F(x,y) = (x, f(x,y)), una funcién auxiliar F : R"*" — R
que satisface

F(a,b) = (a,f(a,b)) = (a,0).

Su diferencial es una matriz en bloques

DF (x,y) = ( If lff )
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con /d la matriz identidad de R"*". Esta matriz es inversible pues su determinante es
el mismo de D f (se puede comprobar desarrollando el determinante por las primeras
n filas, por ejemplo).

Luego, estamos en condiciones de aplicar el Teorema de la Funcién Inversa, y
F~! es un homeomorfismo entre dos abiertos W y Q. Esta inversa es de la forma

Fl(x,y) = (x,8(x,)),

ya que las primeras coordenadas no son modificadas por F'. Tenemos entonces

() =F(F'(x,y)) = (x, f(x,8(x,y))),

lo cual implica que y = f(x,g(x,y)).
En particular, si y = 0, tenemos f(x,g(x,0)) = 0, siempre y cuando (x,0) € W.
SeaA = {x: (x,0) e W} C Q, claramente a € A y A es abierto.
Tenemos ¢ (x) = g(x,0) definida para x € A, y entonces

flx,0(x))=0 x € A.

Seanx € A, y € B con f(x,y) = 0. Entonces,

Fx,y) = (xf(xy) = (x,0) €W,

y aplicando F~!,
(x,y) = (x,8(x,0)) = (x, @(x)),

es decir, y = @(x).
La demostracion queda terminada. 0
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