CALCULO AVANZADO PRIMER CUATRIMESTRE DE 2025

PRACTICA 8

Ejercicio 1. Sean E y F espacios de Banach y sea A C E un abierto no vacio. Sea f: A — F
una funcién continua y sea xg € A.

i) Probar que si una transformacion lineal T': E — F satisface

Lo 15@) = (o) = T = wo)|

=0
20 [l = ol

entonces T' es continua.

ii) Probar que si T1 y T» son dos transformaciones lineales de E en F que satisfacen la
condicién de i), entonces T = Th.

Ejercicio 2. Sean F y F espacios de Banach, sea A C E abierto no vacio y sea f: A — F.
Probar que f es diferenciable en zp € A siy sélo si existen T' € L(E,F) yr: A — F con
r(xg) = 0 y r continua en xg, tales que para todo = € A

f(x) = f(zo) + T(x — x0) + ||z — 20| - ().

Ejercicio 3. Sean F y F espacios de Banach, sea A C E abierto no vacio y sea f : A — F.
Probar que si f es diferenciable en xg € A, existen § > 0 y ¢ > 0 tales que B(xg,0) C Ay
| f(z) = f(x0)| < cllx — x0|| para todo x € B(zo,9).

Ejercicio 4. Sea f una funcion a valores reales diferenciable definida en un subconjunto abierto
A de un espacio de Banach E. Probar que si f alcanza un extremo relativo en un punto xg € A,
entonces D f(xg) = 0.

Ejercicio 5. Sea F un espacio de Banach. Sean z1,x9 € E y sea A C F un abierto que contiene
al segmento que une x; y xs.

i) Sea f : A — IR una funcién diferenciable. Probar que existe x en el segmento que une
x1y x2 tal que f(z1) — f(z2) = Df(x)(z1 — x2).

ii) Mostrar con un ejemplo que el resultado no vale para funciones vectoriales.

iii) Sea F' un espacio de Banach y sea f : A — F una funcién diferenciable que verifica
|IDf(z)|] < M para todo z € A. Probar que ||f(z1) — f(z2)| < M|lz1 — z2|.

Ejercicio 6. Sean E y F espacios de Banach. Sea A C FE un abierto conexo y sea f: A — F
una funcién diferenciable. Probar que si D f(z) = 0 para todo x € A, entonces f es constante
en A.

Ejercicio 7. Sea U C IR"™ un abierto conexo y sea f : U — IR™ una aplicacién que satisface
1f(z) = f()|l < ||z — y||* para todo par de puntos x,y € U. Probar que f es constante.



Ejercicio 8. Sean E y F espacios de Banach. Sea f: E — F diferenciable en xg € E. Probar

que para cada v € E existe la derivada direccional gf(aro) y vale gi(a:o) = Df(x0)(v).
v

Ejercicio 9. Sea f : IR? — IR? definida por f(z,y) = (e cosy, e"seny).
i) Verificar que f no es inyectiva.

ii) Comprobar que el jacobiano de f es no nulo en todo punto de IR?. Deducir que f es
localmente inyectiva.

Ejercicio 10. Sea U un abierto de IR" y sea f : U — IR™ de clase C'! con jacobiano no nulo
en todo x € U.

i) Probar que f es abierta.

ii) Probar que para cada y € IR, f~!(y) es un conjunto discreto.



