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Practica 4: Teorema de Baire, compacidad

Teorema de Baire
Sea (X, d) un espacio métrico. Se dice que un conjunto A C X es nunca denso si A =g

Probar que A es nunca denso si y sdlo si para todo abierto no vacio U C X existe otro abierto
novacioVc U talque VNA=(.

Probar que R" no puede escribirse como unién numerable de subespacios vectoriales propios.

Sean (X, d) un espacio métrico completo sin puntos aislados y sea D un subconjunto denso
y numerable de X. Probar que D no es un Gg.

Demostrar que no existe ninguna funcién f : R — R que sea continua sélo en los racionales.

Sugerencia. Para cada n € N, considerar

1
Un={x€R‘EIUE]RabiertoconxeUydiarn(f(U))<—}.
n

Sea (I,),en la sucesion de intervalos de [0, 1] con extremos racionales y para cada n € N sea
E,={f €C[0,1]| f es mondtona en I,}.

(a) Probar que para cada n € N, E, es un cerrado de interior vacio en (C[0,1],dxo)-

(b) Deducir que existen funciones continuas en el intervalo [0, 1] que no son monétonas en
ningtn subintervalo.

IEI Sea Lip[a,b] = {f € C[a,b] : 3k > Otalque |[f(x)— f(¥)| < klx —y| Vx,y € [a,b]}.
Probar que Lip[a,b]° =@ en C[a, b].

Compacidad

(a) Mostrar que el intervalo (0,1] C R no es compacto.

(b) SeaS=(a,b)NQcon a,b€R—Q. Probar que S es un subconjunto cerrado y acotado
pero no compacto de (Q, d), donde d es la métrica usual de R.

Sea E = {¢(™ € £°° | n € N}, donde cada sucesién e™ = (e]({”))keN estd definida por

(n) {O si k;én,
e’ =

k 1 si k=n.
Probar que E es discreto, cerrado y acotado, pero no compacto.
IE| Sea ¢y = {(x,)ney CR| lim x, = 0}. Se define en ¢, la métrica
n—,oo

d(x,y) = sup{|x, — y,| [ n € N}.

(@) Demostrar que la bola cerrada B(x,1) = {y € ¢y | d(x,y) < 1} no es compacta.



CALCULO AVANZADO 1ER CUATRIMESTRE 2025

(b) Probar que (cy,d) es separable.

Sea X un espacio métrico y sea (a,),en C X tal que lino1o a, = a € X. Probar que el conjunto
n—
K ={a, | neN}U{a} c X es compacto.

Probar que todo espacio métrico compacto es separable.

Sea (X, d) un espacio métrico. Probar que:

(@)

Si (X, d) es compacto, todo subconjunto cerrado de X es compacto.

(b) Toda unién finita y toda interseccion (finita o infinita) de subconjuntos compactos de X

©

es compacta.

Un subconjunto F C X es cerrado siy sélo si FNK es cerrado para todo compacto K C X.

Sea (X, d) un espacio métrico. Se dice que una familia (F;);c; de subconjuntos de X tiene la
propiedad de interseccion finita (PL.E) si cualquier subfamilia finita de (F;);¢; tiene interseccién
no vacia. Probar que X es compacto si y sélo si toda familia (F;);c; de subconjuntos cerrados
de X con la PLE tiene interseccién no vacia.

Sean (X,d) e (Y,d’) espacios métricos. Se considera (X x Y,d,), donde

doo((x1,¥1), (X2, ¥2)) = max{d(x, x3), d/(J’bJ’z)}-

Probar que (X X Y,d,) es compacto siy sélo si (X,d) e (Y,d”) son compactos.

Sea X un espacio métrico compacto y sea f : X — R una funcién continua tal que f(x) > 0
para todo x € X. Probar que existe € > 0 tal que f(x) > ¢ para todo x € X.

Sea (X, d) un espacio métrico.

(a)

b)

©

(d)

(e

Sean F C X un cerrado y x € X —F. Probar que no es cierto en general que exista un
punto y € F tal que d(x, y) = d(x, F). Es decir, la distancia entre un punto y un cerrado
puede no realizarse.

Sean K C X un compacto y x € X — K. Probar que existe y € K tal que
d(x,K) = d(x,y). Es decir, la distancia entre un punto y un compacto siempre se
realiza.

Probar que si X tiene la propiedad de que toda bola cerrada es compacta (por ejemplo,
si X = R") entonces si vale que la distancia entre un punto y un cerrado siempre se
realiza.

Sean F, K C X dos subconjuntos disjuntos de X tales que F es cerrado y K es compacto.
Probar que la distancia d(F,K) entre F y K es positiva, pero puede no realizarse.

Sean K;,K, C X dos subconjuntos compactos de X tales que K; N K, = &. Probar que
existen x; € K; y x5 € K, tales que d(K;,K,) = d(x,x,). Es decir, la distancia entre
dos compactos siempre se realiza.

Sea (X, d) un espacio métrico. Se define

H(X)={K C X | K es compacto y no vacio}.
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(@) Sead(A,B)= sup{d(a,B)}. Verificar que, en general, d no es una métrica en 4 (X).

acA
(b) Se define d : #(X) x #(X) — R como d(A,B) = max{d(4,B),d(B,A)}. Probar que
para todo € > 0 vale

d(A,B)<¢ = ACB(B,e) y BCB(A¥¢),

donde B(C,e)={x €X |d(x,C) < ¢} para cada C C X.

(¢) Probar que d es una métrica en ¢ (X).

Dado un cubrimiento por abiertos (U;);c; de un espacio métrico (X,d), un niumero ¢ > 0 se
llama niimero de Lebesgue de (U;);¢; si para todo x € X existe j € I tal que B(x,¢e) C Uj.
Probar que todo cubrimiento por abiertos de un espacio métrico compacto tiene un nimero
de Lebesgue.

Sean (X,d) e (Y,d’) espacios métricos y f : X — Y continua y biyectiva. Probar que si (X, d)
es compacto, entonces f es un homeomorfismo.

Sea (X,d) un espacio métrico compacto. Probar que para cada espacio métrico (Y,d’), la
proyeccién 1 : X x Y — Y definida por 7(x, y) = y es cerrada.

Sean (X,d) e (Y,d’) espacios métricos, y sea f : X — Y una funcién. Probar que si Y es
compacto y el gréfico de f es cerrado en (X xY,d), entonces f es continua. Comparar con
el ejercicio 6 de la practica 3.

@ (a) Seaf :[a,+00)— R una funcién continua que es uniformemente continua en [ b, +00)
para cierto b > a. Probar que f es uniformemente continua en [a, +00).

(b) Deducir que la funcién f(x) = 4/x es uniformemente continua en [0, +00).

Sea f : R — R una funcién continua tal que limoo f(x)= li+moo f(x)=0. Probar que f es
X—— xX—

uniformemente continua.

Sea (X, d) un espacio métrico compacto y sea f : X — R una funcién semicontinua superior-
mente (ver ejercicio 17, practica 3). Probar que f alcanza maximo en X.



