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Practica 3: Funciones continuas, completitud

Continuidad

Sean (X,d) e (Y,d’) espacios métricos y sea f : X — Y. Probar que:
(a) f es continua en xy € X siy solo si para toda sucesion (x,),eny C X tal que x, — X, la
sucesion (f (x,,)),ey C Y converge a f(xg).
(b) Son equivalentes:
(i) f es continua;
(i) paratodo G C 'Y abierto, f "1(G) es abierto en X;
(iii) paratodo F C Y cerrado, f ~!(F) es cerrado en X.

Izl Decidir cudles de las siguientes funciones son continuas:

(@ f:(R%d)— (R,|]), f(x,y)=x?+y?, donde d es la métrica euclidea.

(b) idg: : (R?,86) — (R?,doo), la funcién identidad, donde & es la métrica discreta.
(©) idge : (R?, deo) — (R?,8), la funcién identidad, donde & es la métrica discreta.
(@) i:(E,d)— (X,d), lainclusion, donde E C X.

Sea X un espacio métrico. Probar que las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) Todo subconjunto de X es abierto.

(ii) Dados cualquier espacio métrico Y y cualquier funcién f : X — Y, resulta que f es
continua.

Sean f,g,h :[0,1] — R definidas por

six ¢€Q,

six="con (m:n)=1,

.ﬂﬂ={$ SXEQ = fa) R =
six €Q;

= 3= O

six =0.
Probar que:
(a) f esdiscontinua en todo punto.

(b) g sdlo es continua en x = 0.

(¢) h es continua en [0,1]—Q.

Considerando en cada R" la métrica euclidea, probar que:

(@ {(x,y) €R?|x?+y-sen(e* —1)=—2} es cerrado.
®) {(x,y,2)€R®| —1<x®>—3y*+2z—2 <3} es cerrado.

(©) {(x1,x5,x3,Xx4,x5) €ER®| 3 < x; — X5} es abierto.

Sean X, Y espacios métricos y sea f : X — Y una funcién continua. Probar que el grafico de
f, definido por
G(f) = {(x,f(x)) €X x Y : x €X},

es cerrado en X x Y. ¢Es cierta la afirmacién reciproca?
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Sea f : (X,d) — (Y,d’) una funcién. Analizar la validez de las siguientes afirmaciones:

(@) SiX = U U;, con cada U; abierto y f |y, continua para todo i € I, entonces f : X =Y
i€l
es continua.
b SiX = UFi , con cada F; cerrado y f |5, continua para todo i € I, entonces f : X =Y
i€l
es continua.

m
() SiX = UFl" con cada F; cerrado y f| F, continua para cada i = 1,...,m, entonces
i=1
f :X =Y es continua.

m
@ SiXx = UXi y f|x, continua para cadai=1,...,m, entonces f : X — Y es continua.
i=1

Sean (X, d) un espacio métrico y f : X — R una funcién. Probar que f es continua si y s6lo
si para todo a € R, los conjuntos {x € X : f(x) < a}y {x €X : f(x) > a} son abiertos.

|E| Sea f : Z — Q una funcién.

(a) Probar que f es continua. ¢Sigue valiendo si f toma valores irracionales?

(b) Suponiendo que f es biyectiva, {puede ser un homeomorfismo?

Sea (X,d) un espacio métrico, y sea A : X — X x X la aplicaciéon diagonal definida por
A(x) = (x,x). Probar que:
(a) A es un homeomorfismo entre X y {(x,x):x € X} CX x X.
(b) A(X) escerradoenX x X.

Sean X,Y espacios métricos. Sea f : X — Y una funcién continua y suryectiva. Probar que
si X es separable, entonces Y es separable.

Sean d,d’ dos métricas topolégicamente equivalentes en un conjunto X. Probar que (X,d)
es separable si y sélo si (X,d’) lo es.

Sean (X,d) e (Y,d") espacios métricos. Una aplicacién f : X — Y se dice abierta si f (A) es
abierto para todo abierto A C X y se dice cerrada si f (F) es cerrado para todo cerrado F C X.

(a) Suponiendo que f es biyectiva, probar que f es abierta (cerrada) siy sélo si f~! es
continua.

(b) Dar un ejemplo de una funcién de R en R continua que no sea abierta.

(c) Dar un ejemplo de una funcién de R en R continua que no sea cerrada.

(d) Mostrar con un ejemplo que una funcién puede ser biyectiva, abierta y cerrada pero no
continua.

Sean (X,d) e (Y,d’) espacios métricos y sea f : X — Y una funcién.

(a) Probar que f es continua si y sélo si f (E) C f(E) para todo subconjunto E C X.
Mostrar con un ejemplo que la inclusiéon puede ser estricta.
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(b) Probar que f es continua y cerrada si y so6lo si f (E) = f(E) para todo subconjunto
ECX.

(a) Sean (X,d) e (Y,d") espacios métricos y sea D C X denso. Sean f, g : X — Y funciones
continuas. Probar que si f |, = g|p, entonces f = g.

(b) Sea f : R — R una funcién continua tal que f (x+y) = f(x)+f(y) para todos x, y € Q.
Probar que existe a € R tal que f(x) = a x para todo x € R.

Sean (X,d) e (Y,d’) espacios métricos. Consideramos en X x Y la métrica d.

(a) Probar que las proyecciones m; : X xY - X y 7, : X xY — Y son continuas y abiertas.
Mostrar con un ejemplo que pueden no ser cerradas.

(b) Sea (Z,d”) un espacio métrico y sea f : Z — X x Y una aplicacién. Probar que f es
continua siy sélosi fy =myof y fo = my0 f lo son.

Sea (X,d) un espacio métrico y sea f : X — R una funcién. Se dice que f es semicontinua
inferiormente (resp. superiormente) en x, € X si para todo € > 0 existe 6 > 0 tal que

d(x,xp) <6 = f(xg) < f(x)+e¢ (resp. f(xg)+e> f(x)).
Probar que:

(a) f escontinua en x, siy sélo si f es semicontinua inferiormente y superiormente en x.
0 0

(b) f es semicontinua inferiormente si y sélo si f !(a, +00) es abierto para todo a € R.

(c) f essemicontinua superiormente siy sélo si f ~}(—00, a) es abierto para todo a € R.

(d) SIACX y ys:X — R es su funcién caracteristica, entonces y, es semicontinua inferi-
ormente (resp. superiormente) si y solo si A es abierto (resp. cerrado).

Consideramos las funciones E, I : C([0,1]) — R definidas por:

E(f)=f(0) e I(f) = [, f(x)dx.

(a) Demostrar que si utilizamos en C([0, 1]) la distancia d, ambas resultan continuas.

(b) Demostrar que si, en cambio, utilizamos en C([0, 1]) la distancia d;, I es una funcién
continua pero E no lo es.

(¢) Analizar si es posible que una funcién F : C([0,1]) — R sea continua para la distancia
d; pero no para d.

Continuidad uniforme

Sean (X,d) e (Y,d’) espacios métricos y sea f : X — Y una funcién que satisface:

d'(f (x1), f (x2)) < ¢ d(x1,x3)

para cualesquiera x, x, € X, donde ¢ > 0. Probar que f es uniformemente continua.

Sea (X, d) un espacio métrico y sea A un subconjunto de X. Probar que la funcién d4 : X —» R
definida por d,(x) = d(x,A) = iI€l£ d(x,a) es uniformemente continua.
a

3
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(Teorema de Urysohn) Sea (X,d) un espacio métrico y sean A, B cerrados disjuntos de X.
(a) Probar que existe una funcién f : X — R continua tal que:
fla=o0, flg=1 y 0<f(x)<1 VxeX.

du(x)
da(x) + dp(x)
(b) Deducir que existen abiertos U,V C X disjuntos talesque ACUyBCV.

Sugerencia. Considerar la funciéon f(x)=

(a) Sean (X,d) e (Y,d’) espacios métricos, AC X y f : X — Y una funcién. Probar que si
existen a > 0, (X;)pen> (Vnneny C A sucesiones y ny € N tales que

i) d(x,,y,) — 0paran— oo
i) d'(f(x,),f(y,)) = a para todo n > n,
entonces f no es uniformemente continua en A.
(b) Verificar que la funcién f(x) = x2 no es uniformemente continua en R. ¢{Y en R ,?

(¢) Verificar que la funcién f (x) = sen(1/x) no es uniformemente continua en (0, 1).

(a) Dar un ejemplo de una funcién f : R — R acotada y continua pero no uniformemente
continua.

(b) Dar un ejemplo de una funcién f : R — R no acotada y uniformemente continua.

Sea f : (X,d) — (Y,d’) una funcién uniformemente continua, y sean A,B C X conjuntos no
vacios tales que d(A, B) = 0. Probar que d’(f(A), f(B)) = 0.

(a) Seaf :(X,d)— (Y,d’)una funcién uniformemente continuay sea (x,) ey Una sucesion
de Cauchy en X. Probar que (f (x,,)),ey €S una sucesiéon de Cauchy en Y.

(b) Sea f : (X,d) — (Y,d’) un homeomorfismo uniforme. Probar que (X, d) es completo si
y sélo si (Y,d”) es completo.
En particular, si un espacio métrico X es completo para una métrica lo es para cualquier
otra métrica uniformemente equivalente.

Sean X e Y espacios métricos, Y completo. Sea D C X denso y sea f : D — Y una funcién
uniformemente continua. Probar que f tiene una tinica extensién continua a todo X, es decir,
existe una Unica funcién F : X — Y continua tal que F|, = f. (Mds aun, F es uniformemente
continua).

Completitud

Sea (X, d) un espacio métrico y sea (x,),cn Una sucesion de puntos de X. Probar que:
(@) lim x, = x siy sdlo si para toda subsucesion (x,, ey, lim x,, = x.
n—00 k k—oo K

(b) Siexiste x € X para el cual toda subsucesion (xy, Jxen de (x,),en tiene una subsucesion
(xp, Jjen tal que lim x, = x, entonces (x,)ney convergey lim x, = x.
J j—ooo J n—o00

(©) Si (x,),en €s convergente, entonces (X, ),ey €S de Cauchy. ¢Vale la reciproca?

(d) Si(x,),en s de Cauchy, entonces es acotada.
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(e) Si (xp)nen €s de Cauchy y tiene una subsucesion (x,, Jrey tal que klirgo X, =X €X,
—
entonces lim x, = x.

n—oo

Probar que si toda bola cerrada de un espacio métrico X es un subespacio completo de X,
entonces X es completo.

Sean Ay B subespacios de un espacio métrico. Probar que si Ay B son completos, entonces
AUB y AN B son completos.

Sea X un conjunto y sea 6 la métrica discreta definida en el Ejercicio 3 de la Practica 2.
Probar que (X, &) es un espacio métrico completo.

Sea (X, d) un espacio métrico.

(a) Probar que todo subespacio completo de (X,d) es un subconjunto cerrado de X.

(b) Probar que siX es completo, entonces todo subconjunto F C X cerrado, es un subespacio
completo de X.

Sean (X,d) e (Y,d") espacios métricos. Consideramos en X x Y la métrica d., definida por

doo ((x1, ¥1), (X2, ¥2)) = max{d(x, x3), dl(J’l:J’z)}-

Probar que (X x Y,d,) es completo si y sélo si (X,d) e (Y,d’) son completos.

(a) Sea X un espacio métrico y sea B(X) = {f : X — R | f esacotada }. Probar que
(B(X),dso) es un espacio métrico completo, donde d(f, g) = sup |f (x) — g(x)|.
xeX

(b) Seana,b €R, a < b. Probar que (C[a, b],d,) es un espacio métrico completo, donde
deo(f, &)= sup [f(x)—g(x)l.

x€[a,b]

(c) Probar que Cy := {(a,)peny € RY | @, — 0} es un espacio métrico completo con la
distancia d((a,), (b,)) = sup|a,, — b,|-
neN

Sea (X,d) un espacio métrico y sea 2 C X un subconjunto denso con la propiedad que
toda sucesién de Cauchy (a,),ey formada por puntos de 2 converge en X. Probar que X es
completo.

Teorema de Cantor.

Probar que un espacio métrico (X, d) es completo si y sélo si toda familia (F,,),ey de subcon-
juntos de X cerrados, no vacios tales que F,,; C F,, para todo n € Ny diam(F,,) — O tiene un
Unico punto en la interseccién.

Sea (X,d) un espacio métrico completo sin puntos aislados. Probar que X tiene cardinal
mayor o igual que c. Deducir que si ademds X es separable, entonces #X = c. (Para esto
dltimo, puede servir un ejercicio de la practica anterior.)



