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Practica 1: Posets, cardinalidad, lema de Zorn

Posets

Un poset (partially ordered set) es un conjunto P junto con una relacién de orden <. Si para cada
par de elementos x, y € P se cumple que x X y o que y < x, se dice que P es totalmente ordenado,
o también que es una cadena.

Un reticulado es un poset en el cual todo subconjunto de dos elementos {x, y} tiene supremo e
infimo. Se usa la notacién x V y para el supremo y x A y para el infimo.

Un reticulado distributivo es un reticulado L en el que se cumple que x A(y Vz) =(x Ay)V(x Az)
para cualesquiera x, y,z € L. Esto resulta ser equivalente a que x V (y Az) = (x V y) A(x Vz) para
cualesquiera x, y,z € L. (Ejercicio 5)

Un reticulado completo es un poset en el cual todo subconjunto no vacio tiene supremo e infimo.

Probar que todo reticulado completo tiene maximo y minimo.
Probar que toda cadena es un reticulado distributivo.

Sea L un conjunto parcialmente ordenado con la propiedad de que todo subconjunto no
vacio acotado superiormente tiene supremo. Probar que todo subconjunto no vacio acotado
inferiormente tiene infimo.

Probar que en cualquier reticulado todo subconjunto finito no vacio tiene supremo e infimo.

Sea L un reticulado, probar que son equivalentes:

1) xA(yVz)=(xAy)V(xAz)para cualesquiera x, y,z € L;
(i) xV(yAz)=(xVy)A(xVzg) para cualesquiera x, y,z € L.

Sea L un conjunto ordenado en el cual todo subconjunto no vacio tiene maximo y minimo.
Probar que L es una cadena finita.

Una anticadena en un poset P es un subconjunto A C P en el cual ningtn par de elementos
son comparables, es decir: para cualesquiera x, y € A distintos, no se cumple x < y ni y < x.

Sea P un poset en el cual el maximo tamafio de una cadena es k. Probar que P se puede
escribir como unién de k anticadenas, y no se puede con menos de k anticadenas.

Dados dos posets P; y P,, se dice que una funcion f : P; — P, es un morfismo de orden, o también
que es creciente, si a < b en P; implica que f(a) < f(b) en P,.

Un isomorfismo de orden es una funcion f : P; — P, que es biyectiva y cumple que a < b en P; si
y sdlo si f(a) < f(b) en P,.

Dar un ejemplo de una funcién biyectiva entre dos posets que sea morfismo de orden pero
no sea isomorfismo.

Sean P; una cadena, P, un poset cualquieray f : P, — P, una funcién inyectiva que es
morfismo de orden. Probar que si a, b € P; cumplen que f(a) < f(b), entonces a < b.

Sean L, y L, dos reticulados y f : L; — L, un isomorfismo de orden. Probar que se cumple
flavb)=f(a)V f(b) para cualesquiera a,b € L;.
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Cardinalidad

Sea ~ una relacidn de equivalencia sobre un conjunto A. Para cada a € A se define el conjunto
[al]={b €A:a~ b}. Probar que:

(a) Para todo par de elementos a;,a, € Avale que [a;]=[ay] o [a;]N[a,] =@.

®) A= Jlal.

acA

Sea A un conjunto. Probar que son equivalentes:

(i) A es infinito.
(ii) Para todo x € A, existe una funcién f, : A— A— {x} biyectiva.

(iii) Para todo {xi,...,x,} CA, existe una funcién fi, . 1:A—>A—{xy,...,x,} biyectiva.

Sea A un conjunto numerable. Supongamos que existe una funcién sobreyectiva de A en un
conjunto B. Probar que B es contable.

Probar que los siguientes conjuntos son numerables (es decir, tienen cardinal X):
Zoy ; Zs3 ; 3N ; Z ; N> ; ZxN ; Q ; N" (meN).

(a) Sean Ay B conjuntos contables. Probar que AU B es contable.

(b) Sea (A,)nen una familia de conjuntos contables. Probar que U A, es contable.

neN
(¢) Sea . un conjunto finito y & = U ™. Probar que #& = X,. Deducir que,
meN
cualquiera sea el alfabeto utilizado, hay mas numeros reales que palabras para nom-

brarlos.

Sean Ay B conjuntos, A infinito y B numerable. Probar que:

(a) Existe una biyeccién entre AUB y A.

(b) SiAno esnumerable y B C A, entonces existe una biyeccién entre A—B y A.

Probar que el conjunto de todos los polinomios con coeficientes enteros es numerable.

Se dice que un niumero complejo z es algebraico si existen enteros a, ..., a,, no todos nulos,
tales que
Ao+ a;z+-++a,_12" " +a,z" = 0.

(a) Demostrar que el conjunto de todos los niumeros algebraicos es numerable.

(b) Deducir que existen nimeros reales que no son algebraicos.
NOTA: Estos ntimeros se llaman trascendentes.

Sea X un conjunto de nimeros reales positivos. Supongamos que existe una constante posi-
n
tiva C tal que para cualquier subconjunto finito {x;,...,x,} C X vale >_ x; < C. Probar que
i=1
X es contable.
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Sea A un conjunto y sea (I,),cx Una familia de intervalos abiertos de R disjuntos dos a dos,
es decir, tales que I, NI, = @ si a # a’. Probar que A es contable.

Sea f : R — R una funcién monotona. Probar que

#{x €R: f no es continua en x} < X,.

Probar que si A es un conjunto numerable, el conjunto de las partes finitas de A (es decir, el
subconjunto de & (A) formado por los subconjuntos finitos de A) es numerable.

Hallar el cardinal de los siguientes conjuntos de sucesiones:

(@ NN ={(a,),ex : a, €N para todo n € N}

) {(a,) eN:a, <a,,; para todo n € N}

© {(a,) eN":a,>a,,; paratodo n € N}

(@ {(g,)€Q": lim g, =0}

(e) {(gx) € Q" : (qn) es peritdica}

) {(a,) eNY:1<a, <mparatodo n € N} (meN.,)

Hallar el cardinal de los siguientes conjuntos:

(a) {I : I esun intervalo cerrado de R} ={[a,b]:a,b R, a < b}.
(b) {I :I es un intervalo cerrado de extremos racionales}

© {(x,y)€R?|3x+2y =7}

(d {(x,y)€R?|3x+2y>7}

(e) Ry

Probar que una unién numerable de conjuntos de cardinal c tiene cardinal c.

Sean a, b, ¢ cardinales. Probar que:

(@ a-(b+c)=a-b+a-c.
(b) ab*c =db-ac.

© (@) =a"".

(@) (a-b) =a‘-b".

(e) Sib <c, entonces a® <a‘ y b < ¢
X .
Probar que n*o = R, = ¢ =¢ cualquiera sean € N>,.
Mostrar que R es union disjunta de ¢ conjuntos de cardinal c.

Se consideran los siguientes conjuntos de funciones:

FR) = {fIf:R—R} 7 (Q)
€ (R) {f €eZ@R)| f es continua} % (Q)

{f1f:Q—R}
{f € Z(Q)| f es continua}
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(a) Probar que #§(Z(R)) > c.

(b) Calcular #(Z(Q)).

(¢) Calcular §(6(Q)).

(d) Probar que la funcién ¢ : €(R) — 6(Q) dada por ¢(f) = flg es inyectiva.
(e) Calcular (€ (R)).

Probar que el conjunto de partes numerables de R (es decir, el subconjunto de & (R) formado
por todos los subconjuntos numerables de R) tiene cardinal c.

Lema de Zorn

Sean A y B conjuntos no vacios. Probar que o bien existe f : A — B inyectiva, o bien existe
g : B — Ainyectiva. En otras palabras, #A < #B o #B < #A.

Sean Ay B conjuntos no vacios. Probar que existe una funcién sobreyectiva f : A— B siy
solo si existe una funcién inyectiva g : B — A.

Probar que en un espacio vectorial:

i) todo conjunto linealmente independiente puede extenderse a una base;

ii) de todo sistema de generadores se puede extraer una base.

Sea X un conjunto y sea £ una relacion de orden definida en X. Probar que # se puede

extender a un orden total: es decir, existe una relacién de orden Z > % tal que para cua-
lesquiera a, b € X se tiene que (a, b) € Z o bien (b,a) € %.



