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CAPITULO

ESPACIOS METRICOS

Muchas de las nociones que se estudian en un primer curso riguroso de Andlisis Matemadtico en
una variable estdn basados en el concepto de limite de funciones, el cual en general se introduce
mediante lo que popularmente se conoce como una “definicién epsilon-delta”, y en el de limite
de sucesiones, cuya introduccion no necesita de “deltas” pero no prescinde de “epsilons”. Una vez
presentados estos conceptos, para establecer las propiedades bésicas uno tiene que probar que son
verdaderas afirmaciones tales como, por ejemplo, que para cada par f y g de funciones reales de
variable real que satisfacen hipétesis apropiadas, cada xp € R y cada € > 0, existe un 6 > 0 tal que si
|x — xp| <&, entonces

|f(x) + g(x) — (f(x0) + g(x0))| <€,

y otras que tienen un aspecto similar. Como el médulo de la diferencia entre dos niimeros es la
distancia que los separa (definida como la longitud del segmento que los une), las afirmaciones que
se hacen en este tipo de pruebas son afirmaciones acerca de distancias. Ademds, un examen detallado
de estas demostraciones muestra que los argumentos se basan en las siguientes propiedades: la
distancia entre dos puntos nunca es negativa y es cero siy solo si los dos son iguales, no depende del
orden en que se toman los puntos, y no puede superar la suma de las distancias de estos puntos a un
punto intermedio. Abstrayendo estas propiedades Maurice Fréchet introdujo los espacios métricos
en su trabajo Sur quelques points du calcul fonctionnel en 1906, para explicar en términos abstractos
importantes resultados obtenidos por matematicos de su generacion o ligeramente mayores, como
Hadamard, y de una o dos generaciones anteriores, como Arzela.

En la primera seccion de este capitulo, luego de definir el concepto de espacio métrico y establecer
unas pocas propiedades muy bésicas, veremos varios ejemplos, entre los que se encuentra el més
importante, a saber: el conjunto R de los ntimeros reales provisto de la distancia usual. En la
mayoria de estos ejemplos consideramos espacios métricos concretos, pero en cuatro examinamaos
dos métodos para construir nuevos espacios a partir de espacios métricos dados: la traslaciéon de
estructura a través de una funcién inyectiva, y la construccién de una métrica en un producto de dos
espacios. En la segunda consideramos una ligera generalizacion de la nocién de espacio métrico,
los espacios pseudométricos, y vemos como construir un espacio métrico a partir de un espacio
pseudométrico.



1.1 Definicién y ejemplos Espacios métricos

1.1. Definicién y ejemplos

Por una parte, Fréchet defini6é un espacio métrico como un conjunto no vacio provisto de una
funcién distancia que tiene tres propiedades, motivado por el hecho de que, como dijimos en
la introduccién del capitulo, muchas demostraciones en andlisis matematico solo dependen de
estas. Por otra parte, la misma terminologia usada sugiere que el concepto abstracto de funcién
“distancia” debe poderse motivar geométricamente, y esto es cierto. Por ejemplo, consideremos el
plano euclideano con la distancia d(x, y), entre dos puntos x e y, definida como la longitud del
segmento que los une. Como el segmento que une x consigo mismo es el segmento degenerado (de
longitud cero) consistente del tinico punto x, es claro que d(x, x) = 0, y como el segmento que une x
con y es el mismo que une y con x, también es claro que d(x, y) = d(y, x). Ademads, para cada terna
de puntos x,y y z del plano, la longitud del segmento que une x con z es menor o igual que la suma
de las longitudes de los segmentos que unen x con y e y con z, siendo igual cuando y pertenece al
segmento que une x con z (Vease la Figura.

z longxz <longxy+longyz

Figura 1.1: Desigualdad triangular en el plano euclideano

Definicién 1.1.1. Un espacio métrico es un par (X, d), formado por un conjunto no vacio X y una
funcién
d: X x X — Ry,

llamada funcién distancia o métrica de X, que satisface
1. d(x,y)=0siysolosix =y,
2. d(x,y) =d(y,x) paratodo x,y € X, (simetria)
3. d(x,z) =d(x,y)+d(y,z) paratodo x,y,z € X. (desigualdad triangular)

Los elementos de X son llamados puntos de X.

Muchas veces, cuando no haya posibilidad de confusiéon hablaremos simplemente de un espacio
métrico X, sin hacer referencia a la funcién distancia, la que genéricamente serd denotada con d. Si
es necesario distinguir entre varias funciones distancias utilizaremos la notacién autoexplicativa d*
0 notaciones especificas como dp, d, df, d, etcétera. Sin embargo, cuando lo consideremos conve-
niente usaremos la notacién completa (X, d). Unas palabra mds acerca de la terminologia usada en
estas notas. A veces al probar que una funcién d: X x X — R es una métrica o una pseudométrica
(ver la Secci6én[I.1.1) diremos que d tiene la propiedad triangular, para expresar que satisface la
condicién requerida en el item 3 de la definicién anterior.



Espacios métricos 1.1 Definicién y ejemplos

La proposicién que sigue tiene tres items. En el primero se da una version de la desigualdad
triangular que es vélida para un ntmero arbitrario de puntos, en el segundo se establece que la
distancia de dos puntos a un tercero no puede diferir més que la distancia entre ellos, y en el tercero
se da una generalizacién de este hecho.

Proposicion 1.1.2. Para cada espacio métrico X, las siguientes afirmaciones son verdaderas:

1. Para toda sucesion finita x;,..., X, de puntos de X,
d(x1,xp) < d(x1,X2) + -+ + d(Xp-1, Xp).

2. ldx,u)-d(y,w)| <d(x,y), paratodo x,y,u € X.
3. ld(x,uw)—d(y,v)| =d(x,y)+d(u,v), para todo x,y,u,ve X.

Demostracion. 1. Procedemos por induccién en n. Es claro que esto es cierto para n = 1. Suponga-
mos que lo es para n. Entonces por la desigualdad triangular y 1a hip6tesis inductiva,

a(x1, Xp+1) < d(x1, X0) + d(Xp, Xpv1) < d(x1,X2) + - + d(Xp-1, Xp) + d(Xp, Xp41).

2. Basta observar que, debido a la desigualdad triangular y la simetria de la distancia,

dx,u)-dy,u)=dx,y) y dy,uw)-dx,u)<d(y,x)=dx,y),

3. Esto vale porque

ld(x,u) —d(y,v)| = |d(x,u) —d(y,u) + d(y,u) — d(y, v)|
<l|d(x,u) —d(y, W) +|d(y,u) —d(y, v)|
=ldx,u)—d(y,wl+|du,y)—dw,y)l
=d(x,y)+d(u,v),

debido a que |a + b| < |a| + |b| paratodo a, b € R, ala simetria de la distancia y al item 2. O

Ejemplos 1.1.3. A continuacién damos unos pocos ejemplos de espacios métricos. Luego de listarlos
probaremos que en todos la funcién distancia satisface las condiciones pedidas en la Definicién|1.1.1
Mas adelante veremos mds ejemplos.

1. Esclaro que cada conjunto unitario tiene una tinica estructura de espacio métrico. En cambio
un conjunto {x, y} con dos puntos tiene infinitas, dado que podemos tomar

dx,x)=d(y,y)=0 y dx,y)=d(y,x)=aqa,

donde a es un nimero real positivo arbitrario.

2. R esun espacio métrico via la funcién distancia d(x, y) := |x— y|. En otras palabras, la distancia
entre dos puntos es la longitud del segmento que los une. Este es el ejemplo paradigmatico
y mds importante de espacio métrico y, salvo indicacién en contrario, consideraremos a R
provisto de esta métrica. Mds generalmente, R es un espacio métrico via la funcién distan-
cia doo (X, y) == maX;<j<p, |X; — ¥;il, donde x; es la i-ésima coordenada de x, e y;,lade y. Enla
figura[1.2]se ilustra esta definicion. La distancia d, entre dos puntos x e y del plano es la
maxima longitud de los lados del rectdngulo con vértices opuestos x e y y lados paralelos a los
ejes cartesianos; en este caso, la longitud de los lados verticales.
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Yop-——---—-

doo(x,y) =longx,y»

Xo b

Figura 1.2: Distancia dy, en R?

3. El conjunto Bla, b], de las funciones acotadas del intervalo cerrado [a, b] en R, es un espacio
meétrico via la funcién distancia do,: Bla, b] x Bla, b] — R, definida por

doo(f,8) = sup |f(£) —g(t)l

tela,b]

Siempre consideraremos a B[a, b] provisto de esta métrica.

4. El conjunto Cla, b], de las funciones continuas del intervalo cerrado [a, b] en R, es un espacio
métrico via la funcién distancia do,: Cla, b] x Cla, b] — R, definida por

doo(f,8) = méx If(6) —g(t)llj

Salvo indicaci6én en contrario, consideraremos a C[a, b] provisto de esta métrica. Enla Figura
se muestra el significado de esta distancia. En esta ilustracién el segmento de longitud méxima
del conjunto {f(t), g)rasts b} es el segmento f(ty), g(f) en color rojo.

y

gx)

fx)

a t b

Figura 1.3: Distancia d, entre dos funciones continuas f: [a,b] = Ry g: [a,b] = R

5. Para cualquier conjunto X, la funcién d: X x X — R, definida por

0 six=y,
d(x,y)::{ y

1 en otro caso,

es una funcién distancia sobre X, llamada métrica discreta de X. Cada par (X, d), formado por
un conjunto no vacio X y una métrica discreta, es un espacio métrico discreto.

1Recuerdese que toda funcién continua definida en un intervalo cerrado y acotado [g, b] tiene un méximo global.
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Espacios métricos 1.1 Definicién y ejemplos

6. Si (X, d) es un espacio métrico, entonces también lo es cada subconjunto Y de X via la mé-
trica inducida por d, la cual es, por definicién, la funcién distancia de Y obtenida restrin-
giendo d a Y x Y. Cada uno de estos espacios es llamado un subespacio métrico de X. Por
ejemplo, (Cla, b], d) es un subespacio métrico de (Bla, b, doo)-

7. Si (X, d) es un espacio métricoy f: ¥ — X es una funcién inyectiva, entonces Y es un espacio
métrico via la distancia d/ definida por

',y =dfy, fFO).

El ejemplo anterior es el caso particular obtenido tomando la inclusién canénica de Y en X.
Otro ejemplo se obtiene considerando el conjunto IN* := IN U {oo} y la funcién S: N* — R,
definida por S(n) := n~! (donde co™! := 0). La distancia d*: IN* x N* — R construida de
esta manera estd dada por

I sim,nelN,

m sin=oo0.

d*(m,n) ::{ m_l

Denotaremos con IN a este espacio métrico.

8. El producto X x Y, de dos espacios métricos X e Y, es un espacio métrico via la distancia
doo((x, ), (x', y) = max(@* (x, x'), d" (3, ¥)),

donde d¥ denota a la funcién distancia en X y d”, ala de Y. Por induccién se sigue inme-
diatamente que un producto Xj x --- x X}, de una cantidad finita de espacios métricos, es un
espacio métrico via la distancia

Aoo((X1, ..., Xn), (X}, ..., X)) == max(d™ (xy, X)), ..., d%" (xn, X1)).

Salvo indicacion en contrario, siempre consideraremos a Xj x --- x X, provisto de esta métrica.

9. Otra forma bastante usual de dar una estructura de espacio métrico al producto X x Y de dos
espacios métricos X e Y, es hacerlo via la distancia dy, definida por

do((x, ), (&, y0) = ¢/ dX (x, )2 + Y (3, )2,

Por induccién se sigue inmediatamente que un producto X; x --- x Xj;, de una cantidad finita
de espacios métricos, es un espacio métrico via la distancia

da((X1,..., Xp), (X0, X)) = {/dxl (X, x)2 + -+ dXn (x,, x1)2.

Esta aproximacién tiene ventajas y desventajas respecto de la adoptada en el item anterior.
Frecuentemente la dltima permite hacer demostraciones mas féciles, pero muchas veces la
presentada aqui produce métricas mds naturales y, en muchos casos, més convenientes. Por
ejemplo, tomando X; =--- = X;; = R, y aplicando esta construccién, se obtiene la métrica usual
de R" (ver el item 11). De todos modos, como veremos mads adelante, para muchos propésitos
estas métricas son equivalentes, y en esos casos la preferencia por una u otra podria deberse
mads a una cuestion de gusto que a otra cosa.

10. Para cada conjunto Y, el conjunto de los subconjuntos finitos de Y es un espacio métrico
via d(A, B) =#(AAB).
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11.

12.

Para cada nimero real p > 1, la funcién d,: R" x R" — R, definida por

n
dp(x, )= (] ) 1xi = yil?,
i=1

es una distancia en IR". La distancia d; en el plano es llamada métrica del taxista porque
si x e y representan puntos en calles de una ciudad con calles en damero (como a grandes
rasgos es Buenos Aires), entonces d; (x, y) es la distancia que debe recorrer un taxi para ir de
x a y,suponiendo que las calles tienen dos manos. El espacio euclideano de dimension n es
el espacio vectorial R" provisto de la distancia d», la cual es llamada la distancia euclideana
de R". Debido a razones que explicaremos en otro capitulo, esta es la mds importante de las
infinitas métricas que pueden definirse sobre este espacio vectorial. Por ahora notemos que
para n =1, 2y 3 dala distancia usual entre dos puntos (definida como la longitud del segmento
que los une). En la Figura[l.4|comparamos las distancias d y d».

Y

d; (x, y) =longitud de la linea roja

=longitud de la linea naranja

dy(x,y) =longitud de la linea azul

Figura 1.4: Comparacién entre las distancias d; y d; en el plano

Para cada nimero real p = 1, la funcion d, : Cla, b] x Cla, b] — R, definida por

b
dp(f.8) = df If()-g@IPds,
a
es una distancia en C[a, b]. En la Figura ilustramos esta definiciéon para p = 1, con las

mismas funciones consideradas en la Figura[1.3| En este caso la distancia de f a g es el area de
la regi6n pintada de verde.

y

gx)

fx)

a b

Figura 1.5: Distancia d; entre dos funciones continuas f: [a,b] = Ry g: [a,b] = R

Vamos a probar ahora que las afirmaciones hechas en los items 1 a 12 son verdaderas. Con este
fin veamos primero que en todos los casos se cumplen las dos primeras condiciones de la definicién
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Espacios métricos 1.1 Definicién y ejemplos

de distancia. En los Ejemplos 1 y 5 estas se satisfacen por la misma definicién de d. En el Ejemplo 2,
porque, como el médulo de un ntimero coincide con el mdédulo de su opuesto y la funcién médulo
solo se anula en 0,

max |x;—yil=max |y;—x;| vy max|x;—yi|l=0ex=y;
1<i<n 1<i<n 1<i<n

y cuentas similares prueban que también se satisfacen en los Ejemplos 3 y 4. Las igualdades

dr(y,y)=d(f ), fYN=d(fON, fo) =dr ', »),
y el hecho de que, como f es inyectiva,

Adfpm,fN=0e fm=fey=y,

prueban que se satisfacen en el Ejemplo 7 (y entonces también en el 6). En el Ejemplo 8 se cumplen
porque, como d* (x,x") = dX(x',x)yd¥ (y,y)=d¥ (', y),

max(d* (x, x),d" (y, y)) = max(@* (', 0, d" (', y)),
y porque, como d*(x,x') =0siysolosix=x"yd"(y,y) =0siysolosiy =/,

max(dX(x,x),dY (y,y)) =0 x=xey=y".

En el Ejemplo 9, porque

{/dX(x, xXN2+dY (y,y)* = {/dX(x’, )2 +dY(y, ),
y porque

YaX ooz +d ()2 =00 d¥ )= d" (1)) =0 x=xey=y.
En el Ejemplo 10, porque
AAB=BAA y AAB=¢ < AUB=AnBs A=B.

En el Ejemplo 11, porque

n n
{/ZIxi—yi|p= \’/Zlyi—xilp,
i=1 i=1

debido a que el mdédulo de un ntimero coincide con el médulo de su opuesto, y porque

n n
(2 1xi—yilP =0 ) |x;—yil” =0 x; = y; para todos los indices i,
i=1 i=1

debido a que la funcién a — /a es inyectiva y a que la funcién médulo solo se anula en 0; y en el
Ejemplo 12, por argumentos similares.

Para concluir nuestra tarea todavia debemos ver que en todos los casos la funcién distancia tiene
la propiedad triangular. Consideremos primero el Ejemplo 7. En este

dr(y,y)=d(f ), fON <d(fW, FYN+d(fO", fFON=drny) +dr(y", y)

para todo y,y’,y" € Y, como queremos, simplemente porque la propiedad triangular vale en X. El
Ejemplo 6 no es necesario tratarlo, ya que es una instancia del 7. En los Ejemplos 1 y 5 (y, de hecho,
en todos) es claro que

dx,y)<d(x,2)+d(z,y) six=y.

7



1.1 Definicién y ejemplos Espacios métricos

Simplemente, la expresion d(x, x) a la izquierda del signo < vale cero, y la expresién d(x, z) + d(z, x),
ala derecha, es mayor o igual que cero. Supongamos que x # y. En el Ejemplo 1 esto implica que
xX=z#yoy=z#x,porloque

dx,y)=a=d(x,z)+d(z,y);
y en el Ejemplo 5 implica que x # z o y # z, por lo que
dx,y)=1=<d(x,2)+d(z,y).
Examinemos ahora el segundo ejemplo. Reemplazando a por x— yy b por y — z en la desigualdad
la+ Dl <lal+1bl,

valida para todo a, b € R, se comprueba que la desigualdad triangular es cierta en R. Pero entonces
también lo es en (R", d), porque dados x, y,z € R",

|xi — zil <|xi— Vil +1yi — z2il £ doo(X,¥) + dxo(y,2) paratodoie{l,...,n},

donde x;, y; v z; son las i-ésimas coordenadas de x, y y z, respectivamente. Una cuenta similar
prueba que la funcién distancia tiene la propiedad triangular en el tercer, cuarto y octavo ejemplos.
Veamos que esto es cierto también en el noveno. Para abreviar notaciones escribamos a := d* (x, x/),
d:=dX(x,x"), a:=d*(x,x"), b:=d" (3,9, b:=d¥(y/,y") y b:=dY¥ (y,y"). Debemos verificar que

- -\ 2
a2+b25(\2/a2+b2+€/a2+b2) . 1.1)

Un célculo directo muestra que

=\ 2 . =
(f/a2+b2+ </d2+b2) =d+ PP+ @+ B2+ 2V a2 + b2V 2 + b2,
Ademis, dado que dX y dY satisfacen la desigualdad triangular,
@<(a+d’=a’+d*+2aid y b*<(b+hb)?=0b*+b*+2bb.

Por lo tanto, para probar que vale la desigualdad (1.1), es suficiente ver que

aii+bb<Va?+ b2V i + b2,
Pero esto es cierto, porque
(ad+ bb)? = a?d® + b*b? + 2aidbb < a?d® + *b? + a®b?* + b*d® = (a® + b*) (d® + D),

debido a que
a*b* + b*i@* - 2aibb = (ab - bi)* = 0.

La propiedad triangular se satisface en el décimo, porque
AAC< (AAB)U (BACQ),

para cada terna (A, B, C) de subconjuntos de Y. En efecto, si x € A\ Cy x € B, entonces x € BAC; y si
xe A\Cy x ¢ B, entonces x € AAB. Por lo tanto,

A\C<c (AAB)U(BAQO),
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y, por simetria,
C\Ac (AAB)U(BACQ).

Solo nos resta considerar los Ejemplos 11 y 12. La propiedad triangular en el primero de ellos se
obtiene remplazando a; y b; por |x; — y;| e |y; — z;|, respectivamente, en la desigualdad de Minkowski

</Z|a,+b|%’< "Zlallp+\/Z|blp (1.2)
i=1

la cual es vélida para todo ay, ..., ay, b1, ..., b, € R. Cuando p = 1, esta desigualdad es una consecuen-
cia inmediata de que
la+ bl <|al+|b| paratodoa,belR,

mientras que para p > 1, se sigue de la desigualdad de Holder, que asegura que

n n n
Y laib;| < {/ZIWI”(/ZII%I" (1.3)
i=1 i=1 i=1

paratodo ay,...,an,by,...,b, € Ry p,q > 1tales que 1/p+1/q = 1. En efecto, usando (L.3) dos veces
y teniendo en cuenta que (p — 1)g = p, obtenemos que

Z(Idl|+|bll)p Z(Iazl+lb D(lail +1bHP™!

i=1 i=1
n n
=Y lail(lail +1bDP~" + Y Ibil(lail +1bi )P~
i=1 i=1

¢Zla,|”</2(lall+lb NP+ dZIb |”</Z(I%I+Ib HP
i=1

(\/Zlazlm \/Zw |P) \/Z(Ia,|+|b P,

Y (ail +1bi)? = \”/Z(Iail + |bi|)p</2(|ai| +1b;il)P

i=1 i=1 i=1

lo que, debido a que

porque % + % =1, implica que vale la desigualdad

\/Z(Iazlﬂb DP < \’/Z la;|P + \/Z|bi|p,
i=1 i=1 i=1

que a su vez tiene como consecuencia inmediata la desigualdad de Minkowski, porque

la; + bilP < (lai| +b;i)?,

dado que |a; + b;| < |a;| + |b;| y la funcién a — a” es creciente.
Probemos ahora que vale la desigualdad de Holder. Es claro que esta se satisface si todos los a;’s o
todos los b;’s son cero, y que si se cumple para (ay,...,a,) y (b1, ..., by), entonces también se cumple
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para (Aay,...,Aan) y (uby,..., uby), cualesquiera sean A y u en R. Por lo tanto, para ver que vale la
desigualdad de Holder sera suficiente mostrar que

n n n
Y lail” = 1bi|"=1= ) |a;b;j| <1. (1.4)
i=1 i=1 i=1

Pero esto se sigue de que si p, g > 1 satisfacen 1/p +1/g =1, entonces

a” b1
ab < ?+; para todo a,b = 0. (1.5)

En efecto, usando esta desigualdad y la hipétesis de (1.4), obtenemos que
1 1Z 1 Z 1 1
Ylaillbil< =Y lail’ + =3 bi|l7==+=,
i=1 piza qi=1 p q

lo que, combinado con el hecho de que 1/p +1/q = 1, da (I.4). Resta comprobar que la desigual-
dad es verdadera. Para ello consideramos el plano (¢,n). Como p > 1, la funcién n = ¢ p-1
definida para los niimeros reales mayores o iguales que cero, es estrictamente creciente. Dado que,
por hipétesis, (p—1)(g—1) =1, suinversaes ¢ = n"_l. Es claro que ab es menor que la suma de las
areas Ay, de la superficie delimitada por el eje &, larecta £ = a y el grafico de n = &P~y Ay, dela
superficie delimitada por el eje 1, la recta g = by el grafico de ¢ =97,

n

A

a

b7

Figura 1.6: Prueba de que ab < “—; +

Para terminar la demostracién es suficiente observar que

a p b b4
A1=f rlae=" y Az=f n?tdn=—.
0 14 0 q

Veamos ahora que en el tltimo ejemplo también se satisface la desigualdad triangular. En efecto,
esto se sigue de la desigualdad integral de Minkowski

b b b
{/f la(t) +pB()|Pdt < \p/f la()|Pdt+ \I/f |B(1)|P dt, (1.6)
a a a

reemplazando « por f — gy B por g — h. Cuando p =1 la desigualdad vale porque

b b b
|a(r)+ﬁm|<|a(t)|+|ﬁm|=»f |a(r)+ﬁ(r)|dtsf |am|dt+f B0l dt,
a a a

10
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mientras que cuando p > 1, es consecuencia facil de la desigualdad integral de Holder

b b b
fla(t)ﬁ(t)ldts\p/f |a(r)|pdr</f B9 dr, (1.7)

enlaqueqg= %. En efecto, usando (1.7) dos veces obtenemos

b b
f(la(t)|+|/5(t)|)"dt=f (a1 + 18D a)] + 180N dt

b b
=f Ia(t)l(la(t)l+Iﬂ(t)|)’”‘1dt+f IBOI(a(n)]+ BN dt

b b
SW |a(r)|vdr</f (a0 +1B(DP di
a a
» b . b
" flﬁ(t)lpdt f(la(t)|+|/3(t)|)'”dt
a a
» b v b . b
- f|a(r)|r’dr+ fw(mpdt f(a(r)|+|ﬁ(r)|)pdt,
a a a

lo que implica que

b b b
\/f (|a(r)|+|ﬁ(r)|)vdts\”/f |a(t)|vdz+\’/f BIP dt,
a a a

y, por lo tanto, que vale la desigualdad de Minkowski. Finalmente, la desigualdad integral de Holder
se sigue de razonando como en la demostracién de la desigualdad de Ho6lder (I.3). Para que la
prueba de que en el Ejemplo 12 vale la propiedad triangular sea completa, damos los detalles. Es
claro que se satisface sia =00 =0, y que si se cumple para a y 8, entonces también se cumple
paraA-ay u- B, cualesquiera sean Ay u en R. Debido a esto y a que la integral definida de cualquier
funcién continua no nula f: [a, b] — R>( es mayor que cero, para ver que la desigualdad integral de
Holder vale, serd suficiente mostrar que

b b b
fla(t)lpdt=f Iﬁ(t)lth=1=f la()fo)] <1. (1.8)

Pero esto es cierto, porque, por (L.5),
b 1 (b 1 (P 1 1
/Ia(t)ﬁ(t)ldts—/ Ia(t)lpdt+—f B)7de=—+—==1.
a pJa qJa p q

1.1.1. Espacios pseudométricos

Definicién 1.1.4. Decimos que un par (X, d), formado por un conjunto X y una funcién
d: X x X — R,

llamada funcién pseudodistancia o pseudométrica de X, es un espacio pseudomeétrico si d satisface:

1. d(x,y)=0six=y,

11
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2. d(x,y)=d(y,x) paratodo x,y € X, (simetria)
3. d(x,2) =d(x,y)+d(y,z) paratodo x, y,z € X. (desigualdad triangular)

A diferencia de lo que ocurre con los espacios métricos, en un espacio pseudométrico dos puntos
distintos pueden estar a distancia cero.

Ejemplo 1.1.5. Sien el item 7 de los Ejemplos[1.1.3]la funcién f: Y — X no es inyectiva, entonces la
funcién d/: Y x Y — R definida por la férmula d/ (y, y') := d(f (), f (")) es una pseudodistancia.
Las pseudométricas d* o (p; x p;) que consideramos en la Observacién que sigue al Ejercicioson
de este tipo.

Ejemplo 1.1.6. Las féormulas

b
dp(f,8) = \’/f If(0-gIPdt,

consideradas en el item 12 de los Ejernplos definen pseudométricas sobre el espacio Rla, b] de
las funciones integrables Riemann de [a, b] en R. La raz6n es que la integral de una funcién positiva
no nula integable Riemann puede ser cero (considerese por ejemplo una funcién que se anula en
todo el intervalo [a, b], salvo en finitos puntos).

En el resto de estas notas, salvo cuando se indique otra cosa, las letras maytsculas X, Yy Z
designaran a espacios métricos.

Ejercicios

1. (Eves, Hodward) Pruebe que si X es un conjunto no vacioy d: X x X — R es una funcién que
satisface

a) d(x,y)=0siysolosix=y,
b) d(x,y)<d(y,z)+d(z,x)paratodo x,y,z€ X,
entonces d es una métrica.

2. Pruebe quesid: X x X — R es una funcion distancia, entonces la funcion d, definida por
d(x,y) =min(1,d(x,y)), también lo es.

3. Pruebe que
n n
Zlaibilslrgixlbjlzmil paratodo aj,...,an, by,..., b, € R.
i=1 =j=n i=1

Este resultado es la desigualdad de Hélder para p = oo (con g = 1). Enuncie y pruebe una
version integral.

4. Pruebe que

oo oo [0}
Y Ixi+yilP = O 1xlP+ (D yalP, (1.9)
i=1 i=1 i=1

para cada par (x,) el € (Vn) nelv de sucesiones de nimeros reales, donde, por supuesto, el lado
derecho es +oo si alguna de las series que aparecen en él no converge.

12
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5. Pruebe que tres nlimeros reales positivos a, by ¢ son las distancias de un espacio métrico de
tres puntosﬂsiysolo siasb+c,b<sa+cyc=<a+b.

6. Fijemos un conjunto no vacio X y niimero natural n. Dados u, v € X", la distancia de Hamming
d(u,v), de ua v, es el nimero de indices i tales que u; # v;. Por ejemplo, si X ={0,1}, n =5,
u=1(0,1,1,1,00yv=(,1,0,1,0), entonces d(u, v) = 2. Prueve que la distancia de Hamming
define una métrica sobre X".

7. Pruebe que dados tres puntos no alineados a, a, az € R?, para cada b, c € R?,
dy(b,ay) = da(c,a1), da(b,ax) =dy(c,a2) 'y da(b,as)=dx(c,a3)=>b=c.
Pruebe que dada una coleccién ay, ..., a, de puntos de R2, existe b € R? tal que el conjunto
{ceR?: dw(c, a;) = doo(b, a;) para todo i}

es infinito.

8. Pruebe que si (X, d) es un espacio pseudométrico, entonces la relaciéon en X definida por x ~ y
si d(x,y) =0, es de equivalencia. Denotemos con X al conjunto cociente de X por ~, y con
p: X — X ala proyeccion canénica. Pruebe que existe una tinica funcién

d: XxX — R-o
talque d = do (p x p), y que esta funcién es una distancia.

Espacios métricos y funciones subaditivas

Una funcién a: RZ; — Rx es subaditivasi
a(u+v)<a(u)+a(v) paratodo u,ve RZO.
9. Pruebe que para cada funcién a: R>¢p — R3¢ ycada u € Rz, el subgréﬁcoﬁ de la funcién
u+v—au)+a(v), delu,oo)enRsg,

se obtiene aplicando al subgrafico de « la traslacién que lleva el origen a (u, @(u)); y el gréfico
de la funcién u + v — a(u + v), también de [1,00) en Ry, es la interseccion del grafico de a
con [u,00) x R>g. Concluya que « es subaditiva si y solo si para cada punto del grafico de «,
la translacién del subgréfico de a que lleva el origen a dicho punto incluye al conjunto de los
puntos del grafico de @ que no estdn a su izquierda (ver la Figura[1.7).

y

u

Figura 1.7: Significado geométrico de la subaditividad

2j. e., que existe un espacio métrico de tres puntos ({x, y,z},d) con d(x,y) = a, d(y,2) = by d(x,2) = c.

3El subgrafico de una funcién real de variable real f es el conjunto de los puntos del plano que estin debajo de su
gréfico. Dicho de otro modo, el subgrafico de f es el conjunto {(x, y) € R2:xe dom(f) ey < f(x)}.

13
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10.

11.

12.

13.

Pruebe que las funciones subaditivas a: RZ; — Rxo, con n > 1, tienen una caracterizacion
geométrica similar a la obtenida en el ejercicio anterior.

Pruebe que si a: R>¢ — R3¢ es una funcién subaditiva creciente tal que a~1(0) = {0}, entonces
a od es una funcién distancia para cada X y cada funcién distancia d: X x X — Rxo.

Decimos que una familia finita (d',...,d") de pseudométricas definidas sobre un conjunto X
separa puntos si para cada par de elementos x # y de X existe i tal que d i(x, y)>0.

En el ejercicio que sigue consideramos a R provisto de la suma coordenada a coordenada
ylarelacién de orden parcial definida por u < v si u; < v; paratodo i €{1,..., n}. El resultado
obtenido es una generalizacion directa del Ejercicio

Pruebe que si a: R, — R es una funcién subaditiva creciente tal que a~1(0) = {0}, entonces
para cada familia finita d': X x X — Rx¢ (i = 1,..., n) de pseudométricas definidas sobre un
conjunto X, la funcién a o (dl,...,d"): X x X — Rso, definida por

ao(d',...,d"(x,y)=a(d (x,y),...,d"(x, ),

es una pseudométrica, que es una métrica siy solo (d!,...,d") separa puntos.

Pruebe que las funciones a,: ]RZO — Rxp (1 < p <00), definidas por

max(vy,...,V,) Sip=o0,

ay(vy,...,vy) =
P " p p

14 .
vy t-+v,  sip<oo,

satisfacen las condiciones pedidas a a en el ejercicio anterior.

Observacién. Supongamos que d',...,d" es una familia de pseudométricas definidas sobre
un conjunto X, que tiene la propiedad de que para cada par de elementos x # y de X existe i
tal que d’(x, y) # 0. Entonces por los Ejerciciosy X es un espacio métrico via cada una
de las funciones distancia

0p: XxX—-Rs (Q=p=so0),

definidas por:

max(d'(x, ), .., d"(x,y))  sip=oo,
ap(xr J/) =

Vdl(x, )P +---+d"(x,y)P sip<oo.

Supongamos ahora que tenemos espacios métricos (X7, dX"), ..., (X,, d*"). Entonces el pro-
ducto X := X; x --- x X;; es un espacio métrico via cada una de las funciones distancia

dy: XxX—Rsp (1=p=o00),
definidas por:

max(dX1 (x1,y1),...,d%" (xn, yn))  sip=oo,

dy(x,y) =
{J/dxl (X1, y1)P + -+ d%n(x,, yn)P  sip<oo,

donde x = (xy,...,x5) € y= (y1,-.., ¥n). En efecto, para comprobarlo basta aplicar la observa-
cién anterior con
X=Xy x--xX, y d :ZdXio(pi X pi),

donde p;: X — X; es la proyeccién candnica.

14



Notas

Notas

[1]. Que no es infinito porque, como [y g son acotadas, existen niimeros reales m < M tales que
m< f(¢),g(t) < M para todo f, por lo que SUPe(q,b] lf()—g)l=M—-m.

1.2. Espacios normados

En esta secciéon k = R o C. Fijado un k-espacio vectorial E, los elementos de k son llamados
escalares, ylos de E, vectores. Usaremos letras griegas para designar a los escalares y caracteres latinos
para designar a los vectores. Las expresiones

A+u, Ay, x+y y A-x

denotan a la suma y al producto de dos escalares 1 y 1, ala suma de dos vectores x e y, y ala accién
de un escalar A sobre un vector x, respectivamente.

Definicién 1.2.1. Una norma en un k-espacio vectorial E es una funcién || ||: E — R3¢ que satisface:

1. lxll=0siysolosix=0.
2. 1A-xl = Al x]. (Il |l es homogénea)
3. lx+yl=lxll+1yl. (I Il es subaditiva)

Un espacio normado sobre k, o k-espacio normado (E, || ||), es un k-espacio vectorial E, provisto de
unanorma || ||.

Aveces, cuando no haya posibilidad de confusién, hablaremos de un espacio normado E sin hacer
referencia a la funcién norma, la cual serd denotada con el simbolo || ||, ni al cuerpo k. Si es necesario
distinguir entre varias normas usaremos la notacién autoexplicativa || ||g, o notaciones especificas
como || || p, | llo, €tcétera. Pero también algunas veces usaremos la notaciéon completa (E, || ).

Observacion 1.2.2. Un C-espacio normado es también un R-espacio normado, con la misma norma.

Proposiciéon 1.2.3. Si| || es una norma en E, entonces la funcién d: E x E— Ry, definida por

dx,y)=lx-yl,
es una métrica que satisface:
1. dix+z,y+2z)=d(x,y). (invariancia por traslaciones)
2.dA-x,A-y)=Ald(x,y). (homogeneidad)

Demostracioén. Porla condicion 1 de la definiciéon de norma,
dx,y)=0elx-yl=0x=y,
por la condicién 2,
dx,y)=lx=yl=I-1-(y=0ll=1-Uly-xll=lly—xl=d(yx),
y, por la condicioén 3,

dx,z)=llx-zllsllx-yl+ly-zll=dx,y)+d(y,2).
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Asi que d es una métrica, la que, como lo prueban las igualdades

dA-x,A-y)=lA-x=A-yl = Allx =yl = Ald(x, y)

dx+z,y+2=lx+2)-y+2l=lx-yl=dx,),

es homogénea e invariante por traslaciones. O

long de= long ab

long fg =long 2ab

Figura 1.8: Invariancia por traslaciones y homogeneidad de la distancia euclideana del plano

Definicién 1.2.4. Decimos que una distancia d: E x E — R, definida sobre un k-espacio vectorial E,
estd asociada a una normasi existe una norma || || en E tal que d(x,y) = ||x— y|l paratodo x,y € E.

La proposicién anterior muestra que para que una distancia esté asociada a una norma debe ser
homogénea e invariante por traslaciones. Dejamos como ejercicio para el lector probar que estas
condiciones son suficientes, y que la norma es tinica.

Observacion 1.2.5. Por el item 2 de la Proposicién|1.1.2} en todo espacio normado
llal =bll<lla=bll y llal-Ibl=llal—-I-bl<la+bl.

Ejemplos 1.2.6. En el segundo de los ejemplos de espacios métricos dados en la primera seccién del
Capitulo[1]vimos que (R", dw) es un espacio métrico. En realidad R" tiene una estructura canénica
de R-espacio vectorial y la distancia d, proviene de una norma. Se trata de la norma || ||, en R",
definida por
[ Xlloo == max |x;l,
l<isn

donde x; esla i-ésima coordenada de x. También en el tercero, cuarto, onceavo y decimosegundo
ejemplo de espacios métricos dados en la primera seccion del Capitulo[1]las distancias provienen de
normas. El tercer ejemplo fue (B[a, b], d). Su conjunto subyacente Bla, b] es un R-espacio vectorial
via la suma y el producto por escalares definidos por

(f+em=fO+g) v A-NHE®=Af(1),
y sumétrica dy, es la distancia asociada a la norma || ||, definida por

[ flloo:== sup |f (D). (1.10)

tela,b)

El conjunto subyacente Cla, b] del cuarto ejemplo es un subespacio vectorial de B[a, b]. Por lo tanto la
férmula (I.10) define por restriccién una norma (también denotada | ||,) sobre C[a, b], cuya funcién
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distancia d., asociada, es la restriccién a Cla, b] x Cla, b] de la distancia d., de B[a, b]. Las normas a
las que estdn asociadas las métricas d, consideradas en los ejemplos onceavo y decimosegundo son

lanorma | ||, de R", definida por
n
Ixllp = \p/ > lxil?,
i=1

b
Ifll, = f If ()P dt,

yla normall ||, en Cla, b], definida por

respectivamente. En ambos las estructuras de epacio vectorial son las consideradas antes.

Observacion 1.2.7. Frecuentemente la norma || || de Cla, b] se define por la férmula
I flloo := max | f(£)l.
tela,b]

Esto es correcto porque toda funcion real continua definida sobre un intervalo cerrado y acotado
alcanza su maximo.

Ejemplo 1.2.8. Para cada p € [1,00], el C-espacio vectorial C" es un espacio normado via la nor-

ma || ||, definida por
n
{’/ZIziIP si p < oo,
I(z1,..., 20l p = i=1

max |z;| sip=occ.
1<i<n

En efecto, es claro que estas funciones satisfacen la primera condicién pedida en la Definicién|1.2.1
También satisfacen la segunda, porque

n n n
IA- (21, z)llp = (] D 1A~ 2ilP = \p/|7l|pZ|Zi|p= |/1|\p/Z|Zi|p= A Cz1, .0 20) Ml
i=1 i=1 i=1

para cada p < co, mientras que

IA-(z1,..., Zn)lloo = Méx [A- z;| = |A]| max |z;| = |Al[(21,. .., Zn) lloo-
1<i=n l<i=n

Por altimo, son subaditivas porque

n
121 20) + (w1, widllp = (] 3 120 + w3l
i=1
n
'Y (lzil + wi)?
i=1

I\

L L la desigualdad
< P P+ P .| p por
l-_zl 1zl l; il de Minkowski

=l(z1,..., 2z | + [ (wr, ..., wa)ll p
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para todo p <oo, mientras que
||(Zly~-')zn)+(wl’-~-’wn)”00: méx |Zi+ wil
l<isn

por la subaditividad

< max (|z;| +|w;|) .
1<i<n dela funcién| |

< max |z;| + max |w;|
l<i<n 1<i<n

= ”(Zl,...,Zn)”oo"l' ”(WI,..., wn)”oo-

Ejemplo 1.2.9. Si (E, || ||) es un espacio normado, entonces también lo es cada subespacio vectorial F
de E, con la norma inducida por || ||,1a que, por definicidn, es la norma de F obtenida restringiendo || ||
a F. Cada uno de estos espacios es llamado un subespacio normado de E. Por ejemplo, (Cla, b], || llco)
es un subespacio normado de (Bla, b], || lloo)-

Ejemplo 1.2.10. Si (E, || [I) es un espacio normado y f: F — E es un monomorfismo de espacios
vectoriales, entonces F es un espacio normado via la norma | |/ definida por ||y := | f(3)|. En
efecto, como f es inyectiva,

vl =0e IfWl=0e fw)=0ev=0;
como f(A-v)=A-f(v) paratodo A€ ky v e Fylafuncién | | es homogénea,
IA-vl) =1 fQ- 0 = 1A F@I =M f @ = Al
y, como f(v+ w) = f(v)+ f(w) para todo v, w € F yla funcién || || es subaditiva,
lv+wlf =l fw+wl = 1@+ f@l<If@I+1f @)=l +lw)/.
El Ejemplo[1.2.9]es el caso particular obtenido tomando como f ala inclusién canénica de F en E.

Ejemplo 1.2.11. El producto cartesiano E x F, de dos espacios normados E y F, es un espacio
normado via la norma || ||, definida por || (x, ¥)llco = max(l| x| g, | ¥l 7). Para verificar que | || €s una
norma es suficiente notar que, como || x||g =0siysolosix=0,y | ylr=0siysolosiy=0,

I, Mo =0<llxllg=0yllylF=0<x=0ey=0;
como || [gy Il IF son homogéneas,

IA- (%, Moo = max(IA - xll g, I1A- Yl F)
=max(IMlxlg, AN yIE)
= [Mmax(lxllg, 1yl F)
= A (x, Y)lloos

y,como || |[g v || IIF son subaditivas,
I1(x, ») + (X', ¥ lloo = max(llx + x| g, |y + ¥ | F)

2 / /
smax(l|xllg + Ix g, | yIle + 1yl F)

< 1%, Plloo + 11X, ¥ lloo-

Notemos que la métrica que induce esta norma sobre E x F es la definida en el item 8 del Ejemplo
Salvo indicacion en contrario, siempre consideraremos al producto cartesiano de espacios normados
dotado de esta norma.

18



1.3 Espacios con producto interno

Ejercicios
1. Pruebe que si d: E x E — R es una distancia invariante por traslaciones y homogénea,
entonces d estd asociada a una tinica norma.

2. Consideremos el espacio normado (C”", ] || p),» donde 1 < p < oo, como un espacio normado
sobre R (ver la Observacion [1.2.2). Pruebe que la norma inducida sobre R a través de la
inclusiéon canénica i: R"” — C", eslanorma || ||, (vease el Ejemplo|1.2.10).

Una pseudonorma en un k-espacio vectorial E es una funcion | ||: E — Rx>¢ que satisface:
a) ||x||=0six=0,
b) A-x|=1Mlxl, (homogeneidad)
o lx+yl=lxl+lyl (subaditividad)

Un espacio pseudonormado es un k-espacio vectorial E, provisto de una pseudonorma.

3. Pruebe quesi | || es una pseudonorma en E, entonces la funcién d: E x E — R, definida por
d(x,y) =llx—yll, es una pseudométrica que satisface:

5. d(x+z,y+2)=d(x,y), (invariancia por traslaciones)
6. dA-x,A-y)=1Ald(x, ). (homogeneidad)

Pruebe que, reciprocamente, si d es una pseudométrica invariante por traslaciones y homogé-
nea en E, entonces existe una inica pseudonorma || || en E tal que

d(x,y)=lx-yl paratodo x,y.

En el siguiente ejercicio se supone que el lector conoce la construccién del espacio cociente de
un espacio vectorial por un subespacio (Vease el Apéndice A).

7. Pruebe quesi (E, || |I) es un espacio pseudonormado, entonces el conjunto
S={xeE:|x| =0}

es un subespacio vectorial de E. Denotemos con E/S al espacio cocientey con p: E— E/Sala
proyeccién canénica. Pruebe que existe una tnica funcién || ||: E/S — R, talque || lep =1 |,
y que || || es una norma.

8. Pruebe que en la situacion del Ejercicio 7 la funcién distancia d, asociada a la norma | |,
coincide con la obtenida aplicando el Ejercicio[8|de la Seccién[I.1]a la pseudométrica asociada
ala pseudonorma | ||.

1.3. Espacios con producto interno

En esta seccién k = R o C'y, para cada nimero complejo A, el simbolo A denota el conjugado
de 1.

Definicién 1.3.1. Un producto interno sobre un k-espacio vectorial E es una funcién (, ): ExE—k
que satisface
1. (u+v,w)=(u,w)+ (v, w,

2. (A-u,v)y=AMu,v),
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1.3 Espacios con producto interno

3. (w,v) =(v,u),
4. {(u,uy=0paracadaucE,y{(u,u)=0siysolosiu=0,

para todo u,v,w € Ey A € k. Un k-espacio con producto interno, también llamado espacio con
producto interno sobre k, o k-espacio prehilbertiano, es un par (E,{ , )), formado por un k-espacio
vectorial E y un producto interno { , ) sobre E.

Observacion 1.3.2. Las dos primeras condiciones dicen que el producto interno es lineal en la
primera variable, y la tercera dice que la funcién ( , ) es simétrica hermitiana. Combinando las tres,
obtenemos que paratodo u,v,we Ey A, uek,

UA-v+p-wy=QA-v+u-w,u) =X(v,u)+ﬁ(w,u)=x(u, vy + pu, w),

es decir, que ( , ) es sesquilineal (el prefijo sesqui significa 1 y 1/2). Por lo tanto, en el caso real las
funcién (u, v) es una forma bilineal simétrica. En otras palabras, es lineal en cada variable y

(u, vy =(v,u) paratodo u,veV.

Por ultimo, la cuarta condicion dice que la funcién ( , ) es definida positiva.

Cuando no haya posibilidad de confusién, hablaremos simplemente de un k-espacio con pro-
ducto interno E sin hacer referencia al producto interno, el que genericamente serd denotado ¢ , ).
Si es necesario ser més especifico usaremos la notacién autoexplicativa ( , ). Asimismo, a veces no
haremos referencia al cuerpo de base k, y diremos simplemente que E es un espacio con producto
interno o un espacio prehilbertiano.

Ejemplos 1.3.3. El espacio vectorial R" es un R-espacio con producto interno, llamado espacio
euclideano de dimensién n, via

n
X, yy=) uv,

i=1
y el espacio vectorial C" es un C-espacio con producto interno, llamado espacio hermitiano de
dimension n, via

n
(X, y):=) uiv;.
i=1

En ambos ejemplos u; e v; denotan a las i-ésimas coordenadas de u e v, respectivamente.

Ejemplos 1.3.4. El R-espacio vectorial (C[a, b],R), de las funciones continuas de un intervalo
cerrado [a, b] en R, es un R-espacio con producto interno via

b
frg) = f Fg) dx,

y el C-espacio vectorial (C|a, b], C), de las funciones continuas de un intervalo cerrado [a, b] en C, es
un C-espacio con producto interno via

b —
f,8 1=f fx)g(x) dx.

Ejemplo 1.3.5. Todo subespacio lineal V de un espacio con producto interno E es un espacio con
producto interno via la restriccién del producto internode Ea V x V.
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1.3 Espacios con producto interno

La siguiente es, junto con la de Holder, una de las desigualdades mds importantes del anélisis.
Una raz6n es que, como veremos pronto, permite probar que los espacios con producto interno
tienen una estructura natural de espacio normado.

Teorema 1.3.6 (Desigualdad de Cauchy-Bunyakovsky-Schwarz). Si E es un espcio con producto
interno, entonces ppara todo u, v € E,

[{u, v)| </ {u, uy\/{v, v).

Ademds vale la igualdad si y solo si u y v son linealmente independientes.

Demostracion. Cuando v =0, ambos lados se anulan. Supongamos que v # 0 y tomemos A := izl’}’; .
Entonces

O<s(u—A-v,u—A-v)
={u,uy —(u,A-vy—A-vuy+{A-v,A-v)
= (u, uy — Mu, v) — Mv, uy + 1A (v, v)
= (u, uy — Mu, v) — AMu, v) + A (v, v)

[(u, v)?

(vv)

=(u,u) -

Por lo tanto [{u, v)| < v/(u, u)v/(v, v), como queremos. La igualdad vale siy solosi u—A-v =0, lo que
ocurre siy solo si #y v son linealmente dependientes. O

Teorema 1.3.7. Cada espacio con producto interno E es un espacio normado via la norma | || definida

por |lull :== v{u, u).

Demostracion. Debemos probar que la funcién || || satisface las condiciones pedidas en la Defini-
cién Por la Condicién 4 de la Definicion|1.3.1}

lull =/ {u,uy =0 paratodo u€E,

y llull = 0 siysolo si u = 0. Por la Condicion 2 y la Observacion paratodoAe kyu€kE,

IA-ull =V A-u,A-uy = VIAZu, u) = Ml

de modo que la funcién | || es homogénea. Por dltimo, por la Condicién 1 de la Definicién[1.3.1} la
Observacion[1.3.2]y la desigualdad de Cauchy-Bunyakovsky-Schwarz, para todo u, v € E,
lu+vl? = (u+v,u+v)
={u,u)y+{u, v)+{v,u) +{v,v)
= llul® + 2Re((u, v) + VIl
< ull® +2I¢u, v)] + | v))?
< lul®+2lullvl+v)?

= (llull + IlwlD?,

lo que prueba que la funcién || || es subaditiva. O
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1.3 Espacios con producto interno

Una propiedad importante de los paralelogramos es que la suma de los cuadrados de las longitu-
des de sus diagonales es igual a la suma de los cuadrados de las longitudes de sus lados. El siguiente
resultado generaliza este hecho.

Proposicion 1.3.8 (Ley del paralelogramo). Para cada par u,v de elementos de un espacio con
producto interno E,
e+ vl? + llu—vl® = 2] ull® + 2] v])*.

Demostracion. Por la bilinealidad del producto interno y la definicién de la norma de E,

lu+ v||2+||u—v||2:(u+ nvu+vy+{u—v,u—ruo)
=u, ) +u, V) + v, u) + (v, v) +u, u) — (u, v) — (v, u) — (v, V)

2 2
=2|ull” +2llvl*,
como afirmamos. O

Ejemplo 1.3.9. Tomemos p € [1,00]. Cuando p # 2 no existe ningtin producto interno sobre k" que
produzcalanorma || || ,. Para comprobarlo basta notar que la norma | ||, no satisface la identidad
del paralelogramo. Para ello tomemos u = (1, 1,0,...,0), v =(1,-1,0,...,0) y notemos que

2 si 0,
lul? = |vl? = 'p#
1 S1 p=o00

2lp
y lu+vl®=llu-v)* =4
Asi que la identidad del paralelogramo no se cumple.

Las férmulas dadas en el siguiente resultado muestran que el producto interno de un espacio
prehilbertiano estd univocamente determinado por la norma inducida.

Proposicién 1.3.10 (Identidades de polarizacién). Para cada par u, v de elementos de un espacio con
producto interno E,

v 1lu+vi?=llu-vl?) sik=RR,
u,v) =

Tlu+vl>=llu-vi®?)+ i(lu+i-vi*=lu-i-vl*) sik=C.
Demostracion. Por la bilinealidad del producto interno y el hecho de que (v, u) = (u, v},

lu+vl?=llu—vi?=(u+v,u+v)—(u—v,u—v)
=(u, u)y +{u, vy +{v,u) +{v,v) —{u, u)y + {u, v) + (v, u) — (Y, v)
=2{u, v) +2{v, u)
=2((u, v) +(u, v))
=4Re({u, v)).

Cuando k =R, esto termina la demostracién. Cuando k = C, esta desigualdad, con v reemplazado
por i - v, muestra que

lu+i-vl®=lu—i-vl*=4Re(u,i-v)) =4Re(—i(u, v)) = 4Im(u, v)).
La igualdad de polarizacion para k = C se sigue inmediatamente de estos hechos. O

Corolario 1.3.11. Si una norma es inducida por un producto interno, entonces este es tinico y estd
dado por la identidad de polarizacién.

Demostracion. es una consecuencia inmediata de la proposicién anterior. O
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1.4 Bolas abiertas, bolas cerradas y esferas

Ejercicios
1. Pruebe que las afirmaciones hechas en los Ejemplos son verdaderas.

2. Supongamos que E es un C-espacio vectorial y denotemos con R E al espacio vectorial real
subyacente a E. Pruebe que si { , ) es un producto interno sobre E, entonces ( , )® :=%Reo( , )
es un producto interno sobre R E que satisface

Gu, )R =—(u,i- )R paratodo u,v e gE. (1.11)

Pruebe que vale la reciproca. Esto es, que si ( , )»* es un producto interno sobre g E que

satisface la condicién (L.11), entonces la funcién ( , ): E x E — C, definida por
(w,v) = () +iCu, i )",

es un producto interno sobre E, y es el tinico cuya parte real es ( , )&,

3. Pruebe la tltima afirmacién del Teoremal1.3.6

1.4. Bolas abiertas, bolas cerradas y esferas

En esta seccién presentamos los conceptos bdsicos de bola abierta, bola cerrada y esfera. Las tres
nociones son importantes, pero la primera es fundamental para el desarrollo de la teoria, porque
en ella se basa la definicién de conjunto abierto (que daremos en un capitulo posterior). Luego
de establecer estas definiciones describimos la forma de las bolas abiertas y cerradas en algunos
espacios métricos concretos, lo que automdaticamente da la forma de las esferas, y estudiamos en
detalle como son las bolas abiertas y cerradas en productos finitos de espacios métricos. Por tltimo
describimos las bolas abiertas y cerradas en subespacios.

Definicién 1.4.1. La bola abiertay la bola cerrada, con centro en un punto x de un espacio métrico
Xy radio r > 0, son los conjuntos

B (x):={yeX:d(y,x)<r} y B,[x]={yeX:d(y,x)<r},
respectivamente.

Definicién 1.4.2. La esfera con centro x y radio r es el conjunto
S;(x)={yeX:d(y,x)=r}.

Cuando sea necesario ser mas precisos acerca de la métrica o del espacio que estamos consi-
derando usaremos alguna de las notaciones autoexplicativas tales como BX (x), B4(x), BX [x], B4 [x],
SX(x) 0 S%(x).

Observacion 1.4.3. De las mismas definiciones de bola abierta, bola cerrada y esfera se sigue inme-
diatamente que
B;(x)uS;(x)=B;[x] 'y Br(x)nS;(x)=¢.

Laforma de las bolas abiertas, las bolas cerradas y las esferas de un espacio métrico depende tanto
del conjunto subyacente como de la funcién distancia. Esto se ve claramente al considerar algunos
de los siguientes ejemplos (no damos ninguno de esferas porque estos se obtienen inmediatamente
calculando B, [x] \ B, (x)).
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1.4 Bolas abiertas, bolas cerradas y esferas

Ejemplo 1.4.4. Examinemos las bolas abiertas y cerradas en R? cuando las funciones distancia son
deo, d2 y d, respectivamente.

- La bola abierta Bf""(x, y) es el cuadrado abierto (x —r,x+7r) x (y—r,y+r) yla bola cerrada
Bf°° [x,yl esel cuadrado [x—r,x+r]x[y—r1,y+T].

- Labola abierta sz (x,y) es el circulo abierto con centro (x, y) yradio r y la bola cerrada B‘ri2 [x, y]
es el circulo con centro (x, y) yradio r.

- La bola abierta B'rjl1 (x,) es el cuadrado abierto con vértices (x—r,y), (x+1,¥), (x,y—r)y
(x,y+r) ylabola cerrada y la bola cerrada Bfl [x, y] es el cuadrado con los mismos vértices.

En la Figurall.9|se representan las bolas con centro (0,0) y radio r en (R?,dw), (R? d1) y (R?, d2).

Las bolas abiertas con centro en un punto arbitrario (x, y) del plano y radio r tienen la misma forma
d}” dp

porque B," (x,y) = (x,y) +B,"(0,0).

(@ p=oo b) p=1 (© p=2

Figura 1.9: Bolas abiertas B;(0,0) en R2, respecto de do, d1 y d>

Ejemplo 1.4.5. En un espacio métrico discreto X

{x} sir<li, {x} sir<l,
B;(x) = . y B [x] = .
X sir>1 X sir=1.

Ejemplo 1.4.6. En C[a, b] la bola abierta B‘,i“’ (f) es el conjunto de las funciones g € C[a, b] tales que
SUP ye(q,p) | f(X) — g(x)| < r ylabola cerrada B’rioo [f1 es el conjunto de las funciones g € Cla, b] tales que
SUPye(qp | f(X) — g(x)| < r. Por otra parte, Bfl (f) es el conjunto de las funciones g € Cla, b] tales que
el area de la superficie determinada por las rectas verticales que pasan por ay b, el eje de absisas y el
gréfico de | f — g| es menor que r, mientras que Bf‘ [f] es el conjunto de las funciones g € C[a, b] tales
que el area de la misma superficie es menor o igual que r. Mas generalmente, para cada p € [1,00)
la bola abierta B(ri” (f) es el conjunto de las funciones g € Cla, b] tales que el area de la superficie
determinada por las rectas verticales que pasan por a y b, el eje de absisas y el gréfico de |f — g|” es
menor que r?, yla bola cerrada Bf” [f] es el conjunto de las funciones g € Cla, b] tales que el area de
la misma superficie es menor o igual que r”. No es posible representar geométricamente estas bolas
marcando todos sus puntos en un dibujo (como hicimos en la Figura[I.9) pero para la distancia d*
podemos darnos una idea geométrica de su “forma” dibujando el grafico de una funcién f y pintando
de verde la region del plano formada por los puntos (x, y) € R? tales queasx<byly-fxl<r.
Una funcién continua g: [a, b] — R pertenece a Bf“’ (f) siy solo si su grafico estd incluido en la zona
pintada. En la Figura[1.10lhacemos esto, marcando con una linea continua azul el gréfico de f y con
lineas punteadas los gréficos de dos funciones pertenecientes a Bf°° (f).
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1.4 Bolas abiertas, bolas cerradas y esferas

f)+r
fx
fx)—-r

a b x

Figura 1.10: Bola abierta Bf“’ (f) en C[1,4]

Ejemplo 1.4.7. Por la misma definicién de la distancia d,, para cada punto (x, y) de un produc-
to X x Y de espacios métricos y cada r >0,

BYY(x, ) =BY () xBY(» v  BYVix,yl=BXIx]xB) [yl
Por induccién resulta entonces que
BX (X1, Xn) =B (x1) - x B () Y BX[x1,00s, %) =B 1] x -+ x B[]

para cada producto finito X := X x --- x X}, de espacios métricos, cada punto (xy,...,x,) de Xy
cadar>0.

Observacion 1.4.8. Para cada subespacio Y de un espacio métrico X ycada y€Y,

BY(=BX»nY vy B y=BiynY.

(a) Bola abierta en un subespacio (b) Bola cerrada en un subespacio

Figura 1.11: Tlustracion geométrica de la Observacién|1.4.8

Proposicién 1.4.9. Para cada par de puntos x e y de un espacio métrico, B, [x] N Bs(y) = @ siempre
quer+s<d(x,y).

Demostracion. Si existiera z € B, [x] N Bg(y), entonces seria
dx,y)<d(x,2)+d(z,y)<r+s=<d(x,7y),
lo que es absurdo. O

Definicién 1.4.10. Un subconjunto V de un espacio métrico X es un entorno de un punto x € X si
incluye una bola abierta con centro en x.
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1.4 Bolas abiertas, bolas cerradas y esferas

Ejemplos 1.4.11. Las bola abierta B, (x) es un entorno de x para cada r > 0. También lo son la bola
cerrada B, [x] y el propio espacio X.

Nota1.4.12. Lainterseccion de dos entornos de x es un entorno de x. En efecto, para comprobarlo
basta observar que si V3 2 B, (x) y V2 2 B, (x), entonces V3 N V2 2 B, (x), para cada r < min(ry, r2).
Ademas, si V es un entorno de x y W 2 V, entonces W es un entorno de x, porque W incluye a toda
bola con centro x incluida en V.

1.4.1. Bolas en espacios normados

Notaciones 1.4.13. Para cada par Ay B de subconjuntos de un espacio normado E, cada escalar 1y
cada subconjunto A de k, escribimos

A+B:={a+b:acAybeB}, A-A={l-a:acA} vy A-A={A-a:leAyacA}.
Proposicion 1.4.14. Paracada A € k\{0} y cadar € R,
A-Br(0)=Bjy0) ¥y  A-B.[0] =B [0l

Demostracion. Lainclusion A -B;(0) € By (0) vale porque [|A- yll = [Allyll < |A|r para todo y € B,(0).

En particular

1

X : Bl/llr(o) = BﬁMV(O) = Br(o)
y, por lo tanto, también es cierto que By (0) < A -B,(0). La segunda igualdad puede probarse en
forma similar. O

La importancia en los espacios normados de las bolas centradas en 0 se debe a que determinan a
todas las demds, como lo muestra el resultado que sigue.

Proposicion 1.4.15. Para todo punto x de un espacio normado E y cadar > 0,
B,;(x)=x+B;(0) y B,[x]=x+B;[0].
Demostracion. La primera igualdad vale porque
yeEB(x)edyx)<redy-x0)<r<oy—xeB.(0),
y la segunda puede probarse en forma similar. O
Ejercicios

1. Pruebe que la segunda igualdad en el enunciado de la Proposicién|1.4.14|vale.

2. Pruebe que

B,0]= () A-B(0) y B(0= |J A-B;[0]
A€(1,00) A€(0,1)

paratodo r € R.

3. Pruebe que la segunda igualdad en el enunciado de la Proposicién|1.4.15|vale.
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1.5. Base de entornos de un punto

Definicion 1.5.1. Una base de entornos de x es un conjunto 98 de entornos de x, tal que para cada
bola abierta B, (x) existe V € 98 con V € B, (x).

Ejemplos 1.5.2. Los conjuntos
{V:Vesunentornodex}, {B,(x):reR}, {Byux):nelN} y {Bynlxl:nelN}
son bases de entornos de x. Las dos tltimas son bases contables de entornos.

Definicién 1.5.3. Fijemos un punto x de un espacio métrico X. Una subbase de entornos de x es
cualquier conjunto . de entornos de x, tal que el conjunto de las intersecciones finitas de elementos
de . es una base de entornos de x.

Ejemplo 1.5.4. Para cada x € R, el conjunto
{(x—1/n,+o00):ne N}U{(—oc0,x+1/n) : ne N}
es una subbase de entornos de x.
Ejemplo 1.5.5. Para cada punto (x, y) de un producto X x Y de espacios métricos, el conjunto
Br(x)xY:r>0U{X xBs(y):s>0}

es una subbase de entornos de (x,y). En efecto, esto se sigue inmediatamente de que, por el

Ejemplo[1.4.7}
(Br(x) x Y)N (X x B, (1) =BX (x) x BY (y) = BX* Y (x, y).

Ma4s generalmente, para cada punto (xy,..., x,) de un producto finito X x --- x X, de espacios
métricos, el conjunto

Xy x-xXjoy xBr(x)) x Xjpy - xXy:1l<sisnyr>0}
es una subbase de entornos de (xy,..., X,).

La importancia de la nocién de subbase de entornos se debe a que, como vimos recién, algunos
espacios métricos tienen subbases de entornos muy simples, y a que (como veremos por ejemplo
al estudiar la continuidad de funciones en un punto) hay condiciones que en principio deberian
verificarse sobre todos los entornos de un punto, pero que basta comprobarlas sobre una subbase
de entornos, lo que permite obtener demostraciones simples de algunos resultados importantes.
Nosotros no adoptaremos este punto de vista en estas notas, salvo en algunos ejercicios, cuyo objetivo
serd el de ilustrar la utilidad del método.

Ejercicios

1. Fijemos un punto x := (x3,...,X,) en un producto finito X := Xj x --- x X, de espacios métricos.
Pruebe que si %8; es una base de entornos de x; para todo 7, entonces el conjunto

{Vi x -+ x V,: V; € %B; paratodo i}
es una base de entornos de x.
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2. Tomemos un espacio métrico X. Pruebe que para cada x € X el conjunto de los entornos de
x es finito si y solo si X es finito. Pruebe que esto no necesariamente es cierto para las otras
bases de entornos consideradas arriba.

3. Tomemos espacios métricos Xj, ..., X, y fijemos puntos x; € Xj,..., x, € X,. Pruebe que si .%;
es una subbase de entornos de x; para cada 1 < i < n, entonces el conjunto

{Xlx-"XXl'_IXSXXH_lX--'XXnZ]_SiSTZYSESpi}

es una subbase de entornos de (x1,...,X;).

1.6. Distancia entre conjuntosy didmetro

En esta seccion presentamos las nociones de distancia de un punto a un conjunto, de distancia
entre conjuntos y de didmetro de un conjunto y estudiamos algunas de sus propiedades bdsicas.

Definicién 1.6.1. La distancia de un punto x de un espacio métrico X a un subconjunto A de X es,
por definicién, el elemento
d(x, A):=infd(x,y),
YEA
de [0,00].
Definicién 1.6.2. La distancia d(A, B), entre dos subconjuntos Ay B de X, estd definida por:

d(A,B) = Egnl;feB d(a,b)

a

Si bien un elemento de X no es un subconjunto de X, consideramos a la segunda definicién
mds general que la primera porque d(x, A) = d({x}, A) para cada x € X y cada A < X. A pesar de
su nombre, de su importancia, y de que d(A,B) =0y d(A,B) = d(B, A), para todo A,B < X, esta
“distancia” no define una pseudométrica en ningtin subconjunto interesante del conjunto de partes
de X.

Observacion 1.6.3. Por su misma definicién, d(A, B) =oco siysolo si A= @ o B = @. En efecto, como
el infimo de un subconjunto J de R es infinito si y solo si J es vacio,

d(A,B) =ocosiysolosi{d(a,b):ac Aybe B} =g,

lo que ocurre siysolosi A=@ o0 B=¢.

Observacion 1.6.4. Para cada par Ay B de subconjuntos de X,

d(A,B):=infd(a,B) = Infd(A,Db).
acA beB

En efecto, si A o B son vacios, entonces los tres términos valen co. Supongamos que ambos son no
vacios. Como d(A,B) < d(a,b) paracadaae Ay be B,

d(A,B) < inf (infd(a, b)) = inf d(a, B).
acA\beB acA

Por otra parte, dado € > 0, existen a. € Ay b, € B tales que d(A, B) > d(ac, be) —¢€, por lo que

d(A,B) > d(ae, be) —e = inf d(a,B) —e¢.
acA

Como ¢ es arbitrario esto prueba que d(A, B) = inf,c 4 d(a, B). Por lo tanto d(A, B) = inf,c s d(a, B).
Un célculo similar muestra que d (A, B) = infycg d(A, b).
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Ejemplo 1.6.5. En R, provisto de la métrica usual,
d(0,11,2])=d(0,(1,2])=1 y d((0,1],(1,2) =d(Q,R\ Q) =d(0,(0,1]) = 0.

El dltimo ejemplo muestra que la distancia de un punto a un conjunto puede ser cero sin que el
punto pertenezca al conjunto.

Ejemplo 1.6.6. En (R?, dy),

AR x{0h{(x,y) eR*:y=x*+1}) =d(R x {0}, {(x, ) e R*: y > x* +1}) =1

d({(x,1/x) : x € (0,00)}, {(x, —1/x) : x € (0,00)}) = 0.
Ejemplo 1.6.7. En un espacio métrico discreto X,

0 ifAnB#9,

d(A,B)={
1 ifAnB=g,

para cada par de subconjuntos no vacios Ay B de X.

Definicion 1.6.8. Decimos que la distancia de un punto x de un espacio métrico X a un subconjunto
Ade X serealizasi existe a € A tal que d(x,a) = d(x, A). Si este es el caso, decimos también que la
distancia de x a A se realiza en el punto a.

Definicién 1.6.9. Decimos que la distancia entre dos subconjuntos A y B de un espacio métrico X se
realiza si existen a€ Ay b € B tales que d(a, b) = d(A, B). Si este es el caso, decimos también que la
distancia de A a B se realiza en los puntos a y b.

Como el lector puede verificar sin dificultad, en algunos de los ejemplos que vimos recién la
distancia se realiza, y en otros, no. Considerando una circunferencia en R? y el centro de esta, se
comprueba facilmente que cuando la distancia de un punto x € X a un subconjunto A de X se realiza,
el punto a puede no ser tinico. Por supuesto, lo mismo pasa con la distancia entre subconjuntos.

Proposicion 1.6.10. |d(x, A) —d(y, A)| < d(x,y) para todo x,y € X y todo subconjunto no vacio A
deX.

Demostracion. Por la definicién de d(x, A) y la propiedad triangular de d, sabemos que
dx,A)<=d(x,z) <d(x,y)+d(y,z) paratodo ze€ A.
Asique d(x, A) — d(x, y) es una cota inferior de {d(y, z) : z € A}. Por lo tanto
dx,A)—d(x,y)<infld(y,z):z€ A} =d(y, A)

o, lo que es equivalente,
d(x,A)-d(y,A) =<d(x,Yy).

Por simetria, d(y, A) —d(x, A) < d(x, y) y, en consecuencia, |d(x, A) — d(y, A)| = d(x, y), como quere-
mos. O
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Definicién 1.6.11. Por definicidn, el didmetro de un subconjunto A de un espacio métrico X es

didm A := sup d(a, b).
a,beA

Definici6n 1.6.12. Un subconjunto de X es acotado si su didmetro es finito.
Ejemplo 1.6.13. El conjunto vacio y las bolas son conjuntos acotados porque

didm@ =sup@ =0 y didmB,(x)<didamB,[x] <2r
(la primera igualdad vale porque el supremo es calculado en Rx).

Ejemplo 1.6.14. Todo espacio métrico discreto X es acotado. En efecto

0 si#X =0,

diam X =
1 si#X>0.

Ejemplo 1.6.15. Un subconjunto no vacio A de R es acotado siy solo si inf A y sup A son nimeros
reales. Esto es una consecuencia inmediata de la igualdad

didm A =sup A—inf A,
cuya prueba dejamos como ejercicio para el lector.

La desigualdad didm B, (x) = didmB,[x] < 2r en el Ejemplo|1.6.13|puede ser estricta (considerese
por ejemplo las bolas de radio 1/2 en un espacio discreto). El resultado que sigue muestra que esto
no ocurre en espacios normados.

Proposiciéon 1.6.16. En un espacio normado no nulo E,
diamB, (x) = diamB,[x] = 2r
para todo x € E y todo r > 0.

Demostracion. Sabemos que didmB,(x) < didmB, [x] < 2r. Para probar que vale la desigualdad
reciproca es suficiente notar que

X+ A €B,(x) d|lx+ A X A _A 2.yl =274
Sy Ve Y il " T T Y
paracada y€ E\{0} ycada A€ [0,r). O

Ejercicios
1. Pruebe que en cada espacio métrico X, paratodo a,be Xy r, s € (0,00),

d(a,b) - r—s<d(Blal,Bs[b]) < d(B,(a),Bs(b)) < d(a,b).

2. Pruebe que en el ejercicio anterior pueden darse todas las posibilidades. En otras palabras,
que cualesquiera sean r,s € (0,00) y0 < t < u < r + s, existen un espacio métrico X y puntos
a,b e X tales que

d(Blal,Bs[bl) =d(a,b)~u y d(B;(a),Bs(b))=d(a,b)~t.
INDICACION: X puede tomarse como un subespacio de R.
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3. Recordemos que para cada conjunto Y, el conjunto ¢ (Y), de los subconjuntos finitos de de
Y es un espacio métrico via d(A, B) = #(AAB). Fijemos un subconjunto finito A de Y y un
subconjunto % de Z¢(Y). ; Qué significa que d(A, %) = 1?

4. Recordemos que un subconjunto U de un espacio vectorial V es convexo si cualesquiera sean
vy wen U, el segmento vw = {tw+ (1—-t)v:0 <t <1}, con extremos v y w, estd incluido
en U. Supongamos que a y A son un punto de R? y un subconjunto convexo no vacio de R?,
respectivamente. Pruebe que si la distancia euclideana d,(a, A) se realiza, entonces el punto
de A en el que lo hace es tnico (ver la Figura|[I.12).

A

Figura 1.12: Distancia de un punto a un conjunto convexo

Notacién 1.6.17. Para cada subconjunto A de un espacio métrico X y cada € € [0,00], denotamos
con A, al conjunto de los puntos de X cuya distancia a A es menor o igual que €. Notese que Ay, = X.

5. Pruebe que para cada x € X, cada par de subconjuntos Ay B de X y cada familia (B;) je; de
subconjuntos de X, las siguientes afirmaciones son verdaderas:

a) Si Ac B, entonces d(x, A) = d(x,B).

b) Paratodo €€ [0,00], d(x,A) < d(x,Ae) +€.
o) d(x,UjesBj) = infje;d(x, B)).

d) d(x,NjejBj) = supe;d(x, By).

6. Supongamos que (A;)ie; y (Bj) jej son familias de subconjuntos de X y A, B, Cy D son sub-
conjuntos de X. Pruebe que las siguientes afirmaciones son verdaderas:

a) d(A,B)=0si ANB # @.

b) Si A< By Cg< D, entonces d(B,D) < d(A,C).

¢) Paratodoe,e con0=<e¢,e’ <00, d(A,B)<d(Ac,Ber) +e€+€.
d) d(Uier Ai,Ujey Bj) = Infics je; d(Ai, B)).

@) d(Nier AisNjes Bj) = supjey jey d(Aj, B).

7. Pruebe que para toda terna A, B, C de subconjuntos no vacios de un espacio métrico,

d(A,B)=d(AC)+d(C,B)+diamC.
8. Pruebe que las siguientes afirmaciones son verdaderas para cada par de subconjunos Ay B
de X:
a) Si A< B, entonces didm A < didm B.
b) diam A, < 2¢ + diam A para todo € = 0.
¢) didam(AuU B) =didm A+ didm B+ d(A, B).

31



1.7 Sucesiones

9. Dé un ejemplo de un espacio métrico X en el que didam B, [x] < 2r paraalgin x€ X yunr > 0.

10. Pruebe que todo subconjunto de un espacio métrico X, que es unién finita de subconjuntos
acotados de X, es acotado. Dicho de otro modo, pruebe que si Ay, ..., A, son subconjuntos
acotados de X, entonces U;?ZI A; es un subconjunto acotado de X.

1.7. Sucesiones
Definicién 1.7.1. Una sucesion de puntos de un conjunto X es una funcién x: IN — X.

Siguiendo una préctica habitual escribiremos x;, en lugar de x(n) y denotaremos a la sucesién x
con el simbolo (x;,) e

Definicion 1.7.2. Una sucesion (y,) e €s una subsucesion de (x,) e si existe una funcioén estricta-
mente creciente s: IN — IN tal que y, = x5, paratodo n € IN.

Definicién 1.7.3. Una sucesion (x;) ey de puntos de un espacio métrico X converge a un punto
x € X si para todo € > 0, existe ng € IN tal que d(x,, x) < € para todo n > ngy. En este caso decimos
también que (x,) ,cv tiende a x y que x es el limite de (x;,) ,elN, v escribimos

lim x, = x, o) (Xn) neN X.

n—oo n—oo
Una sucesion de puntos de X es convergente si tiene un limite, y es divergente si no es convergente.

Observacion 1.7.4. Una sucesion (x,) ,eN de puntos de X tiende a x siy solo sila sucesién de nimeros
reales (d(x;,, X)) ney tiende a 0.

Observacion 1.7.5. Siuna sucesion (x,) e de puntos de X converge, entonces lo hace a un solo
punto. En efecto, si

x y (Xn) new
n—o00 n—o00

(Xn) neN N4

entonces dado € > 0 existe ng € IN tal que
d(xp,x)<e y d(xpy) <e para todo n > ny,

yen consecuencia
0=d(x,y) =d(x,x,)+d(xy,x) <2e,

por la propiedad triangular de d. Como € es arbitrario, esto implica que d(x, y) =0, por lo que x = y,
COmMO queremaos.

Ejemplo 1.7.6. Una sucesion (x,) v de puntos de X es finalmente constante si existe ng € IN tal que
Xp = Xp, para todo n = ny. Toda sucesion finalmente constante es convergente. Si X tiene la métrica
discreta estas son las inicas sucesiones convergentes.

Ejemplo 1.7.7. La sucesién de ntiimeros reales (1/7) ,cy tiende a 0.
Ejemplo 1.7.8. La sucesion de niimeros reales ((—1)") ,cv es divergente.

Ejemplo 1.7.9. Una sucesion de funciones acotadas f;: [a, b] — R tiende a una funcién acotada
f: la, bl — R, respecto de la distancia d.., siy solo si f, tiende a f uniformemente.
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Ejemplo 1.7.10. Una sucesién de funciones continuas f;,: [a, b] — R tiende a una funcién continua
f: la, bl — R, respecto de la distancia d, siy solo si el area de la regién acotada determinada por los
graficos de f; y f tiende a cero.

Observacion 1.7.11. Para cada espacio métrico X, cada sucesion (x,) v de puntos de X ycada x € X
son equivalentes:

1. (Xn) e X.

n—oo
2. Paratoda bola abierta B¢ (x), existe ny € IN tal que x, € B¢(x) si n = ny.
3. Paratodo entorno V de x, existe ng € IN tal que x, € V si n = ny.

En efecto, los items 1y 2 son equivalentes porque d(x,, x) <€ siy solo si x, € B¢(x). El item 3 se sigue
del item 2 porque todo entorno de x incluye una bola abierta B.(x), y el item 2 se sigue del item 3
porque toda bola abierta con centro en x es un entorno de x.

Observacion 1.7.12. Para verificar que una sucesion (x,) e de puntos de un espacio métrico X
converge a un punto x € X, es suficiente comprobar que la condicién 3 de la Observacion[1.7.11]
se satisface para cada entorno V de una subbase de entornos . de x. En efecto, supongamos que
dados V1,...,V; € &, existen ny, ..., n; € N tales que x, € V; for all n > n;. Entonces x, € Vi n---NV;
para todo n = méax(n,,..., n;). Por la misma definicién de subbase de entornos, esto implica que la
condici6n 3) de la Observacion[1.7.11]se satisface para todo entorno V de x.

Observacion 1.7.13. Una sucesion (x5) ,ev de puntos de un espacio normado E converge a un punto x
siy solo si la sucesion (x;, — x) ;e tiende a 0.

Observacion 1.7.14. Consideremos un espacio métrico X y un subespacio Y de X. Una sucesién
(¥n)new de puntos de Y tiende a y € Y siy solo si (¥,) e tiendea yen X e ye Y.

Definicién 1.7.15. Una sucesion (x,),ev de puntos de X es acotadasi lo es el conjunto {x, : n € IN}.

Proposicion 1.7.16. Una sucesion (x1,y1), (X2, y2), (X3, y3),... de puntos de un producto X x Y de
espacios métricos converge a un punto (x, y) siy solo si (x,) ,ev tiende a x e (¥n) nelN tiendea y.

Demostracion. Como doo((x, V), (Xn, yn)) = max(dX (x, x,,), dY(y, ¥n)), la sucesion

(doo((x, 1), (X, ¥0))) ey
tiende a cero si y solo silas sucesiones (d* (xp, X)) neN ¥ (d” (¥n, ¥)) nelv tienden a cero. -

Corolario 1.7.17. Consideremos un producto X := Xj x --- x X, de una cantidad finita espacios
métricos y un punto x = (xi,...,Xm) € X. Una sucesion (x") ,cv de puntos de X tiende a x siy solo si la
sucesion (x;‘)nelN, donde x;.l es la j-ésima coordenada de x", tiende a xj para todo j € {1,...,m}.

Demostracion. Se sigue de la Proposicion|1.7.16|por induccién en n. O

Corolario 1.7.18. Una sucesion (x") ;e de puntos de R™, donde x™ = (x},...,x,,), converge a un
punto x = (x1,...,Xm) deR" respecto la norma | ||« Siy solo si la sucesion de niimeros reales (x?)nE]N
tiende a x;, para cada indice i.

Demostracion. Esto es un caso particular del Corolario|1.7.17 O
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Nota1.7.19. Elresultado anterior vale para todas las normas | ||, pero cuando p # oo no se sigue
directamente de la Proposici(’)n Es necesario probar ademds que (R”, || | Py (R™, |l llso) tienen
las mismas sucesiones convergentes, y que cada de ellas una tiene el mismo limite en (R", || |,) y
en (R", |l ll«) (el lector puede probar esto ahora como un ejercicio o deducirlo més adelante del
Ejercicio[8) de la Seccion[3.5

Proposicién 1.7.20. Si una sucesion (x,),eIN converge a un punto x, entonces también lo hace toda
subsucesion (xs,) peN de (Xp) pelN.

Demostracion. Tomemos € > 0 arbitrario. Por la definicién de limite de una sucesion existe rng € IN
tal que x, € B¢(x) para todo n = ny. Como s es estrictamente creciente, existe mg € IN tal que s, > ng
si m = my. Por lo tanto x;,, € B.(x) para todo m = m,. O

Corolario 1.7.21. Una sucesién de puntos de un espacio métrico que tiene una subsucesion divergente
o0 dos subsucesiones que convergen a puntos distintos, es divergente.

Demostracion. Es una consecuencia inmediata de la proposicién anterior. O

Definicién 1.7.22. Un punto x de un espacio métrico X es un punto de aglomeracion de una sucesion
(xn) new de puntos de X, si hay una subsucesién (xsn) nelN d€ (Xn)new que tiende a x.

Ejemplos 1.7.23. Por ejemplo, los puntos de aglomeracién de la sucesion ((—1)") ey son —1y 1, yla
sucesion identidad (1) ;e no tiene ninguno.

Observacién 1.7.24. Por la Proposicion|1.7.20|las sucesiones convergentes tienen un solo punto de
aglomeracion. La reciproca es falsa, por ejemplo la sucesion (x;,) e, definida por

n sinespar,
Xp =

1 sinesimpar,

tiene un solo punto de aglomeracion, pero no es convergente.

Observacion 1.7.25. Un punto x de X es un punto de aglomeracion de (x,) e si'y solo si para toda
bola r > 0 hay infinitos m € IN tales que x,, € B, (x). En efecto, si x = lim,_. X;,, entonces existe
np € IN tal que

x5, €Br(x) paratodo n = np.

Como la funcién n — s, es inyectiva, esto prueba que el conjunto
{melN:x,;, €B,(x)}

es infinito. Reciprocamente, si para todo r > 0 el conjunto U, de los m € N tales que x;, € B, (x) es
infinito, entonces la sucesién (x;, ) e, definida tomando como s, al n-ésimo elemento de Uy,
tiende a x, y es una subsucesion de (x,) ,eN, porque la funcién n — s, es estrictamente creciente.

Observacion 1.7.26. Recordemos que la recta real extendida R* consta del conjunto R mas dos
elementos —oo y oo tales que —oo < a < co para cada ntimero real a. En R* todo conjunto es acotado
y tiene supremo e infimo. Consideremos una sucesion (x) ,ecv de puntos de R. Definimos el limite
superiory el limite inferior de (x,) ey como los elementos

limsup x,, :=inf sup x; y liminf x;, := supinf x;,
n izn n izn

de R*, respectivamente. En los cursos de andlisis matemaético en una variable se prueba que
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1. liminfx, < limsup x;,.

2. liminfx, > —oo siy solo si (x;) ,eIv €s acotada inferiormente en R y limsup x;, < oo si y solo si
es acotada superiormente en R.

3. Silimsup x, € R, entonces limsup x,, es un punto de aglomeracién de (x,) ,cN. Ademds, para
cada M > limsup x, hay solamente una cantidad finita de n’s tales que x, = M. En consecuen-
cia limsup x, es el mdximo punto de aglomeracién de (x;) ,eN.

4. Siliminfx, € R, entonces liminfx; es un punto de aglomeracién de (x,),cv. Ademads, para
cada M <liminfx, hay solamente una cantidad finita de n'’s tales que x;, < M. En consecuencia
liminfx; es el minimo punto de aglomeraciéon de (x;) ,eN-

5. Los siguientes hechos son equivalentes:
a) (xp)peN converge,
b) liminfx, =limsupx, € R,
¢) (xp)nelN es acotaday tiene un solo punto de aglomeracidn.
Ademas, en este caso lim_. X, = liminfx; = limsup x;,.

6. limsup x, = —oco si y solo si lim,,_., X, = —co (esto es, para todo M € R existe ng € IN tal que
Xn < M para todo n = np). Andlogamente, liminfx, = co si y solo silim,_.», x; = oo (esto es,
para todo M € R existe ng € IN tal que x, > M para todo n = ng).

7. limsup x, = oo si y solo si (x,),eN tiene una subsucesiéon que tiende a co. Andlogamente
liminfx, = —oo siy solo si (x,) ;e tiene una subsucesién que tiende a —oo.

Es muy tentador considerar como convergentes a las sucesiones con limite co 0 —oo, a pesar de
que estos no son nuimeros reales, y considerar a co como un punto de aglomeracién de (x;) zeN
silimsup x;, = 0o, y a —oo como uno, si liminfx, = —oco. Llegado a este punto es un paso pequefio
admitir, ademas, que las sucesiones tomen valores en R* (es decir aceptar que x, pueda ser +oo
para algunos valores de n). Las ventajas son por lo menos dos: todas las sucesiones tienen puntos
de aglomeracién (dicho de otra forma, toda sucesioén tiene una subsucesién convergente) y una
sucesion es convergente si y solo si tiene un tinico punto de aglomeracién. Hay una pregunta natural.
;Existe una métrica sobre R* bajo la cual la convergencia de sucesiones es la descripta arriba?
(incluyendo la convergencia a +oo y a —0o). Como veremos més adelante, la respuesta es que si.
También estudiaremos y caracterizaremos los espacios métricos que tienen la propiedad de que toda
sucesion tiene una subsucesion convergente.

Observacion 1.7.27. Por las condiciones 1), 2) y 3) de la observaciéon anterior toda sucesién acotada
superior o inferiormente tiene una subsucesién convergente. En efecto, por el item 2) la sucesién
(xn) neN estd acotada siy solo si —oo <liminf, x,, y limsup,, x,, < co. Por el item 1) esto implica que
liminf, x, € Ry limsup,, x, € R.

Ejercicios
1. Pruebe que si una sucesién es convergente, entonces es acotada.

2. Pruebe que si x: IN — Q es una funcién sobreyectiva, entonces el conjunto de puntos de
aglomeracion de (x;) ;e es R.

3. 3;Cuéando converge una sucesion (x,) ,eIv de puntos de ]N;? (ver el séptimo item de los Ejem-

plos|1.1.3).
4. Pruebe las afirmaciones hechas en la Observacion[1.7.26]
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CAPITULO

TOPOLOGIA DE ESPACIOS METRICOS

2.1. Conjuntos abiertos

Definicién 2.1.1. Un subconjunto U de un espacio métrico X es abierto si para todo x € U existe
r >0 tal que B, (x) < U o, equivalentemente, si es un entorno de cada uno de sus puntos.

Observacion 2.1.2. Por la misma definicién de abierto, si U es un abierto de X, entonces trivialmente
cada x € U tiene un entorno incluido en U. Reciprocamente, si cada x € U tiene un entorno V,
incluido en U, entonces U es entorno de cada uno de sus puntos. Dicho de otro modo, U es abierto.

Observacién 2.1.3. De la definicion se sigue inmediatamente que todo conjunto abierto es unién de
bolas abiertas. Pronto veremos que también vale la reciproca.

Ejemplo 2.1.4. Los intervalos abiertos (acotados o no) son subconjuntos abiertos de R. En efecto,
supongamos, por ejemplo, que x € (a,b) con a,b € Ry a < b. Entonces la bola B.(x) = (x—¢,x +¢€),
donde € = min(x — a, b — x), estd incluida en (a, b).

Ejemplo 2.1.5. Todos los subconjuntos de un espacio métrico discreto X son abiertos.

Ejemplo 2.1.6. El conjunto (y > x) := {(x,y) € R? : y > x} es un subconjunto abierto de (R?, || [loo)-
Para comprobarlo basta observar que si y > xye = %, entonces todo punto de la bola abierta
Bﬂ ”°°(x, y)=(x—€,x+¢€) x(y—¢€,y+e) pertenece a (y > x). Mas generalmente, para cada funcién
continua f: R — R los conjuntos {(x,y) € R?: y > f(x)} y {(x,y) € R? : y < f(x)} son subconjuntos

abiertos de (R?, | |loo). Dejamos como ejercicio para el lector la tarea de probar esto.

Ejemplo 2.1.7. Por el Ejemplo|1.4.7} el producto A; x --- x A, de abiertos A; de espacios métricos X;
es abierto en X; x --- x Xj,. El ejemplo anterior muestra que no todos los subconjuntos abiertos de un
producto finito de espacios métricos tienen esta forma.

Ejemplo 2.1.8. Los conjuntos abiertos de (R?, ]| [loo) y de (IR?, ] |l2) son los mismos. Esto es asi
porque BE/”\C’/"Q(x) c Bu ll2 (x) < Bu lloo (x) para cada r > 0. M4s adelante veremos que, mds generalmente,

R™ | )y @R™ ll4) tienen los mismos abiertos para todo n =1y cada p,q = 1.
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Ejemplo 2.1.9. El conjunto A:={f € B[a, b] : sup ;¢ (4, f (x) < 1} es un subconjunto abierto de B[a, b],
para cada a, b € R con a < b. En efecto, si SUP e [a,b] f(x) =r <1, entonces B;_,(f) € A. En cambio
el conjunto B := {f € Bla, b] : f(x) <1 para todo x} no es abierto porque si el supremo de los valores
tomados por f es 1, entonces ninguna bola con centro en f estd incluida en B.

Ejemplo 2.1.10. El conjunto {f € Cla, b]: f(x) <1 para todo x} es un subconjunto abierto de C[a, b],
para cada a,b € R con a < b. Larazén es que si f(x) < 1 para todo x, entonces el supremo de los
valores tomados por f es menor que 1 porque, por el Teorema de Bolzano, toda funcién real continua
definida sobre un intervalo cerrado y acotado alcanza su méaximo.

Observacion 2.1.11. En todo espacio métrico X, las bolas abiertas B, (x) son conjuntos abiertos. En
efecto, para cada y € B, (x) labola B,_ (4, » () estd incluida en B, (x), porque

dx,z2)<dx, ) +d(y,z)<dx,y)+r—-dx,y)=r para todo z € B;_j(x,y) ().

También en todo espacio métrico X el complemento de cada bola cerrada B;[x] es un conjunto
abierto. En efecto, por la Proposiciéon|1.4.9

Bs(y) = X\ B, [x]
paracada ye X\B,[x],ytodoO<s<d(x,y)—r.

A

r'=r—long Xy

long ¥z <long xy +long yz
<longxz+r1'

=r

Figura 2.1: Tlustracién en el plano de la prueba de que las bolas abiertas son abiertos

Teorema 2.1.12. Las siguientes afirmaciones son verdaderas para todo espacio métrico X:
1. X y @ son abiertos.
2. Si(Uj) jej es una familia de subconjuntos abiertos de X, entonces UjE] U;j es abierto.

3. SiU yV son subconjuntos abiertos de X, entonces U NV es abierto.

Demostracion. Es claro que X y @ son abiertos. Fijado x € U jesUj, existe i € ] tal que x € U;. Enton-
ces, como Uj es abierto,
B,(x)cU;c|JUj
JjeJ
para algin r > 0. Esto prueba que Uje; U; es abierto. Por tltimo, dado x € U N V, existen nimeros
reales positivos r y r/, tales que B, (x) € U y B,(x) € V. Denotemos con r” al minimo de r y r’. Es
evidente que B, (x) cUN V. O
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Como observamos arriba, todo abierto de un espacio métrico X es unién de bolas abiertas.
Reciprocamente, por la Observacion|2.1.11]y el Teorema|2.1.12} todo subconjunto de X que es unién
de bolas abiertas es abierto. Para los abiertos de la recta hay una descripcién més precisa.

Teorema 2.1.13. Un subconjunto U deR es abierto si y solo si es unién disjunta de intervalos abiertos.

Demostracion. <): Esto es una consecuencia inmediata de la Observacién [2.1.11|y del Teore-
malZ. 112

=): Paracada x € U, denotemos con I, ala unién de todos los intervalos abiertos de R que contienen
a x y estén incluidos en U. Escribamos a, := inf(I,) y by := sup(Iy). Es evidente que

lax, byl siay# -y by # oo,
(@b cl.c (ax, byl siay=-00y by # oo,
pUe T [ax, by) Siax75—ooybx=00,

(ax,by) siay=-o00yby=o00,

pero como I es abierto, forzosamente I, = (ay, by). Como x € U es arbitrario, U = |J I.. Para terminar
la demostracion basta observar que si I, N I, # @, entonces I = I, ya que si no fuera asi, I, U I, seria
un intervalo abierto estrictamente mayor que I, o que I, que contendria a x y a y, contradiciendo la
definicion de I o de Iy. O

2.1.1. Elinterior de un conjunto

Por el Teorema [2.1.12} para cada conjunto A € X hay un subconjunto abierto A° de A, que
es maximo en el sentido de que incluye a cualquier otro. En efecto, A° es la unién de todos los
subconjuntos abiertos de A.

Definiciéon 2.1.14. El interior de un subconjunto A de X es el maximo subconjunto abierto A° de A.
Un punto x de X es un punto interior de A si pertenece a A°. En otras palabras, si B, (x) < A para
algin r > 0.

Observacion 2.1.15. La nocién de interior de un conjunto no es intrinseca. Esto significa que el
interior de un conjunto A depende del espacio ambiente en el cual se lo considera inmerso. Por ejem-
plo, [0,1)° = [0, 1) cuando se considera a [0, 1) como subconjunto de R, pero [0,1)° = (0,1) cuando
se considera como subconjunto de R. No obstante esto, a veces no mencionaremos explicitamente
el espacio ambiente cuando sea obvio cual es. Lo mismo vale para las nociones de exterior, clausura,
frontera y borde de un conjunto, que introduciremos enseguida.

Ejemplo 2.1.16. En R todo intervalo (x —¢€, x + ¢) tiene puntos racionales e irracionales. Por lo
tanto, Q° = (R\Q)° =@ en R.

Ejemplo 2.1.17. En R, el interior de cualquiera de los intervalos acotados (a, b), (a, b], [a, b] y [a, b]
es el intervalo abierto (a, b), el interior de los intervalos (—oo, a) y (—o0, a] es el intervalo (—oo, a), y el
de los intervalos (a,0) y [a,00) es (a,00). Para terminar, el interior de (—oo,00) = R es R, y el de los
intervalos degenerados @ = (a, a) = [a, a) = (a,al y {a} = [a, a] es el conjunto vacio.

Teorema 2.1.18. Consideremos subconjunto A'y B de un espacio métrico X y una familia (A;) je; de
subconjuntos de X. Las siguientes afirmaciones son verdaderas:

1. xe A°siysolosid(x,X\ A) > 0.
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2.1 Conjuntos abiertos Topologia de espacios métricos

2. x€ A° siysolo si para toda sucesion (x,) ,elv de puntos de X que tiende a x, existe ny € IN tal que
Xn € A para todo n = ny.

A°c Ay A° = Asiysolosi A es abierto.
Si A< B, entonces A° < B°.

A%° = A°.

(AnB)°=A°nB°.

Ujes A7 € Ujes A°

N S ok W

Demostracion. Si x € A° entonces existe r > 0 tal que B, (x) < Ay, por lo tanto, d(x, X\ A) =r > 0.
Reciprocamente, si d(x, X \ A) >0, entonces B, (x) € A paratodo r < d(x, X\ A) y, en consecuencia,
x € A°. Esto prueba que el item 1 es verdadero. El item 3 lo es por la misma definiciéon de interior.
El item 4 por la definicién de interior y porque A° es un subconjunto abierto de B. El item 5, por
el item 3 y porque A° es abierto. Por la Observacién si x € A°, entonces toda sucesién de
puntos de X que tiende a x satisface las condicién requerida en el item 2. Por otra parte si x ¢ A°,
entonces podemos construir una sucesion (x,) e de puntos de X \ A que tiende a x, elegiendo
X, en By, (x) \ A. Esto muestra que el item 2 es verdadero (nétese que hemos usado el axioma de
eleccion). Por el item 4 sabemos que (AN B)° € A° N B®, y la inclusién reciproca vale porque A° N B°
es un subconjunto abierto de An B. De modo que el item 6 también es verdadero. Por dltimo, el
item 7 se sigue del item 4. O

Proposicién 2.1.19. Consideremos un producto finito X = X x --- x X, de espacios métricos. La
igualdad
(A X...XAn)":A‘l’ ><---><A‘,’1

vale para cada n-upla (A, ..., A,) de conjuntos, con A; < X; para todo i.
Demostracion. Por el Ejemplo[2.1.7} sabemos que
(Al X oo xAn)OQAcl) X ooe xA;)/l,

y por la descripcion de la bolas abiertas de un producto de finitos espacios métricos dada en
el Ejemplo[1.4.7} también vale la inclusion opuesta. En efecto, si x = (x1,...,Xp) € (A1 x --- x Ap)°,
entonces existe r > 0 tal que Bf(x) c A.Como Bi((x) = Biﬁ (x1)x+-- xBi(" (xn), se sigue que Bi(" (x;) € A;
para todo i, y, por lo tanto, que x € A] x --- x Aj,. O

Recordemos que un subespacio de X es un subconjunto Y de X provisto de la métrica inducida,

Yy que
BY(»=BX(»nY y BYly=BXlyIny

paracadapunto yeY.

Proposicion 2.1.20. Consideremos un subespacio métrico 'Y de X. Un subconjunto A de Y es abierto
enY siysolosiexiste Ac X, abiertoen X, talque A= AnY.

Demostracion. Denotemos con Aj, al interior de A como subconjunto de Y. Para cada punto y en
Aj,, tomemos una bola abierta ny (y) € A. Entonces

w=UBw=U BXony)= ny.

YEAS YEAS

U B w

YEAS
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En consecuencia, si A es abierto en Y, entonces A es la intersecciéon de Y con un abierto de X.
Reciprocamente, supongamos que A es la interseccién de Y con un abierto U de X. Para todo x € A,
existe r > 0 tal que BX(y) < U. Asi, BY () =BX(y) n Y estd incluido en UNY = A, por lo que x € A°.
Como esto vale para todo x € A, A es un subconjunto abierto de Y. O

Figura 2.2: Ilustracién de la Proposicién2.1.20

Definicién 2.1.21. El exterior de un subconjunto A de X es el conjunto Ext(A) := (X \ A)°.

Observacion 2.1.22. Un punto x € X pertenece al exterior de A si y solo si d(x, A) > 0. En efecto, es
claroque B, (x) = X\ Asiysolosid(x,A) =r.

2.1.2. Bases de un espacio métrico

Definicién 2.1.23. Una base de X es un conjunto 28 < £?(X), de subconjuntos abiertos de X, tal que

u=vV 2.1
Ve
veu

para todo abierto U de X.

Observacién 2.1.24. La condicion (2.1) se satisface si y solo si para cada abierto U de X ycada x € U,
existe Be Btalque xe B< U.

Ejemplo 2.1.25. Como un subconjunto de un espacio métrico es abierto siy solo si es unién de
bolas abiertas, los conjuntos {B,(x): x € Xy r >0} y ' = {By/,(x) : x € X y n € N} son bases de cada
espacio métrico X.

Ejemplo 2.1.26. El conjunto #q :={(a,b):a,be Qy a < b}, de los intervalos abiertos con extremos
racionales, es una base de R. En efecto, supongamos que U es un abierto de R. Entonces fijado un
punto x € U, existe € > 0 tal que (x—¢,x+¢€) € U. Como entre dos nimeros reales cualesquiera hay
un nimero racional, existen r,s € Q talesque x—e < r < xy x < s < x+¢, de modo que x € (r,s) < U.
Por la Observaci(’)n esto prueba que £ es una base de entornos de IR, como afirmamos.

Observacion 2.1.27. Como cada abierto de X es unién de bolas abiertas, para comprobar que un
conjunto B < 2 (X), de subconjuntos abiertos de X, es una base de X, es suficiente comprobar que
cada bola abierta es unién de miembros de £ o, equivalentemente, que para cada bola abierta B, (xp)
y cada punto x € B, (xp), existe un V € Z8 tal que x € V < B, (xp).
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Observacion 2.1.28. Si 98 es una base de X, entonces {UNY : U € %} es una base de Y para cada
subespacio Y de X. En efecto, por la Proposicién|2.1.20} fijado un subconjunto abierto V de Y, hay
un abierto W de X tal que V = W n Y. Ademds, como 28 es una base de X,

W = U Ua
aed

para una familia (Uy) 4c s de elementos de 98. Pero entonces

V=wnY=J UsnY.
aed

Proposicion 2.1.29. Consideremos espacios métricos Xy, ..., X,. Si B; es una basede X; (1 <i < n),
entonces el conjunto
B:={V) x---xV,:V; € B; para todo i}

esunabasede X .= X1 x -+ x Xj,.

Demostracion. Por la Observacion [2.1.27|para probar esto es suficiente notar que para cada bola
abierta Bf((xl, ..., Xpn) de X y cada punto (xi, .., X)) de Bf(xl, ..., Xy) existe un abierto V; x---x V,, € A
tal que

(X}, X)) € VI X oo x V, SBX (21,00, %),

Pero esto es cierto porque, por el Ejemplo|[1.4.7]

BX(x1,...,x0) =B (x1) x -+ x BR" (%)
y porque para cada i existe un V; € %8; tal que x; € V; < B, (x;), debido a que %8; es una base de X;
para todo i. O
2.1.3. Subbases de un espacio métrico

Definicién 2.1.30. Una subbase de X es cualquier conjunto . de abiertos de X tal que el conjunto
de las intersecciones finitas de elementos de . forman una base de X.

Ejemplo 2.1.31. Como (b, ¢) = (b, +00) N (—oo, ¢) para todo b, ¢ € R, el conjunto
{(b,+00): be R}U{(—o0,b): be R}
es una subbase de R.

Ejemplo 2.1.32. Por el Ejemplo[2.1.26} el conjunto {(b, +0c0) : b € Q} U{(—o0, b) : b € Q} también es
una subbase de R.

Ejemplo 2.1.33. Para cada producto X x Y de espacios métricos, el conjunto
Brx)xY:xeXyreRIU{XxBs(y):yeYyseR}
es una subbase de X x Y. En efecto, esto se sigue inmediatamente de que, por el Ejemplo[1.4.7}
(Br(x) x Y) N (X x B, () =B (x) x B} () =B ¥ (x, ).
Maés generalmente, para cada producto finito X x --- x X}, de espacios métricos, el conjunto
Xpx- o x X1 xBp(xi)) x Xjpy x-xXp:l<isn x;eXjyreR}

es una subbase de X7 x --- x Xj,.
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Tal como ocurre con el concepto de base de entornos, la importancia de la nocién de subbase
se debe a que algunos espacios métricos tienen subbases muy simples, y a que (como veremos
por ejemplo al estudiar la continuidad de funciones) hay condiciones que en principio deberian
verificarse sobre todos los abiertos, pero que es suficiente comprobar sobre una subbase, lo que
permite obtener demostraciones simples de algunos resultados importantes. Nosotros no adoptamos
este punto de vista en estas notas, salvo en algunos ejercicios.

Ejercicios
1. Pruebe que para cada funcién continua f: R — R los conjuntos {(x,y) € R? : y > f(x)}
y {(x,y) € R?: y < f(x)} son subconjuntos abiertos de (R?, || [loo)-

2. Pruebe quela descomposicion de un abierto U de R como unién disjunta de intervalos abiertos
obtenida en el Teorema|2.1.13|es tinica. Pruebe también que la cantidad de intervalos es finita
o numerable.

3. Pruebe que en el dltimo item del Teorema|2.1.18|la inclusién puede ser estricta.

4. Pruebe que toda base de un espacio métrico X es una subbase de X.

5. Consideremos una familia finita X3,..., X,, de espacios métricos. Pruebe que si .#; es una
subbase de X; (i =1,..., n), entonces el conjunto

Xix-oxXj1xSxXjpyx-xXy:1<sisnySe S}

es una subbase de Xj x -+ x Xj,.

2.2. Conjuntos cerrados

Definicién 2.2.1. Un subconjunto C de X es cerradosi X \ C es abierto.

Observacion 2.2.2. Hay conjuntos que no son ni abiertos ni cerrados. Por ejemplo, en R, el interva-
lo [0,1) no es abierto ni cerrado.

Ejemplo 2.2.3. Dados nimeros reales a < b, el intervalo cerrado [a, b] es un subconjunto cerrado
de R. Para cada a € R los intervalos cerrados (—oo, a] y [a,00) también son subconjuntos cerrados
de R.

Ejemplo 2.2.4. Para cada espacio métrico X y cada x € X, el conjunto {x} es cerrado. En efecto X \ {x}
es abierto, porque B, (y) € X \ {x} paratodo y # x ytodo 0 < r < d(x, y).

Ejemplo 2.2.5. Todos los subconjuntos de un espacio métrico discreto X son subconjuntos cerrados
de X, porque todos son abiertos.

Ejemplo 2.2.6. Los conjuntos A:={(x,y) € R2: y=flyB:={xy)e R2: y < f(x)} son subcon-
juntos cerrados de (R?, | |loo), para cada funcién continua f: R — R. Para probar que el primero lo
es, debemos ver que su complemento A° = {(x,y) e R?: y < f(x)} y B¢ = {(x,y) e R?: y > f(x)} son
abiertos. Pero esto es cierto por el Ejercicio[I|de la Seccion[2.1]

Ejemplo 2.2.7. Consideremos espacios métricos X e Y. El producto A x B de un subconjunto cerrado
de X con un subconjunto cerrado B de Y es un subconjunto cerrado de X x Y. Esto es asi porque su
complemento (X x Y)\ (A x B) es unién de los conjuntos (X\ A) x Y y X x (Y'\ B), que son abiertos por
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2.2 Conjuntos cerrados Topologia de espacios métricos

el Ejemplo En consecuencia el producto A; x --- x A, de cerrados A; de espacios métricos X;
(i=1,...,n) es cerrado en X x --- x X;,. El ejemplo anterior muestra que no todos los subconjuntos
cerrados de un producto finito de espacios métricos tienen esta forma.

Ejemplo 2.2.8. Los conjuntos cerrados de R 1l Nloo) y de (R?, ]l ll2) son los mismos, porque sus
conjuntos abiertos lo son. Mds adelante veremos que, mds generalmente, (R", || [I,) y (R", [l ll4)
tienen los mismos cerrados paratodon=1ycada p,q = 1.

Ejemplo 2.2.9. Para cada a,be€ R con a< b, el conjunto A:={f €Bla, bl : f(x) <1 para todo x} es
un cerrado de Bla, b]. Para comprobarlo es suficiente verificar que B,_;(h) € A° para cada h € A€,
donde r :=sup,¢, 5 1(X), pero esto es cierto porque si g € B,_1(h), entonces

sup g(x)= sup (h(x)+gx)—h(x))= sup h(x)— sup |gx)—hx)|>r—-(r—-1)=1,
x€la,b) x€la,b) x€la,b] x€la,b)
donde la primera desigualdad vale debido a que para todo € > 0 existe X € [a, b] tal que h(X) >r —¢€,y
por lo tanto
h(x)+g(X) — h(X) > 1 —€—supxeiq,nlg(x) — h(x)|.

Ejemplo 2.2.10. Paracada a,b€ R con a < b, el conjunto B :={f € C[a, b] : f(x) <1 para todo x} es
un subconjunto cerrado de C[a, b]. Por la Proposiciéon|2.1.20} para comprobar que esto es cierto es
suficiente notar que B¢ = A°n Cla, b], donde A es como en el Ejemplo

Observacion 2.2.11. Por la Observacion [2.1.11} en todo espacio métrico las bolas cerradas y los
complementos de las bolas abiertas son conjuntos cerrados.
Teorema 2.2.12. Las siguientes afirmaciones son verdaderas:

1. X y @ son cerrados.

2. Si(Cj) jey es una familia de subconjuntos cerrados de X, entonces(jc; C; es cerrado.

3. SiC y D son subconjuntos cerrados de X, entonces CU D es cerrado.

Demostracion. Es claro que X'y @ son cerrados. Si (Cj) je; es una familia de subconjuntos cerrados
de X, entonces ) jesCjes cerrado porque, por las Leyes de Morgan,

X\¢cj=Ux\cj,
jel jeJ
que es abierto por el Teorema(2.1.12| Por tltimo, para concluir que Cu D es cerrado si Cy D lo son,
es suficiente notar que
X\ (CuD)=(X\CO)n(X\D)

es abierto por Teorema|2.1.12 O

2.2.1. El conjunto de Cantor

Ahora vamos a introducir un ejemplo famoso de conjunto cerrado que tiene muchas propiedades
interesantes. Por ejemplo, en un sentido es muy pequeno porque tiene interior vacio, pero en otro
sentido es muy grande, porque tiene el cardinal del continuo. Tomemos el intervalo Jy := [0,1] y
quitémosle el intervalo (3, 2). El conjunto resultante /; es unién de los intervalos cerrados Ip := [0, 3
el = [%, 1], delongitud % Partamos cada uno de estos intervalos en tres partes iguales, y eliminemos
el intervalo abierto del medio. El conjunto obtenido J» es unién de los cuatro intervalos Iy := [0, %],
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Iop = [9, 9] o= [9, 9] el = [ 1], cada uno de longitud %. Partiendo cada uno de estos intervalos
en tres partes iguales y quitando el intervalo abierto del medio, obtenemos el conjunto J3, el cual

—12 3 _[6 7 18 9
es union de los ocho intervalos cerrados Iooo = [0, 7|, Too1 =[5, 5 |, To10 = |52 5= |, To11 = [ 25, 55 ],
T00 := [ég, ég] Lo = [22, 2] Lo := [ =, 27] el = [27,1] Continuando con este proceso recursivo
obtenemos una familia de conjuntos

Nh=2R=232-2 2",

donde J, es la unién de 2" intervalos cerrados disjuntos I;, . ;, (i, € {0,1}), cada uno de longitud Bi,,
(ver la Figura[2.3).

N

I

J2  —  —  —  —
Js - - - - - - - -

Figura 2.3: Primeros pasos en la construccién del conjunto de Cantor

Definicién 2.2.13. El conjunto de Cantor € es la interseccion (v J» de todos los J;,’s.

Observacion 2.2.14. Como cada J, es cerrado, € es cerrado, y como J, no incluye a ninguna bola
abierta de radio mayor que 3%, ¢ tiene interior vacio.

Lema 2.2.15. Los extremos izquierdo y derecho del intervalo I;, _;, son los niimeros racionales

no20, n2i, 1 M2, & 2
)DL =t/ I oL/ 2.2)

=1 3" i L L e B L e
Demostracion. Lo probaremos por induccién en n. Es claro que el resultado es cierto para I e I;.
Supongamos que lo es para I;, ;. Entonces, como I;, ; ., es construido partiendo I;, ; en tres

intervalos iguales (de longitud 3n—1+1) ytomando el intervalo de laizquierdasii,+; = 0yel dela derecha
si ip+1 = 1, los extremos izquierdo y derecho de I;,. son

~-in+1
201 & 20, Wl2i, ntloj, 1 ™l2q, X 2
3n+1+23_h=2_ y Z_+3n+1:i;_+ ah

) h
h=1 h=1 3 h=1 3

respectivamente. O

Teorema 2.2.16. El conjunto de Cantor ¢ es el conjunto de todos los niimeros reales que tienen una
expresion en base3 de la forma 337 | 3 & con cada ay, = 0 02. Ademds esta escritura es tinica (a pesar de
que como el lector sabrd, o habrd notado por la igualdad en 2.2), la escritura en base 3 de un niimero
real puede no serlo).

Demostracion. Como J, es union disjunta de los intervalos I;,_;, (i €{0,1}) e I;, . ,-M cl ]-1 n S1Y
solo si j; = i; para todo /, un ntimero real x pertenece a € si y solo si existen iy, iy, ..., -€1{0,1}
tales que x € I;, ;, paratodo n. Por el Lema|2.2.15} esto ocurre siy solo si

- ah
Z 3n’ donde aj, =2iy,.
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La unicidad se sigue inmediatamente de que los iy, i2,..., ij,... son Gnicos. O
Corolario 2.2.17. La funcién f: € — {0, 1} definida por
P13 )@ )
=KL NRATEPRF

es biyectiva y, por lo tanto, € tiene el cardinal del continuo.

Demostracion. Esto se sigue inmediatamente del Teorema|2.2.16 O

2.2.2. Laclausura de un conjunto

Definicién 2.2.18. La clausura o adherencia A, de un subconjunto A de X, es la interseccion de todos
los subconjuntos cerrados de X que que incluyen a A.

Observacion 2.2.19. Por su misma definicién y el Teorema [2.2.12} la clausura de A es el minimo
cerrado que incluye a A.

Ejemplo 2.2.20. Como todo subconjunto abierto no vacio de R tiene puntos de Q y de R\ Q, la
clausura de @ en R es R, y lo mismo es cierto para la clausura de R\ Q en RR.

Ejemplo 2.2.21. En R, la clausura de los intervalos acotados (a, b), (a, b, [a, b) y [a, b] es el intervalo
cerrado [a, b], la clausura de los intervalos (—oo,a) y (—o0o, a] es el intervalo (—oo, al, y la de los
intervalos (a,c0) y [a,00) es [a,00). Por supuesto, la clausura (—oo,00) = R es R. Ademas la de los
intervalos degenerados @ = (a, a) = [a, a) = (a, a] es el conjunto vacio y la del intervalo degenerado
{a} = [a,a] es {a}.

Proposicién 2.2.22. X\ A= (X\A)°yX\A° =X\ A.

Demostracion. La primera igualdad vale porque (X \ A)° es el méximo subconjunto abierto de X \ A
y, por lo tanto, es el complemento del minimo cerrado que incluye a A. La otra igualdad se puede
probar de la misma manera. Dejamos los detalles al lector. O
Proposicion 2.2.23. Para todo A< X y cada x € X son equivalentes:

1. x€A.
B, (x)NA# @ paratodor > 0.
VN A# @ para todo entorno V de x.
Hay una sucesion de puntos de A que tiende a x.
d(x,A)=0.

U I Y

Demostracion. 1. = 2. Si existiera r > 0 tal que B,(x) N A = @, entonces B, (x) estaria incluido en
X\ Ay, por lo tanto, x perteneceriaa (X \ A)° = X\ A, lo que es absurdo.

2. = 3. Porque todo entorno de x incluye una bola abierta con centro x.
3. = 4. Tomemos x, € B1 (x) N A. Es evidente que la sucesién (x;) v tiende a x.
4.= 1. Como x es el limite de una sucesién de puntos de A,

x¢(X\A)° =X\A.
Asi, x € A.

2. < 5. Por la misma definicion de bola abierta, B, (x) N A # @ para todo r > 0 si y solo si x tiene
puntos de A arbitrariamente cerca, o, equivalentemente, siy solo si d(x, A) = infye2d(x,y) =0. O
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Teorema 2.2.24. Las siguientes afirmaciones son verdaderas para cada par de subconjuntos Ay B
de X:

1.

2
3.
4
5

Demostracion. Elitem 1 es verdadero por la misma definicion de clausura. El item 2 por la definicién
de clausura y porque B es un conjunto cerrado que incluye a A, y el item 3, por el item 1 y porque A
es cerrado. Por el item 2 sabemos que AU B € AU B, y la inclusién reciproca vale porque AU B es un
subconjunto cerrado de X que incluye a AU B. La dltima afirmacidn se sigue del item 2. O

Proposicién 2.2.25. Consideremos un producto finito X; x --- x X, de espacios métricos. La igualdad

141 x...xAn:A_lx...xAn
vale para cada n-upla (A, ..., Ay) de conjuntos, con A; € X; paratodoi.

Demostracion. Por una induccién fécil basta probarlo cuando n = 2. Por el Ejemplo sabemos
que ‘A1 x Ay es un cerrado (que claramente incluye a A; x Ay). Entonces, por la Proposicion
para concluir que es la adherencia de A; x A, s suficiente notar que toda bola B, (a;) x B, (a2) con
centro en un punto (a, ap) € A_1 X A_2 tiene puntos de A; x As. O

Definicién 2.2.26. Un punto x € X es un punto de acumulacién de un subconjunto A de X, si
B (x)n(A\{x}) #9p paratodor>0.

Dicho de otra forma, si toda bola abierta con centro x contiene puntos de A distintos de x, o,
equivalentemente, si d(x, A\ {x}) = 0. Denotamos con A’ al conjunto de los puntos de acumulacién
de A.

Observacién 2.2.27. Para que x € X sea un punto de acumulacién de A es necesario y suficiente que
exista una sucesion (x,) ,eiv de puntos distintos de A\ {x} que tienda a x.

Observacion 2.2.28. Es claro que A' € Ay quesi x€ A\ A, entonces x € A'. Asi,
A=AUA. (2.3)
En consecuencia, A es cerrado siy solo si A c A.

Definicién 2.2.29. Un punto x € A es un punto aislado de A si existe r > 0 tal que B, (x) N A = {x},
es decir si no es un punto de acumulacién de A. Denotamos con ais(A) al conjunto de los puntos
aislados de A. Un punto x € X es aislado si es un punto aislado de X.

Observacion 2.2.30. Por la igualdad (2.3) y la misma definiciéon de ais(A),

A=ais(A)ud y ais(AnA=g.
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Observacion 2.2.31. Un punto x € X es un punto aislado si y solo si el conjunto {x} es abierto. En
efecto, si x es un punto aislado, entonces existe r > 0 tal que

{x} =B;(x)Nn X =B,(x)
y, en consecuencia, {x} es abierto. Reciprocamente, si esto es cierto, entonces existe r > 0 tal que
{x}<B,(x)N X =B,(x) < {x},
lo que dice que x es aislado.

Definici6n 2.2.32. Un conjunto A € X es un subconjunto discreto de X si A'n A = @. En otras palabras,
si todos sus puntos son puntos aislados de A.

Observacion 2.2.33. Un conjunto discreto puede no ser cerrado. Por ejemplo, A := {% :nelN}es
discreto, pero no es cerrado, porque 0 es un punto de acumulacién de A.

Definicién 2.2.34. Un conjunto A € X es perfectosi A’ = A, o, dicho de otro modo, si A es cerrado 'y
no tiene puntos aislados.

Proposicion 2.2.35. Consideremos un subespacio métrico Y de X. Un subconjunto AdeY es cerrado
en Y siy solo si existe AC X, cerrado en X, tal que A= AnY.

Demostracioén. Las equivalencias

AescerradoenY © Y\ AesabiertoenY
< 3JUc X, abiertoen X, talqueUnY =Y\ A
< 3U c X, abiertoen X, talque (X\U)NnY = A4,

muestran que la afirmacién del enunciado es verdadera. O

Figura 2.4: Ilustracion de la Proposicién(2.2.35

Corolario 2.2.36. Para cada espacio métrico X, cada subespacio Y de X y cada subconjunto AdeY,
—X -y
las adherencias A ,de Aen X,y A ,de A enY, satisfacen la igualdad

A =a%ny.

L, . —X . .
Demostracion. Por el teorema anterior sabemos que A N'Y es el minimo subconjunto cerrado de Y
. . =Y
que contiene a A. Por lo tanto, esiguala A . O
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Ejercicios
1. Pruebe que en el dltimo item del Teorema|2.2.24]1a inclusién puede ser estricta.
2. Pruebe la Observacion[2.2.27]

3. Pruebe que el conjunto de Cantor ¢ es perfecto.

2.3. Lafronteray el borde de un conjunto

Definicién 2.3.1. La frontera de un subconjunto A de X es el conjunto Fr(A) :== An (X \ A).

Observacion 2.3.2. La frontera de cada subconjunto de X es un subconjunto cerrado de X, porque es
la intersecci6n de dos subconjuntos cerrados de X. Por la Proposicién[2.2.23] la frontera de A es el
conjunto de los puntos x € X cuya distanciaa Ay a X \ A es cero, y también es es conjunto de los
puntos x € X tales que toda bola abierta con centro x tiene puntos de A y puntos de X \ A. Ademas,

por la Proposicion[2.2.22}
Fr(A)= An(X\A%) = A\ A°. (2.4)

En consecuencia
AUFr(A)=A°uFr(A)=A y  A\Fr(A) = A\Fr(4) = A°.

Asi, A es cerrado siy solo si Fr(A) € A, y es abierto siy solo si AnFr(A) = @.
Observacion 2.3.3. Por las Observaciones|2.1.11|y[2.2.11} sabemos que si

B, (x) € A= B, [x],

entonces Fr(A) € S, (x). La inclusion puede ser estricta. Por ejemplo, si X estd dotado de la métrica
discreta, entonces Fr(B; (x)) = @ y S1(x) = X \ {x} para todo x € X. Como veremos enseguida, esto no
puede pasar en espacios normados.

Proposicion 2.3.4. Cada bola abierta B;(y) de un espacio normado E, con centro en un puntoy de
una esfera S, (x), tiene puntos de B, (x) y de E\ B, [x].

Demostracion. Consideremos el vector z:= x+ A (y — x), donde A es un escalar. Las igualdades

lx—zl=lA-(x=»I=IAllx=yl=IAlr

ly—zl=10-2)-(y-0l=1-Alr

muestran que
zeB,(x)NBs(y) silAl<lyll-Al<s/r,

estoes,sile Bf/ LN B’f(O) # ¢, donde k denota al cuerpo de escalares, y que
z€(E\B,[x])NBs(y) silAl>1yl1-Al<s/T,

o, lo que esigual, si A € B¥, (1) n (k\B¥[0]) # . O
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Corolario 2.3.5. Consideremos un conjunto A de un espacio normado E. Si existenunxe Eyunr >0
tales que
B, (x) = A< B,[x],

entonces Fr(A) =S, (x). En consecuencia A° = B, (x) yZ =B, [x].

Demostracion. Por la Proposicion|2.3.4/sabemos que S, (x) € Fr(A). La inclusién opuesta vale porque
Fr(A) = A\ A°, B, (x) es abierto y B, [x] cerrado. O

Proposicion 2.3.6. Para cada subconjunto A de un espacio métrico X y cada subconjunto B de un
espacio métrico Y, la frontera de A x B como subconjunto de X x Y satisface

Fr(A x B) = (Fr(A) x B) U (A x Fr(B)).

Demostracion. Por laigualdad y las Proposiciones[2.1.19]y[2.2.25]
Fr(Ax B)=Ax B\ (Ax B)°
=(AxB)\(A° x B%)
=((A\ A°) x B)Ju(A x (B\ B%))
= (Fr(A) x B) U (A x Fr(B)),

COmo queremos. O

Corolario 2.3.7. Consideremos un producto finito X, x --- x X, de espacios métricos. La igualdad

n_ — —
FI(A1><~"><An)=UA1 x-oox Aj_1 XFr(Aj) x Ajs1 x - x A,
i=1

vale para cada n-upla (A, ..., Ay), donde A; es un subconjunto de X;.

Demostracion. Se sigue de la proposicion anterior por induccién en n. Dejamos los detalles al lector
(El caso n =1 es trivial. El caso n = 2 se necesita para el paso inductivo). O

Ejemplo 2.3.8. Por el Corolario[2.3.7] la frontera en (R", |||,) del hipercubo abierto

S_l;l) Xoeee X (_1) 1)‘,

~~
nveces

es el subconjunto
{(xl,...,xn) e€[-1,1] x---x[-1,1] : existei con x; =—10 x; = 1}

de R". Mas generalmente, por los Corolarios y[2.3.7, dados espacios normados Ej,..., E,, la
frontera en E; x --- x E,, del conjunto Bfl 0) x---x Bf" (0), es el conjunto

n
B (0] x -+ x B~ [0] x ST (0) x BY/*1[0] x -+ x By [0].
i=1

Definicién 2.3.9. El borde de un subconjunto A de X es el conjunto d(A) := A\ A°.

Observacion 2.3.10. Para cada subconjunto A de X,

OX\VA)=X\VA\V(X\VA’=(X\A)\(X\A) =A\A.
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Observacion 2.3.11. Larelacion entre el borde y la frontera de un conjunto estd dada por las igualda-
des
0(A) =Fr(A)nA y Fr(A) =0(A) Uo(X\ A).

En efecto,
Fr(A)nA=(A\A )N A=A\ A° =0(A)
y —_— —_—
0(A)UBX\A) = (A\A)U(AVA) = A\ A° =Fr(A).
Ejercicios

1. Calcule la frontera de R x {0} como subconjunto de R?.

2. Consideremos el conjunto A = (0,1] U {% ‘ne ]N}. Calcule A°, A, A', Fr(A) y 0(A), con A
pensado como subconjunto de los espacios R, R v (0,1] U (2,00) (provistos de la distancia
usual).

3. Pruebe que para cada espacio métrico X y cada subconjunto A de X es cierto que:
a) Fr(A) =Fr(X\ A).
b) X = A°UFr(A) LExt(A).
c) Fr(A) = ¢ siysolo si A es abierto y cerrado.
d) Fr(A) es cerrado.
e) Fr(A) =0(A) siysolosi Aes cerrado.
) 0(A)° =9.
g (A =AnX\A
h) 0(0(A)) =0(A).
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CAPITULO

FUNCIONES CONTINUAS, FUNCIONES
UNIFORMEMENTE CONTINUAS E ISOMETRIAS

3.1. Funciones continuas

Definicién 3.1.1. Una funcién f: X — Y es continua en un punto x € X si para todo € > 0 existe § >0
tal que f(Bs(x)) € Be(f(x)), es continua en un subconjunto A de X silo es en cada punto de A, y es
continua si es continua en X.

Ejemplos 3.1.2. Lainclusién candnica is: A — X es continua para cada espacio métrico X y cada
subespacio A de X, ylas funciones constantes

Cyo
X—Y

XH—>)o

son continuas para cada par de espacios métricos X, Y. En particular, la funcién identidad idx es
continua.

Observacion 3.1.3. De la definicién de continuidad en un punto se sigue inmediatamente que si x es
un punto aislado de X, entonces para cada espacio métrico Y, toda funcién f: X — Y es continua
en x.

Proposicion 3.1.4. Son equivalentes:
1. f: X — Y escontinuaen x.
2. Para todo entorno abierto U de f(x) hay un entorno abierto V de x tal que f(V) < U.
3. f~Y(U) es un entorno de x, para cada entorno U de f(x).

4. (f(xp))new tiende a f(x), para cada sucesién (x,) neIN que tiende a x.

Demostracion. 1. = 2. Por hip6tesis, dado € > 0 tal que B¢ (f(x)) < U, existe 6 > 0 tal que

FBs(x) €Be(f(x) € U.
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Asi que podemos tomar V = Bs(x).

2.= 3. Tomemos un entorno abierto U’ de f(x) incluido en U. Por hipétesis existe un entorno abierto
V' de x tal que f(V') € U'. Como f~!(U) 2 V', esto prueba que f~!(U) es un entorno de x.

3.= 1. Paracadae >0, la preimagen por f de B.(f(x)) es un entorno de x y, por lo tanto, incluye a
una bola abierta Bs(x).

3. = 4. Dado € > 0 tomemos un entorno V de x tal que f(V) € B¢(f(x)). Si ng es tal que x, € V
siempre que n = ng, entonces f(x,) € B¢(f(x)) siempre que n = ny.

4. = 3. Supongamos que hay un entorno V de f(x) tal que f~'(V) no es un entorno de x. Entonces
tomando para cada n € IN un punto x, € B1 (x)\ f ~1(V), obtenemos una sucesion (x,,) el que tiende
a x, tal que la sucesion (f(x,)) e no tiende a f(x). O
Teorema 3.1.5. Para cada funcién f: X — Y son equivalentes:

1. f escontinua.

2. f~Y(U) es abierto en X para cada subconjunto abierto U de Y .

3. f~Y(C) es cerrado en X para cada subconjunto cerrado C de'Y .

4. f(B)< f(B) paracadaB < X.
Demostracion. 1. = 2. Por la equivalencia entre los items 1y 3 de la proposiciéon anterior, f 1) es
un entorno de cada uno de sus puntos.

2. = 1. Fijemos x € X y un entorno abierto U de f(x). Por hipétesis f~!(U) es un entorno abierto
de x. Esto termina la demostracién, porque f(f~1(U)) c U.

2.= 3. Si C esun cerrado de Y, entonces f~!(C) es un cerrado de X, porque
fllo=x\fty\o

y, por hipétesis, f~1(Y \ C) es abierto.
3.= 2. Si U esun abierto de Y, entonces f~!(U) es un abierto de X, porque

o =x\fy\u

y, por hipotesis, f‘l(Y\ U) es cerrado.
3.=>4. Como B<c f1(f(B))y f!(f(B)) es cerrado, Bc T rm).
4. = 3. Tomemos un cerrado arbitrario C de X'. Por hip6tesis

f(FFro)ef(flcyec=c,

y, en consecuencia, f~1(C) < f~1(C), lo que prueba que f~!(C) es cerrado. O

Proposicion 3.1.6. Las siguientes afirmaciones son verdaderas para cada terna X, Y, Z de espacios
métricos, cada subconjunto A de X y cada subconjuntoB de Y .

1. Sif: X—YescontinuaenAyg: Y — Z es continua en f(A), entonces go f es continua en A.

2. Sif: X — Y escontinuaen Ay f(A) < B, entonces la funcion fl‘f : A— B, obtenidarestringiendo
el dominio de f a A y el codominio de f a B, es continua.
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Demostracion. 1) Como f es continua en A y g es continua en f(A), si (x;),eN tiende a a € A,
entonces f(x,) e tiende a f(a) y go f(x,) new tiende a go f(a).

2) Primero notemos que fj4 es continua porque es la composicion de f con ig: A — X, y ambas
funciones son continuas. Pero entonces por la Observacion[1.7.14] dada una sucesion arbitraria
(an)new de puntos de A que tiende a un punto a € A, la sucesion (f(a,))ew formada por sus
imégenes tiende a f(a) en By, por lo tanto, la funcién fllf es continua. O

Nota3.1.7. Elitem 2 de la proposicién anterior dice que si una funcién definida sobre X es continua
en un subconjunto A de X, entonces su restriccion a A es continua. La reciproca no vale. Por ejemplo,
la funcion yq: R — IR, definida por

1 sixeq@,

0 en caso contrario,

)(Q(x) = {

es continua restringida a Q y a R\ Q, pero no es continua en ni en Q ni en R\ Q.

Proposicion 3.1.8. Las proyecciones canénicas px: X xY — X ypy: X x Y — Y son funciones
continuas para cada par de espacios métricos X e Y. Ademds, para todo espacio métrico Z, una funcion
f: Z— X xY escontinuaen z € Z siy solo si las funciones coordenadas fx:=pxofyfr==pyof
son continuas en z. En consecuencia f es continua si y solo si fx y fy lo son.

Demostracion. Tomemos una sucesion (z,) ey de puntos de Z que tiende a z. Por la Proposi-

cién|1.7.16, sabemos que la sucesion f(z,) ey tiende a f(z) siy solo si fx(z,)new tiende a fx(2) y
fv(zn)new tiende a fy (2). Por la equivalencia entre los items 1 y 4 de la Proposicién|3.1.4} esto prueba
la segunda afirmacién. La primera se deduce de esta tomando f =idxxy. O

Corolario 3.1.9. Una funcién f: Z — Xj x --- x X, es continua en un punto z € Z si y solo si las
funciones coordenadas fX]. =pjof (jell,...,n}) dondep;: X — X; es la proyeccion candnica, son
continuas en z. En consecuencia f es continua si y solo si las funciones fx; lo son.

Demostracion. Esto se sigue de la Proposicion por induccién en n. O
Corolario 3.1.10. Para cada familia finita f;: Xj — Y; (1 < j < n), de funciones continuas, la funcién

Xy oo x X, fix-xfy Yix o x Y,
(X1y0ner Xp) b (filx1),..., fulxn)

es continua.

Demostracion. Basta observar que pjo(f; x---x fy) = fjop; para todo j € {1,...,n}, y que estas
funciones son continuas debido a que son composiciones de funciones continuas. O

Proposicion 3.1.11. Consideremos una funcion f: X — Y. Supongamos que X es union X = C, U C»
de dos subconjuntos cerrados. Si fic, y fic, son continuas, entonces f es continua.

Demostracion. Para cada subconjunto cerrado C de Y,
fro=fdencnuflcne

es cerrado porque es unién de dos cerrados. O
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Definicién 3.1.12. Decimos que una funcién continua f: X — [0, 1] separa dos subconjuntos disjun-
tos Ay B de X si f vale cero sobre Ay uno sobre B.

El siguiente resultado muestra que para cada par de cerrados disjuntos hay una funcién continua
que los separa.

Teorema 3.1.13. Supongamos que C y D son subconjuntos cerrados y no vacios de un espacio métri-
co X, tales que Cn D = @. Entonces la funcion{c,p: X — [0,1], dada por

d(x,C)
dx,C)+dx,D)’

(c,p(x):=

estd bien definida, es continua, se anula sobre C y vale 1 sobre D.
Demostracion. Por la Proposicion(2.2.23} como C y D son cerrados disjuntos,
dx,C)+d(x,D)>0 paratodoxe X.

Ademas, es claro que 0 < {¢,p(x) < 1 para todo x. Por lo tanto, la funcién (¢ p estéd bien definida.
Para probar que es continua es suficiente notar que es cociente de funciones reales que lo son. Por
altimo, es claro que {¢,p vale cero sobre C y uno sobre D. O

Corolario 3.1.14. Fijados un cerrado C y un abierto U de X, con C < U, existe una funcién continua
f: X —1[0,1], tal queﬁD =1 yﬁX\U =0.

Demostracion. Apliquese el Teorema|3.1.13[con D = X\ U. O

Corolario 3.1.15. Fijados un punto x € X y un entorno abierto U de x, existe una funcion continua
f:X—1[0,1], talque f(x) =1y fix\u =0.

Demostracion. Esto es una consecuencia inmediata del corolario anterior, porque los puntos son
cerrados. O

Corolario 3.1.16. Fijados subconjuntos cerrados y no vacios C y D de un espacio métrico X, tales que
Cn D = @, existen abiertos disjuntos U y V de X, talesqueCcU yDc V.

Demostracion. Se puede tomar U := (' (—oo, %) yVvi=¢ EID(%,oo), donde (¢ p es la funcién intro-
ducida en el Teorema[3.1.13 O

Definicién 3.1.17. Una funcién continua f: X — Y es un homeomorfismo si es biyectiva y su inversa
es continua. Dos espacios métricos X e Y son homeomorfos o topolégicamente equivalentes si existe
un homeomorfismode Xen Y.

Observacion 3.1.18. Si X e Y son homeomorfos escribimos X = Y. La relacién de homeomorfismo es
reflexiva simétrica y transitiva, porque id: X — X es un homeomorfismo para todo espacio métrico
X, si f: X — Y es un homeomorfismo, entonces f~!: X — Y también lo es, y la composicién de dos
homeomorfismos es un homeomorfismo.

Definicién 3.1.19. Una propiedad de espacios métricos es una propiedad topoldgica si cada vez que
un espacio métrico X la tiene, la tienen también todos los espacios homeomorfos a X.

Ejemplo 3.1.20. Si X e Y son homeomorfos, entonces X es perfecto siy solo si Y lo es. Por lo tanto,
esta es una propiedad topolégica.
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Observacion3.1.21. Unafuncién f: X — Y puede ser continua y biyectiva sin ser un homeomorfismo.
Un ejemplo es la funcién identidad id: (R, d) — R, donde d es la métrica discreta y el codominio es
considerado con la métrica usual.

Definicién 3.1.22. Una funciéon f: X — Z es abiertasi f(U) es abierto para todo abierto U de X y es
cerradasi f(C) es cerrado para todo cerrado C de X.

Ejemplos 3.1.23. Para cada par X, Y de espacios métricos, la proyecciones canénicas px: XxY — X
y py: X x Y — Y son funciones abiertas porque

px(BX Y (x,) = px(BY (x) xB) (y)) =B} (x)

py (BY Y (x,) = py (BY (x) x B/ (1)) =B, ()

para todo r > 0 y cada (x,y) € X x Y. En general estas funciones no son cerradas. Por ejemplo, el
conjunto {(x,y) e R?:x>0ey= %} es un subconjunto cerrado de R? cuya proyeccion a la primera
coordenada es el conjunto (0,00), que no es cerrado. Otro ejemplo de una funcién abierta que en
general no es cerrada es la inclusién canénica iy : : Y — X, de un subconjunto abierto Y de X en X.
En cambio, si Y es cerrado, entonces iy es una funcioén cerrada, que en general no es abierta.

Observacion 3.1.24. Para cada funcién biyectiva f: X — X’ son equivalentes:
1. f esun homeomorfismo.
2. f escontinuay abierta.
3. f escontinuay cerrada.

Esto es claro porque, por el Teorema|3.1.5, una funcién biyectiva f es abierta si y solo si es cerrada, y
esto ocurre siy solo si f~! es continua.

Ejemplo 3.1.25. La funcién f;: R — (-1,1), definida por
X

filx) = Tlxl,

es un homeomorfismo. Para cada intervalo acotado (a, b), también es un homeomorfismo la funcién

f>: (-1,1) — (a, b), definida por

b—a b+a

fz(x) = 5 X+ 5

y para cada a € R lo son las funciones f3: (—o0,a) — (-a,00) y f3: (—o0o,1) — (—00, a), dadas por

’

fxX)=—x vy fax)=x+a-1
Por tdltimo, la funcién f5: R — (-o0, 1), definida por

X six<o0,

f5(x) = { ;

P 1 >
Trx six=0,

es un homeomorfismo. En efecto, las funciones fi, f2, f3, fa y f5 son continuas por el Ejercicio[d]y
la Proposicién(3.1.11] Ademads, un célculo directo muestra que son inversibles, y que sus inversas
fl_l, el f5_1 satisfacen

b+a
b-a’

1. _ Y “1 —
h (y)_l—lyl’ L b—a

o=y, ity =y-a+1

y_
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_ y siy=0,
fs I(J’):{i

Ty siy=0.

Como, nuevamente por el Ejercicio y la Proposicién [3.1.11} estas funciones son continuas, las

funciones fi, f2, f3, fa y f5s son homeomorfismos. Por la Observacién|3.1.18} esto prueba que todos
los intervalos abiertos no vacios de R son homeomorfos.

Ejercicios
1. Pruebe que para cada funcién f: X — Y, cada punto x € X y cada subbase de entornos . de
f(x) son equivalentes:

a) f:X — Y escontinua en x.
b) Paratodo U € . hay un entorno abierto V de x tal que f(V) < U.
¢) f~1(U) esun entorno de x, para cada U € ..

2. Fijemos una subbase . de Y. Pruebe que para cada funcién f: X — Y son equivalentes:
a) f: X — Y escontinua.
b) f~1(U) es abierto en Xpara cada U € .&.

3. Recordemos que IN§ es el conjunto IN U {oo} provisto de la métrica ds dada por

Im™t—n!

im,nelN,
ds(m,n) — S1m,n
lm™1

sin=o00

(Vease el septimo item en los Ejemplos|1.1.3). Dada una sucesién (x,),cv de puntos de un
espacio métrico X y un elemento x € X, consideremos la funcién x*: INgy — X definida por

x, sinelN
x*(n) = ) ’
x sin=oo.

Pruebe que son equivalentes:

a) Lasucesiéon (x,) e tiende a x.
b) La funcion x* es continua.

¢) Lafuncién x* es continua en x.

4. Pruebe que las funciones

kxk——k , kxk—2—k  y K0 —Yk\ (o)

(X, ) ———x+y (X, ) ——— Xy X ———x1

donde k:=1R o C, son continuas. Concluya que la suma, el producto y el cociente de funcio-
nes continuas f: X — ky g: X — k, son funciones continuas (por supuesto, el dominio del
cociente de f por g es X\ g71(0)).

Nota3.1.26. Como la funcién identidad id: k — k y las funciones constantes ¢,: k — k (a € k)
son continuas, una consecuencia directa de este ejercicio es que las funciones racionales

g : A— k, donde Py Q son polinomios con coeficientes en ky A= k\ Q7(0), son continuas.
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5. Pruebe que la funcién f: R? — R definida por

X2 -2xy+y*+2 six=y
[,y = (x—1)3-3(x—y)2+2x2+2y%+2 .
peRuran] six<y

es continua.
6. Encuentre funciones f;: X; — Y; (i = 1,...,8), entre espacios métricos, tales que:

- f1 no es ni continua, ni abierta, ni cerrada,

f> es continua, pero no es abierta ni cerrada,

f3 es abierta, pero no es continua ni cerrada,

f1 es cerrada, pero no es continua ni abierta,

f5 es continua y abierta, pero no es cerrada,

fe es continua y cerrada, pero no es abierta,

f7 es abierta y cerrada, pero no es continua,

- fs es continua, abierta y cerrada.

7. Puebe que en todo espacio prehilbertiano el producto interno es una funcién continua.

3.2. Funciones uniformemente continuas

Definicién 3.2.1. Una funcién f: X — Y es uniformemente continua sipara todo € > 0 existe
6 >0 tal que para todo x, x' € X,

dx,x)<6=d(f(x), f(x)) <e.

Decimos que f es uniformemente continua sobre un subconjunto A de X si su restriccion a A
es uniformemente continua.

La diferencia entre las definiciones de continuidad y de continuidad uniforme, es que en la prime-
ra 0 puede variar con el punto del dominio en el que se estd evaluando la continuidad, no exigiéndose
que se haya uno que sirva para todos, mientras que en la segunda esto se pide explicitamente.

Observacion 3.2.2. Consideremos una funcién f: X — Y y un subconjunto A de X. Si f es unifor-
memente continua sobre A, entonces f4 es continua. En particular toda funcién uniformemente
continua es continua.

Observacion 3.2.3. Hay funciones que son continuas y no son uniformemente continuas. Una es
la funcién f: R>¢ — R definida por f(x) := % Es continua porque es cociente de dos funciones
continuas (Ver el Ejercicio |4|de la Seccién|3.1). Pero no es uniformemente continua porque para

todo 6 € (0,1),
/2

1
= = — > 1 (Ver la Figura[3.1).

If(6)—f(©6/2)= 5223

557l
6 o/2
Ejemplo 3.2.4. Para cada subconjunto A de X, la inclusién canénica i4: A — X es uniformemente
continua. En particular la funcién identidad id: X — X es uniformemente continua.
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10 |

02 04 06 08 1
X

Figura 3.1: Observacion cond =04

Ejemplo 3.2.5. La funcién f: [0,2] — R, dada for f(x) := y/x, es uniformemente continua. En efecto,
en los cursos de cdlculo en una variable se prueba que esta funcién es continua (més adelante
deduciremos esto del hecho de que la funcién x — x? es continua), y en el Capitulo Veremos que
toda funcién continua cuyo dominio es un intervalo cerrado de R, es uniformemente continua.

Proposicion 3.2.6. Si f: X — Y yg: Y — Z son funciones unifomemente continuas, entonces go f es
unifomemente continua.

Demostracion. Puesto que g es uniformemente continua, sabemos que para cada € > 0, existe § > 0
tal que paratodo y,y' €Y,

d(g(y),8(")) <e siempre que d(y,y") <6.
Como también f es uniformemente continua, existe §' > 0 tal que para todo x, x’ € X,
d(f(x),f(x)) <& siempre que d(x,x") <§6.
Combinando ambos hechos obtenemos que
d(gof(x),go f(x)) <e siempre que d(x,x") <8,
lo que termina la demostracion. O

Proposicion 3.2.7. Una funcion f: Z — X x Y es uniformemente continua si y solo si lo son las
funciones coordenadas fx y fv.

Demostracion. Como
doo(f(2), f(2)) = max(d(fx(2), fr (2)),d(fy (), fr(2))),

son equivalentes:

- Paratodo e >0, existe 6 > 0 tal que
d(z,z) <6 =d(fx(2), fx(2)) <eyd(fr(2), fr(z)) <e paratodoz,z € Z.
- Paratodo e >0, existe 6 > 0 tal que

d(z,2') <6 = doo(f(2), f(2)) <€ paratodo z,z' € Z.
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Esto prueba que la afirmacién es verdadera, porque el primer item se satisface siy solo si fx y fy son
uniformemente continuas, y el segundo dice que f es uniformemente continua. O

Corolario 3.2.8. Una funcion f: Z — X x---x X;, es uniformemente continua siy solo si las funciones
coordenadas fx; (j €11,..., n}) son uniformemente continuas.

Demostracion. Esto se sigue inmediatamente de la Proposicion por induccién en n. O

Corolario 3.2.9. La proyeccién candnicap;: X, x --- x X, — X; es uniformemente continua para
cada j.

Demostracion. Esto es consecuencia Corolario porque la funcién identidad de Xj x --- x X, es
uniformemente continua. O

Corolario 3.2.10. Para cada familia finita f;: X; — Y; (1 < j < n), de funciones uniformemente
continuas, la funcién

Xlx...xXn flx...xfn le"‘XYn
(X1,.e0sXp) b (A1), .o, fulxn)

es uniformemente continua.

Demostracion. Basta observar que pjo(fi x---x f,) = fjopj paratodo j €1l,..., n}, y que las funcio-
nes fjo p; son uniformemente continuas porque son composicion de funciones uniformemente
continuas. O

Proposicion 3.2.11. Sea f: X — Y una funcién. Escribamos X como union X = Ay U A de dos
subconjuntos. Si d(Al \ Ay, A\ Al) >0y fia, ¥ fia, son uniformememnte continuas, entonces f es
uniformemente continua.

Demostracion. Por hipétesis, dado € > 0, existe § > 0, tal que si a,a’ € Ay 0o a,a’ € Ay yd(a,a’) <8,
entonces d(f(a), f(a')) <e. Si elegimos § < d(A; \ A2, A2\ A1), entonces dados a,d’ € X tales que
d(a,a’) < 6, necesariamente a,a’ € Ay o a,a’ € A,. Por lo tanto f es uniformemente continua. O

Ejemplo 3.2.12. La funcién f: [0,00) — R, dada por f(x) := /x, es uniformemente continua. En
efecto, en el Ejemplo vimos que f es uniformemente continua sobre [0, 2], y usando la desigual-
dad

IVa-vbl|= —Ia b,

‘ va+ \/_
valida para todo a, b = 1, se comprueba facilmente que f es uniformemente continua sobre [1,00).
Dado que las hip6tesis de la Proposiciéon|3.2.11|se satisfacen, f es uniformemente continua, como
afirmamos.

Definicion 3.2.13. Una funcion f: X — Y esun isomorfismo uniformesi es biyectiva, uniformemente
continua, y su inversa es uniformemente continua. Dos espacios métricos X e Y son uniformemente
equivalentes si existe un isomorfismo uniforme de X en Y. En ese caso escribimos X =, Y.

Observacion 3.2.14. Los argumentos usados para probar que la relacién = es reflexiva simétrica y
transitiva, prueban que =, también lo es.
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Definicién 3.2.15. Una propiedad de espacios métricos es una propiedad uniforme si cada vez que
un espacio métrico X la tiene, la tienen también todos los que son uniformemente isomorfos a X.

Observacion 3.2.16. Por supuesto, las propiedades topoldgicas son propiedades uniformes. Pero hay
muchas propiedades uniformes que no son topolégicas. No damos ningtin ejemplo ahora, porque
todavia no hemos introducidos ninguna, pero més adelante veremos varias (como la completitud y
la acotacién total).

3.3. Funciones de Lipschitz

Definicién 3.3.1. Una funcién f: X — Y es una funcion de Lipschitz si existe una constante K = 0
tal que d(f(x), f(x')) < Kd(x, x) para todo x, x' € X. El minimo K que satisface esta condicion es la
constante de Lipschitz de f. Una funcién de Lipschitz es una funcion corta o una funcién no expansiva
si tiene constante de Lipschitz menor o igual que 1, y es una contraccioén si su constante de Lipschitz
es menor que 1.

Proposicion 3.3.2. Toda funcién de Lipschitz es uniformemente continua.

Demostracion. Supongamos que f: X — Y es de Lipschitz con constante de Lipschitz K. Entonces
dado € > 0, basta tomar § := £, para conseguir que

d(f(x), f(x)) =Kd(x,x") <Ké=¢ paratodo x,x" € X cond(x,x") <6.
Esto prueba que f es uniformemente continua, como afirmamos. O

Observacion 3.3.3. Hay funciones uniformemente continuas que no son funciones de Lipstichz. Una
es la funcién f: [0,1] — R, dada for f(x) := /x, que consideramos en el Ejemplo Estano es de
Lipschitz, porque

1
|\/E—\/’b|—m|a—b|,

L__ toma valores arbitrariamente grandes en el intervalo [0, 1].

y\/a+\/5

Ejemplo 3.3.4. Para cada subconjunto A de X, la inclusion candnica i : A — X es una funcién corta.

Ejemplo 3.3.5. Las proyecciones canénicas px: X xY — Xy py: X xY — Y, de un producto X x Y
de espacios métricos en cada una de sus coordenadas, son funciones cortas porque

doo((x, ), (x', ) = max(d(x, x"),d(y,y") = d(x, x")

doo((x, ), (X', ) = méx(d(x, x),d(y,y)) = d(y,y),
para cada par (x,y) y (x/, y") de puntos de X x Y.

Ejemplo 3.3.6. Para todo espacio métrico X la funcién distancia d: X x X — R~ es una funcién de
Lipschitz, porque, por las propiedades triangular y simétrica de d y el item 2 de la Proposicién|1.1.2]

ld(x, x) —d(y, )l < Ild(x,x') — d(x, Y + 1d(x, y) — d(y, )l
<d(x,y)+dx',y)
<2max(d(x,y),dx,y")
= 2doo (%, X, (3, Y1)

para todo x,x',y,y € X.
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Nota3.3.7. La cuenta hecha en el ejemplo anterior muestra que 2 es una cota superior de la constante
de Lipschitz de d. Para R esta constante es 2, como puede comprobarse tomando x =0, x' =2 e
y = ¥’ = 1. Por supuesto, el hecho de que la méaxima constante de Lipschitz para las funciones
distancia sea 2 se debe a que estamos considerando a X x X provisto de la distancia d. Si lo
consideramos provisto con la distancia d; dada por d; ((x, X,y )) =d(x,y)+d(x',y") (pruebe que
d; es una funcién distancia), entonces d es una funcién corta, porque

ld(x,x)—d(y, y)I < lld(x, x) = d(x, )| + d(x, y") = d(y, Y| < d(x, ) + d (X', y) = dr ((x, x1), (v, Y1)

Ejemplo 3.3.8. Para cada subconjunto A de X, la funcién f: X — R, definida por f(x) := d(x, A), es
una funcién corta porque

ld(x,A)—d(y,A)l<d(x,y) paratodox,yeX,
por la Proposicién|1.6.10]
Proposicién 3.3.9. Sif: X — Y yg: Y — Z son funciones de Lipschitz, entonces g o f es de Lipschitz.

Demostracién. Denotemos con K¢ y K a las constantes de Lipschitz de f y g, respectivamente.
Como
d(gof(x),go f(x)) < Kgd(f(x), f(x)) < KgKyd(x,x")

para cada para x, x’ de puntos de X, la funcién go f es de Lipschitz, con constante de Lipschitz
menor o igual que KgKy. O

Proposicion 3.3.10. Una funcién f: Z — X x Y es de Lipschitz si y solo si lo son sus funciones
coordenada fx y fy. Ademds, la constante de Lipschitz Ky, de f, es el mdximo de las constantes de
Lipschitz Ky, de fx, y Ky,, de fy.

Demostracion. Como
doo(f(2), f(2)) = max(d(fx(2), fr (2),d(fy (2), fr(2))),

para cada K € R>( son equivalentes:

d(fx(2), fx(zh) = Kd(z,2") y d(fv(2),fr(z))<Kd(z72) para todo z,z' € Z,
y
d(f(2), f(z))) =Kd(z,2") <6 paratodo z,z' € Z.
Esto prueba que la afirmacién es verdadera. O

Corolario 3.3.11. Una funcion f: Z — X; x---x X}, es de Lipschitz si y solo si las funciones coordena-

das fx,,..., fx, son de Lipschitz. Ademds, la constante de Lipschitz de f es el mdximo de las constantes
de Lipschitz de las fx;.
Demostracion. Esto se sigue de la Proposicion|3.3.10|por induccién en 7. O

Corolario 3.3.12. Para cada familia finita f;: X; — Y; (1 < j < n) de funciones de Lipschitz, la funcién

Xy x--x Xy, f1><---><fn Yix---x Yy,
(X1,.e0sXp) b (A, .o, fulxn)

es de Lipschitz.
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Demostracion. Basta observar que pjo(fy x---x f,) = fjopj paratodo j €{l,..., n}, y que las funcio-
nes fjo pj son de Lipschitz porque son composicion de funciones de Lipschitz. O

Proposicion 3.3.13. Consideremos una funcion de Lipschitz f: X — Y. La imagen por f de cada
conjunto acotado A de X, es un conjunto acotado de Y .

Demostracion. Denotemos con K a la constante de Lipschitz de f. Como
d(f(x), f(x)) =Kd(x,x") paratodo x,x €X,

si A tiene didmetro M, entonces f(A) tiene didmetro menor o igual que KM. O

Observacion 3.3.14. Para que valga el resultado anterior no basta que f sea uniformemente continua.
Por ejemplo, si X es un espacio métrico no acotado, entonces la funcién identidad id: X; — X,
donde X es el conjunto subyacente de X dotado con la métrica discreta, es uniformemente continua
y aplica su dominio (que es un conjunto acotado) sobre su codominio (que no lo es). Es mads,
cuando X es IN (con la distancia usual), f es un isomorfismo uniforme.

Definicién 3.3.15. Una funcién f: X — Y es un isomorfismo de Lipschitz si es biyectiva, de Lipschitz,
y su inversa es de Lipschitz. Dos espacios métricos X e Y son isomorfos en el sentido de Lipschitz si
hay un isomorfismo de Lipschitz f: X — Y. En ese caso escribimos X ~pns Y.

Observacion 3.3.16. Tal como ocurre con las relaciones >y =, la relacion ~ps es reflexiva simétrica
y transitiva y esto puede probarse usando los mismos argumentos.

Definicién 3.3.17. Una propiedad de un espacio métrico es una propiedad de Lipschitz si cada vez
que un espacio la tiene, la tienen también todos los que son isomorfos a el en el sentido de Lipschitz.

Observacion 3.3.18. Es claro que las propiedades uniformes son propiedades de Lipschitz. Una
propiedad de Lipschitz que no es uniforme, es la de ser un espacio métrico acotado.

Proposicion 3.3.19. Para cada espacio normado E, las siguientes afirmaciones son verdaderas:
. . Il .
1. Lafuncién E — Ry es una funcién corta.
. + . .
2. La funcion E x E— E es de Lipschitz.

3. Lafuncién k x E — E es continua. Ademds, su restriccion aB,(0) x B, (0) es de Lipschitz, para
todor >0.

4. Si A€ k\{0} y a € E, entonces la funcion w,: E — E, definida por y) 4,(x) = a+A-x, es un
isomorfismo de Lipschitz.

Demostracion. El primer item es verdadero, porque, por el item 2 de la Proposicién|1.1.2
xll = 11"l = 1d(x,0) = d(x',0)| < d(x,x") = | x— x|
para todo x, x" € E. El segundo lo es, porque, por la propiedad triangular de || || y la definicién de || ||oo,

! ! / / ! /
l(x1 + x2) — (] + )l < Nl X1 =X [+ 12 = %51 < 2[1 (1, x2) — (%7, X5) loo-
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para todo x1, X2, X}, x; € E. El tercero lo es, porque, como la funcién || | es homogénea y tiene la
propiedad triangular,

IA-x=A"x"| =< [Ax = x") + A= A) x|
< [Mllx—x"l + 1A= A 11X
sr(IA=-A+1lx=x"1)
<21l %) = AV, X loo
para cada A, A € Bf(O) y cada x, x' € BE(0). Por tiltimo, para probar que lo es el cuarto es suficiente

notar que ¥, , es de Lipschitz porque es composicion de las funciones continuas de Lipschitz
x— A.Xy x— a+ x, que es inversible y que su inversa es una funcién del mismo tipo. O

Ejercicios

1. Pruebe que para todo espacio con producto interno E y cada subconjunto acotado X de E x E,
la restriccién del producto interno de E a X es una funcién de Lipschitz. Pruebe también que
para cada x € E las funciones y — (x,y) y y — (¥, x), de E en k, son de Lipschitz.

3.4. Isometrias

Definicién 3.4.1. Decimos que una funcién f: X — Y es una isometriasi d(x,x') = d(f(x), f(x)))
para todo x, x’ € X.

Ejemplo 3.4.2. Para cada subconjunto A de un espacio métrico X, la inclusién canénica de Aen X es
una isometria, si (como es usual) se piensa a A con la métricainducida por la de X. Mds generalmente,
f:y,d — X (donde d/ esla distancia presentada en el Ejemplo (7)) es una isometria para
cada funcién inyectiva f: Y — X.

Observacion 3.4.3. Las isometrias son funciones cortas, pero en realidad la definicién de isometria es
mucho mas fuerte, porque donde en la de funcién corta se pide que valga una desigualdad, en la de
isometria se pide que valga una igualdad.

Ejemplo 3.4.4. Para cada elemento v de un espacio normado E, la traslacién T, : E — E, definida
por T, (x) := x + v, es una isometria biyectiva, con inversa T_,, porque

1T, (x) =T, =lx+v)=(y+v)|=llx—yl paratodox,y€E.

Ejemplos 3.4.5. Las reflexiones ortogonales respecto de rectas son isometrias biyectivas del plano
euclideano. También lo son las rotaciones (en el sentido contrario de las agujas del reloj) de un
angulo fijo alrededor de un punto. Dejamos como ejercicio para el lector probar estas afirmaciones.

Ejemplo 3.4.6. Las igualdades
1 1 ,
zll(x+y,x—y)lh = E(Ix+yl +|x—yD =max(x|,|y]) = 1(x, Moo

muestran que la funcién (x, y) — (%, %) es una isometria biyectiva de (R?, | lloo) en (R?, || [I1).
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Observacion 3.4.7. Las isometrias son funciones inyectivas. En efecto, si f: X — Y es una isometria,
entonces
f=fx)=>d(fx),f(x)=0=>dxx)=0=>x=x".

Por supuesto, esto no es verdad para espacios pseudométricos.
Proposicion 3.4.8. Si f: X — Y yg: Y — Z son isometrias, entonces go f es una isometria.

Demostracion. Porque

d(go f(x),go f(x)) =d(f(x), f(x) =d(x,x")
para todo x,x’ € X. O

Observacion 3.4.9. Si f: X — Y es unaisometria, entonces

fB:@)=fX)nB(f(x)) v [f(BrIx])=f)NB[f()],
paratodoxe Xyr>0.

Definici6én 3.4.10. Una isometria f: X — Y es un isomorfismo isométrico si es biyectiva. Si este
es este caso, entonces su inversa es una isometria autométicamente. Dos espacios métricos X e Y
son isométricamente isomorfos o isométricos si hay una isometria biyectiva f: X — Y.Si X e Y son
isomeétricos escribimos X =petr Y.

Observacion 3.4.11. Tal como ocurre con las relaciones =, =, y =, la relacion =g, es reflexiva
simétrica y transitiva.

Definicién 3.4.12. Una propiedad de un espacio métrico es una propiedad métrica si cada vez que
un espacio la tiene, la tienen también todos los que son isométricos a el.

Observacion 3.4.13. Es evidente que las propiedades de Lipschitz son propiedades métricas. Una
propiedad métrica que no es de Lipschitz es, por ejemplo, la de tener didmetro 1.

Ejercicios

1. Use el ejemplo para dar otra prueba de la Proposicién|1.4.15

2. Pruebe que fijada una recta L en el plano euclideano, cada punto x € R? se escribe de manera
Unica en la forma x = u+ a, con u € Ly a ortogonal a L.

3. Pruebe que para cada recta L del plano euclideano, la reflexiéon S; respecto de L es una
isometria biyectiva.

4. Pruebe que para cada punto X, y cada dngulo 0, la rotacién de angulo 6 alrededor de x, € R?,
en el sentido contrario de las agujas del reloj, es una isometria biyectiva.

5. Pruebe, mediante un ejemplo, que existen espacios métricos X con isometrias no sobreyecti-
vas f: X — X.

6. Pruebe que las afirmaciones hechas en las Observaciones y[3.4.11|son verdaderas.
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3.5. Meétricas Equivalentes

Definicién 3.5.1. Decimos que dos métricas d' y d? de un conjunto X son topoldgicamente equiva-
lentesy escribimos d! ~ d? sila funcién identidad id: (X,d') — (X, d?) es un homeomorfismo, y
que d' y d? son uniformemente equivalentes, sila funcién id: (X,d!) — (X,d?) es un isomorfismo
uniformeme. Sefialamos este hecho escribiendo d' < d?.

Observacién 3.5.2. Las relaciones ~ y < son relaciones de equivalencia. En efecto, como id: (X,d) —
(X, d) es un isomorfismo uniforme para cada espacio métrico, ~y X son reflexivas. Dado que si
id: (X,d") — (X, d?) es un homeomorfismo, entonces id: (X, d?) — (X,d") también lo es, y da-
do que lo mismo vale para isomorfismos uniformes, ~ y % son simétricas. Por tltimo, como los
homeomorfismos y los isomorfismos uniformes son cerrados por composicién, ~ y < son transitivas.

Proposicién 3.5.3. Para cada pard' y d? de métricas definidas sobre un conjunto X, son equivalentes
1. d' yd? son topolégicamente equivalentes.
. (X,d") y (X,d?) tienen los mismos abiertos.

2

3. (X,d") y(X,d?) tienen los mismos cerrados.

4. Paracadax e X ycadae >0, existed >0 tal que Bgl (x) < Bgz (%) yBg2 (x) c Bgl1 (x).
5

. Una sucesion (x,) neN de puntos de X tiendea x € X en (X, ah siy solo si tiende a x en (X, d?).

Demostracion. 1. < 2. Por la equivalencia entre los items 1y 2 del Teorema|3.1.5]
2. < 3. Porque un conjunto es cerrado si y solo si es el complemento de un abierto.
2.= 4. Por el item 2 yla Observacién|2.1.11} existen 61,0, > 0 tales que

B () B (x) y BE () <BY (x).

Entonces 6§ = min(d1,d>) satisface las condiciones pedidas en el item 4.

4.= 2. Por definicién, un subconjunto U de X es un abierto de (X, d?) si para todo x € U existe €, > 0
tal que foz (x) € U. Por el item 4, esto implica que para cada x € U existe d, > 0 tal que Bg; x)<cU.
En otras palabras, que U es un abierto de (X, d").

1. © 5. Porla equivalencia entre los items 1y 4 de la Proposicién[3.1.4} O

Ejercicios

1. Pruebe que dos métricas d' y d? de un conjunto X son uniformemente equivalentes siy solo
si para cada € > 0 existe 6 > 0 tal que

Bgl (x) gBjZ (x) y Bgz (x) gBed1 (x)

paratodo x € X.

2. Considerese una familia finita (X;, d’) de espacios métricos. Pruebe que una funcién distancia
d definida sobre el producto X := Xj x --- x X}, es equivalente a la distancia d si y solo si
(X, d) tiene la siguiente propiedad: para todo espacio métrico Z una funcién f: Z — (X, d)
es continua si y solo si las funciones coordenadas fx, son continuas. Pruebe también que
d es uniformemente equivalente a d, si y solo si (X, d) tiene la siguiente propiedad: para
todo espacio métrico Z una funcién f: Z — (X, d) es uniformemente continua siy solo silas
funciones coordenadas fx, son uniformemente continuas.
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3. Pruebe que las distancias d, (1 < p <o0) de R" introducidas en el item 11 del Ejemplo
son todas uniformemente equivalentes.

4. Pruebe que las distancias d (1 < p <o0) de C", asociadas a las normas definidas en el Ejem-
plo[1.2.8} son todas uniformemente equivalentes.

Métricas equivalentes y funciones subaditivas crecientes

Por el Ejerciciode la Seccic’)n sabemos que si a: RZ; — R>¢ es una funcién subaditiva
creciente tal que a~1(0) = {0}, entonces la funcién ao (d',...,d"): X x X — R, definida por

ao(d',...,d")(x,y) = a(d' (x,y),...,d"(x,y)),

es una métrica para todo conjunto X y toda familia finita (d',...,d") de pseudométricas sobre
X, que separa puntos. En particular, como vimos en la Observacién que sigue al Ejercicio|13|de
la misma seccién, tomando como « la funcién

Ao (V1,..., V) = max(vy,..., Vy)
obtenemos la métrica 0, dada por
Voo (X, ) = max(d' (x,7),...,d" (x,y)).

A continuacién establecemos condiciones necesarias y suficientes para que a o (d L ...,d" sea
equivalente a 0. Para simplificar los enunciados, en los siguienetes tres ejercicios asumimos
implicitamente que a: Rgo — R>¢ es una funcién subaditiva creciente tal que a~1(0) = {o}.
Ademds consideramos a RZ, provisto de la distancia dw, y a R~ provisto de la distancia usual.

5. Pruebe que son equivalentes:

a) a escontinua.
b) «a escontinuaen 0.

¢) Lafuncién identidad id: (X,04) — (X, a0 (d’,...,d™)) es uniformemente continua para
todo conjunto X y toda familia finita (d L...,d"de pseudométricas sobre X, que separa
puntos.

d) La funcién identidad id: (X,0.) — (X,ao(d},...,d™) es continua para todo conjunto
X y toda familia finita (d',...,d") de pseudométricas sobre X, que separa puntos..

6. Pruebe que son equivalentes:

a) Paratodo e > 0 existe § >0 tal que a(x) <6 = || x|l <E€.

b) Lafuncién identidad id: (X,ao (d,...,d"™)) — (X,0s) es uniformemente continua para
todo conjunto X y toda familia finita (d', ..., d") de pseudométricas sobre X, que separa
puntos.

¢) Lafunciénidentidadid: (X,ao(d},...,d") — (X,0s) €s continua para todo conjunto
X y toda familia finita (d',...,d") de pseudométricas sobre X, que separa puntos.

7. Pruebe que son equivalentes:

a) a es continua y para todo € > 0 existe § > 0 tal que a(x) <6 = [ X[ <E€.
b) a es continua en 0y para todo € > 0 existe 6 > 0 tal que a(x) <0 = || X[l <E€.
0 (X,ao(d',...,d™) es equivalente a (X,04,) para todo Xy (d',...,d").
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d) (X,ao(d',...,d") es uniformemente equivalente a (X,0.,) para todo Xy (d*,...,d").

8. Pruebe que fijadas pseudométricas d',...,d" sobre un conjunto X, tales que para cada par
de elementos x # y de X existe i con d(x,y) # 0, las funciones distancia 0p: Xx X — Ry
construidas en la Observacién que sigue al Ejercicio[I3]|de la Seccién[1.1]son uniformemente
equivalentes.

9. Pruebe que fijados espacios métricos (Xl,dxl),..., (Xn,dX"), todas las funciones distancia
d,: X x X — R>( definidas sobre el producto X := Xj x --- x X, en la observacion mencionada
en el ejercicio anterior son uniformemente equivalentes. Concluya que las distancias d,,
(1= p <o0)deR", definidas enlos items 2 y 11 de los Ejemplos[1.1.3} son todas uniformemente
equivalentes (ver el Ejercicio 3).
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CAPITULO

ESPACIOS METRICOS SEPARABLES

Definicién 4.0.1. Un subconjunto A de un espacio métrico X es densosi A = X. Por ejemplo, Q
y R\ Q son densos en R. Recordemos que un conjunto A es contable si es finito o numerable. Un
espacio métrico es separable si tiene un subconjunto contable y denso.

Observacion 4.0.2. Si X tiene un subconjunto denso finito A, entonces X = A, porque A es cerra-
do. Por lo tanto, los subconjuntos densos contables de espacios métricos separables infinitos son
necesariamente numerables.

Ejemplo 4.0.3. Todo espacio métrico contable es separable, y un espacio métrico discreto es separa-
ble siy solo si es contable.

Ejemplo 4.0.4. Larecta real R es separable, porque Q es numerable y denso en R.

Ejemplo 4.0.5. Fijada cualquier familia {f1, f2, f3,...} de funciones acotadas f;: [0,1] — R, la fun-
cién f: [0,1] — R, definida por

Foo = {0 six# < paratodonelN,

1-fn(x) six= %,
estd a una distancia mayor o igual que 1 de todas las f;’s. Por lo tanto B[0, 1] no es separable.

Recordemos que una base de X es un conjunto 98 < &?(X), de subconjuntos abiertos de X, tal

que
u=v

Ve
\4=10)

para todo abierto U de X, y que esto ocurre si y solo si para cada abierto U de X y cada x € U, existe
Be%Btalquexe B U.

Definicién 4.0.6. Una coleccién (Uy) e de subconjuntos de un espacio métrico X es un cubrimiento
de un subconjunto A de X si A< Ujep Uy. Un subcubrimiento de (Uy) ep €s una subfamilia (Uy) pe=
que también cubre A. Un cubrimiento de A es abierto si sus miembros son abiertos.
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Proposicion 4.0.7. Para cada espacio métrico X son equivalentes:
1. X esseparable.

2. X tiene un subconjunto contable S tal que U N S # @, para todo subconjunto abierto no vacio U
deX.

X tiene un subconjunto contable S tal que B, (x) NS # @, para toda bola abiertaB,(x) de X.
X tiene una base contable.

Cada cubrimiento abierto de X tiene un subcubrimiento contable (propiedad de Lindeloff).
Todo conjunto de abiertos de X disjuntos dos a dos es contable.

Todo conjunto de bolas abiertas de X disjuntas dos a dos es contable.

N S O kW

Todo subconjunto discreto de X es contable.

Demostracion. 1. = 2. Supongamos que S es un subconjunto contable denso de X y tomemos un
abierto no vacio U. Por la Proposicién|2.2.23] como U es entorno de cada uno de sus puntos, UNS # @.

2. = 3. Porque las bolas abiertas son subconjuntos abiertos no vacios de X.
3. = 1. Porla Proposicién|2.2.23} la condicién 3 dice que S = X.
1. = 4. Afirmamos que para cada conjunto contable denso {x; € X : n € IN}, el conjunto

{Bi(xn):n,mc—:]N}

es una base contable de X. Para comprobar que esto es cierto, fijados una bola abierta B, (x) y
un punto y € B, (x), tomemos m € IN tal que B2 (y) € B,(x) y elijamos x;, € B1 (y). Es evidente que
entoncesyEB#(xn)gB%(y)gBr(x). " "

4. = 5. Fijemos una base contable 9 := {U, : n € N} de X. Dado un cubrimiento abierto (V}) je; de X,
consideremos el subconjunto {Uy,, Uy,, ...} de 8 formado por los U;’s tales que U; < V; para algun j.
Para cada n;, tomemos un V; tal que Uy, < V; y llamemoslo V.. Entonces

U Vi, 2 U Un, = X,
ieIN ieIN
donde la ultima igualdad se sigue de que V; = U{U,, : U, <V}, paracada j € J.

5. = 3. Por hipétesis, para cada n € IN el cubrimiento abierto 7;, := (B1 / n(x)) cex tiene un subcubri-
miento contable 77,1 = (B1 in(Xm, n)) e+ Afirmamos que el conjunto contable A := {xp, ,, : n,m € IN}
tiene la propiedad pedida en el item 3. En efecto, dados x € X y r > 0, tomemos un niimero natu-
ral n=1/r yelijamos x,,,, tal que x € By, (x,,»). Entonces x,, , € B, (x). Como r es arbitrario, esto
termina la demostracion.

4. = 6. Consideremos una base arbitraria 28 de X. Si hay un conjunto no contable %, de abiertos
disjuntos dos a dos de X, entonces cada elemento no vacio de % incluye un elemento de 2. Por lo
tanto, 28 no puede se contable.

6. = 7. Porque las bolas abiertas son subconjuntos abiertos de X.

7.= 8. Tomemos un subconjunto discreto D de X y escribamos ry := d(x, D \ {x}) para cada elemen-
to x de D. Por hipétesis, ry > 0. Afirmamos que los elementos del conjunto

U = {B%(x) 1XE D},
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son disjuntos dos a dos. En efecto, si B%x (x) nBry (x') # @, entonces, por la propiedad triangular,
2

para cada y € Bx (x) By (x),
2

Ty Ty
dx,x)<d(x,y)+d(y,x") < Ex + 7x < max(ry, ry),

lo que es absurdo. Esto prueba la afirmacién. Entonces % es contable (por el item 7) y, por lo tanto,

también lo es 2.

8. = 1. Fijado n € IN, consideremos el conjunto ®, constituido por todos los subconjuntos D de X
tales que d(x, x) = % para todo x, x' € D, dotado con el orden definido por inclusion. Si {Dj : 1 € A}
es una cadena de elementos de ©,,, entonces

ﬁlz UD/I

pertenece a © ,, porque dados x, x’ € D, existe A € A tal que x,x’ € D,. En consecuencia, por el
Lema de Zorn ®, tiene elementos maximales. Elijamos uno D(n). Notemos que d(x, D(n)) < %,
para todo x € X, debido a que de lo contrario D(n) U {x} perteneceria a ©,, lo que contradice la
maximalidad de D(n). De esto se sigue inmediatamente que U,y D(n) es denso en X. Ademads es
contable, porque cada uno de los D(n)’s lo es. O

Proposicién 4.0.8. Si X es un espacio métrico separable, entonces cada subespacio A de X es separable.

Demostracion. Por la Proposicién sabemos que un espacio es separable si y solo si tiene una
base numerable, y por la Observacion|2.1.28[sabemos que si un espacio métrico tiene esta propiedad,
entonces también la tienen todos sus subespacios. O

Proposicion 4.0.9. Si X es separabley f: X — Y es continua y sobreyectiva, entonces Y es separable.

Demostracion. Tomemos un subconjunto numerable denso S de X. Por el Teorema dado que
f escontinua, Y = f(X) = f(S) € f(S). Como f(S) es contable, esto prueba que Y es separable. [

Proposicion 4.0.10. Un producto de finitos espacios métricos es separable si y solo si cada uno lo es.

Demostracion. Tomemos un producto X := X x --- x X, de finitos espacios métricos, y supongamos
que cada X; tiene un subconjunto contable denso S;. Entonces, por la Proposicién|2.2.25]

51X"'X5n=S_1X“‘><S_n:X1X"'XXn:X-

Como el conjunto S; x --- x §; es contable porque es un producto finito de conjuntos contables,
esto prueba que si cada X; es es separable, entonces X también lo es. Reciprocamente, como las
proyecciones canonicas p;: X — X; son funciones continuas, si X es separable, entonces cada X; lo
es, por la Proposicion4.0.9 O

Corolario 4.0.11. R" es un espacio métrico separable para todo n € IN.

Demostracion. Por la Proposiciéon4.0.10|para ver que esto es cierto es suficiente recordar que, como
vimos en el Ejemplo[4.0.4} la recta real R es separable. O

Recordemos que Ry es el cardinal de conjunto de los nimeros naturales, y que el cardinal del
continuo c¢ es el cardinal del conjunto {0, 1}, de las funciones de IN en {0, 1}. Asi, ¢ = 2. Es facil ver
que el cardinal de R es ¢. Esa es la razén del nombre “cardinal del continuo”. El siguiente resultado
muestra que un espacio separable no puede tener més elementos que RR.
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Teorema 4.0.12. Si X es un espacio métrico separable, entonces su cardinal i(X) es menor o igual
quec.

Demostracion. Tomemos una base contable 98 de X y formemos una sucesion Uy, Us, Us, ... en la
que aparezcan todos sus elementos (en la lista formada por los U;’s puede haber repeticiones, de
hecho, si X es finito necesariamente las hay, pero esto no afecta nuestro argumento). Definimos

& X— 0, 1}V por
£ = 1 sixeU;,
" 10 en caso contrario.

Consideremos x, x" € X. Por el Corolario|3.1.16} si x # x, entoncen existen abiertos disjuntos V'y W
de X tales que x € Vy x' € W. Como 2 es una base, existe U; tal que x € U; € V. En consecuencia
x' ¢ U;. Asi é(x); =1y é(x); =0. Esto muestra que ¢ es inyectiva, y termina la demostracion. O

Definicién 4.0.13. Un punto x € X es un punto de condensacion de un conjunto A< X, si B, (x)n A
no es contable para ningtin r > 0. Cualquiera sea A < X, denotamos con A*® al conjunto de los puntos
de condensacién de A.

Observacion 4.0.14. De la definicién de punto de condensacion se sigue inmediatamente que si
A< B, entonces A® < B®.

Proposicién 4.0.15. Si X es separabley A < X no es contable, entonces AN A# @.

Demostracion. Fijemos una base contable 88 = {U;, Us,...} de A. Si An A’ = @, entonces para cada
x € Aexiste U;j € BB tal que x € U; y AnUj es contable. Esto implica que A = U{ANU; :H(ANU;) < Ro}
y, por lo tanto, es contable. O

El siguiente resultado mejora la proposicién anterior.

Proposicion 4.0.16. Si X es un espacio métrico separabley A< X no es contable, entonces A\ (A* N A)
es contable.

Demostracion. Si A\ (A® N A) no fuera contable, entonces, por la Proposicion 4.0.15|y la Observa-

ci6én[4.0.14)
AN (A\(A N A) 2 (AN(A N A) N(A\(A N A) # o,

lo que es absurdo. O
Corolario 4.0.17. Si X es un espacio métrico separable y no contable, entonces X \ X* es contable.
Demostracion. Este es un caso particular de la Proposicién|4.0.16 O

Proposicion 4.0.18. Si X es separable, entonces el conjunto A®, de los puntos de condensacion de A, es
perfecto para cada subconjunto A de X.

Demostracion. Debemos probar que A® es cerrado y sin puntos aislados. Por la definicién de clausura,
cada bola abierta B, (x), cuyo centro es un punto x de AS, tiene un punto x’ € A*. Como B, (x) es
abierto, incluye a una bola B,/ (x"), con centro x’. Como esta bola tiene una cantidad no contable de
puntos de A, la primera también los tiene. Esto prueba que x € A®y, por lo tanto, que A°® es cerrado.
Pasando a la otra cuestion, si U es un entorno abierto de un punto x de A’, entonces U N (A\{x}) es
no contable. En consecuencia, por la Proposicién{4.0.15|

Un A\ ) 2 (Un A\ X)) nUN A\ {x) # 8.

Esto prueba que x es un punto de acumulacién de A°. O
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Espacios métricos separables

Ejercicios
1. Pruebe que R\ Q es separable exibiendo un subconjunto numerable denso.

2. Pruebe que si un espacio métrico es una unién contable de subespacios separables, entonces
es separable.

3. Pruebe la Proposicién}4.0.9|usando la propiedad de Lindeloff.

4. Pruebe que si X no es separable, entonces A° es cerrado para cada subconjunto A de X, pero
puede tener puntos aislados.
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CAPITULO

ESPACIOS METRICOS COMPLETOS

El criterio de Cauchy es un criterio para la convergencia de sucesiones en R que no requiere
conocer el limite de la sucesion. A diferencia de lo que ocurre en R, en espacios métricos generales
la condicién de Cauchy no es suficiente para garantizar la convergencia de una sucesién. Un espacio
métrico en el que las sucesiones de Cauchy convergen es llamado completo. Como veremos en capi-
tulos posteriores, esta condicién es esencial para muchos resultados importantes. En este capitulo
primero presentamos la nocién de sucesién de Cauchy, luego definimos los espacios métricos com-
pletos, damos algunas caracterizaciones de ellos y comenzamos su estudio. En particular probamos
que varios ejemplos que ya hemos considerado son espacios completos. Finalmente probamos que
cualquier espacio métrico puede sumergirse en forma natural en un espacio métrico completo.

Definiciéon 5.0.1. Una sucesion (x,) v, de puntos de un espacio métrico X, es de Cauchy si para
todo € > 0 existe ng € IN tal que d(x;, xn,) < € siempre que n, m = ny.

Proposicién 5.0.2. Toda sucesion convergente (x,) ,elN de puntos de X es de Cauchy.

Demostracion. Escribamos x = lim,_.., X, y tomemos ng € IN tal que d(x, x,;) < % para todo n = ny.
Entonces
d(xp, Xm) < d(x,, x) +d(x,x,) <€ siempre que n, m = ny,

por la propiedad triangular de d. O

Observacion 5.0.3. Lareciproca de la proposicién anterior es falsa. Por ejemplo, la sucesion (%) nelN
es de Cauchy en X := R\ {0} y no es convergente (no al menos en ese espacio). En este ejemplo el
espacio X puede sumergirse en otro en el que toda sucesion de Cauchy es convergente (se trata del
espacio R, que, como veremos pronto, tiene esta propiedad). M4as adelante probaremos que este es
un fenémeno general.

Antes de introducir los espacios que vamos a estudiar en este capitulo, veamos que una condicién
que evidentemente es necesaria para que una sucesiéon de Cauchy converja, también es suficiente.

Proposicién 5.0.4. Siuna sucesion de puntos de X es de Cauchy y tiene una subsucesion convergente,
entonces es convergente.
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5.1 Definicién de espacio métrico completo Espacios métricos completos

Demostracion. Supongamos que (x5) eIy €s una sucesiéon de Cauchy con una subsucesién conver-
gente (xsn) nelN Y escribamos x := lim,—.« X5, . Por hip6tesis, dado € > 0, existe ng € IN tal que

d(xs,x)<€l2 y d(xp, xm) <€/2 siempre que [, m, n = ny.
Elijamos [ = ng. Entonces,
d(xp, x) < d(xp, x5) +d(x5,X) <€/2+€/2 =k,

siempre que n = ny, puesto que s; = ngy. Esto prueba que (x,) v €s convergente. O

Observacion 5.0.5. Una funcién continua puede transformar una sucesién de Cauchy en una que
no lo es, atin si es un homeomorfismo. Por ejemplo, la funcién inv: (0,00) — (0,00), definida por
inv(x) == %, aplica la sucesion (1/n) e, que es de Cauchy, en la sucesién identidad, que no lo es.
Perosi f: X — Y es uniformemente continua y (x,),ev €s una sucesiéon de Cauchy de puntos de
X, entonces (f(x,)), . lo es también. En efecto, dado € > 0, existe § > 0 tal que d(f(x), f(x')) <€
siempre que d(x, x") < 6. Para este § existe ny € IN tal que d(x;, x,,) < 6 para todo [, m = ny. Pero
entonces d(f(x)), f(xn)) <€ para todo I, m = ny.

5.1. Definicion de espacio métrico completo y primeros ejemplos

Definicién 5.1.1. Un espacio métrico es completo si todas sus sucesiones de Cauchy son convergen-
tes.

Observacion 5.1.2. De la Observacién se sigue inmediatamente que la propiedad de ser un
espacio métrico completo es una propiedad uniforme. contenidos...

Ejemplo 5.1.3. Todo espacio métrico discreto es completo porque sus sucesiones de Cauchy son
finalmente constantes. Por otra parte (Q no es completo. Por ejemplo, toda sucesién de niimeros
racionales que tiende a v/2 es de Cauchy, pero no es convergente en Q porque /2 no es racional.

Observacion 5.1.4. Por la Observacién si d' y d? son métricas uniformemente equivalentes
de X, entonces (X, d") y (X, d?) tienen las mismas sucesiones de Cauchy. En consecuencia, uno es
completo siy solo si el otro lo es.

Lema 5.1.5. Si (x;,)eN es una sucesion de Cauchy de elementos de R, entonces su imagen es un
conjunto acotado.

Demostracion. Puesto que (x,),eN es de Cauchy, existe ng € IN tal que d(x,, x,,) <1si n = ng. Porlo
tanto
{xn:neNy < {x,:n<nobu(xp — 1, x5 +1),

lo que termina la prueba. O
Teorema 5.1.6. R es completo.

Demostracion. Debemos verificar que en R toda sucesiéon de Cauchy (x,),cn converge. Por la
Proposicion[5.0.4} para ello es suficiente ver que (x,) ,ew tiene una subsucesion convergente o, lo que
es igual, un punto de aglomeracién. Pero esto es cierto porque, como por el Lema|5.1.5/el conjunto
{x, : n € N} es acotado, limsup, x, € Ry, porla Observaci()n es un punto de aglomeracion
de (x;) nelN- O
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Espacios métricos completos 5.1 Definicién de espacio métrico completo

Proposicion 5.1.7. Todo subconjunto cerrado C de un espacio métrico completo X es completo.

Demostracion. Como X es completo, toda sucesiéon de Cauchy (x;) ,eIv converge a un punto x € X.
Ademas, por la Proposicién|2.2.23} sabemos que x es un punto de acumulacién de C. Puesto que C
es cerrado, de esto se sigue inmediatamente que x pertenece a C. O

Corolario 5.1.8. Los subconjuntos cerrados de R son espacios métricos completos.

Demostracion. Por las Proposiciones y O

El siguiente resultado muestra que la reciproca de la Proposicién vale aunque el espacio
ambiente no sea completo.

Proposicion 5.1.9. Si C es un subespacio completo de un espacio métrico X, entonces C es un subcon-
junto cerrado de X.

Demostracion. Fijado x € C, tomemos una sucesion (xn) new de puntos de C que tiende a x. Como
es convergente, (x,) e €s de Cauchy. Por lo tanto, como C es completo, converge en C. Como su
limite no puede ser otro que x, esto implica que x € C. Asi que C = C. O

Lema5.1.10. Una sucesion (X,) ,eN, de puntos de un producto Xy x - - - x Xy, de finitos espacios métricos,
es de Cauchy si y solo si la sucesion (xy j) neN, donde Xy es la j-ésima coordenada dex, es de Cauchy
paratodo j € {1,...,m}.

Demostracion. Esto es cierto porque, por la definicién de d,
oo (Xp,X7) = MéxX (d(xpj, X))
1=sj=m

paratodo n,/ € IN. O

Proposicion 5.1.11. Un producto X; x --- x X, de espacios métricos Xy, ..., Xm, es completo si y solo
siloescada X;.

Demostracion. Escribamos X := Xj x -+ x X, y fijemos un punto x; € X; en cada uno de los X’s.
Para cada i, la funcién t;: X; — X, definida por

Ll(x) = (xlr---;xi—lix)xi+1r---)xm)r

es una isometria con imagen cerrada. En consecuencia, por la Proposicién[5.1.7} si X es completo,
entonces lo es cada X;. Reciprocamente, si cada X; es completo, entonces X es completo por el
Lema(5.1.10} y porque una sucesién de puntos de X converge siy solo si cada una de sus sucesiones
coordenadas converge. En efecto, dada una sucesién de Cauchy de puntos de X, cada una de sus
sucesiones coordenadas es de Cauchy y, por lo tanto, convergente. Pero entonces la sucesién original
también converge. O

Corolario 5.1.12. (R",d,) es un espacio métrico completo para todo n € INy.

Demostracién. Para n =0 esto es claro porque R = {0}, y para n = 1 se sigue del Teorema yla
Proposicionfs.1.11 O

Teorema 5.1.13. Para cada espacio métrico X son equivalentes:

1. X es completo.
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5.1 Definicién de espacio métrico completo Espacios métricos completos

2. Para toda cadena decreciente By 2B, 2 B3 2 - -+, de bolas cerradas cuyos radios tienden a cero,
o0
(1B # 2.
n=1
3. Para toda cadena decreciente C1 2 C, 2 C3 2 -+, de subconjuntos cerrados no vacios de X tal
quelim;_ ., diam(C,) =0,
o0
() Cn# 2.
n=1

4. Para toda cadena decreciente C; 2 C, 2 C3 2 -+, de subconjuntos cerrados no vacios de X tal
quelim;_. ., didm(Cy) =0, existe x € X tal que

() Cn = {x}.
n=1

Demostracion. 1. = 2. Para cada n € IN, tomemos un punto x, € B;,. Como el radio de B, tiende
a 0 cuando n tiende a infinito, la sucesién x, x», x3,... es de Cauchy. En consecuencia, como X
es un espacio completo, existe x = lim,_. X,. Es evidente que x € B, =B, para todo n. Por lo
tanto x € {B, : n € IN}.

2. = 3. Elijamos n; < np <.... tales que diam(Cy,) < 1/2¢, y para cada i € IN tomemos x;, € Cy,. Es
evidente que Cy,,,, < Cp, € By »i[xy,] paratodo i € IN. En particular x,,,, € B;,,i[xy,]. Por consiguiente

Ay, xp) < d(y, Xn,, )+ d(Xn,,,, Xn,) < 1/20+1/2 =1/2171,
para todo y € By,,i[xy,,,], de modo que
By i [Xn;,,] € By pivr [, ]

En consecuencia, por el item 2, existe x € (; By/,i[Xy,,,]. Como

1
d(xp;,x) < Py paratodo i € IN,

la sucesion (xy,) ;e tiende a x, y como
Xp,;,; €C; paratodoi€Nytodo j=0,
y estos conjuntos son cerrados, x € C; para todo i € IN, por lo que
xe[){Ci:ieNN},

que por lo tanto es no vacio, como queriamos.

3. = 4. Como lim;_.,,didm(C,,) = 0, la interseccioén de los C,’s no puede tener més de un punto,
pero por el item 3 sabemos que por lo menos tiene uno.

4. = 1. Fijemos una sucesioén xi, Xz, x3,... de elementos de X. Para cada n € IN tomemos C,, =
{Xn, Xn+1, Xn+2,...}. Si X1, X2, x3,... es de Cauchy, entonces lim,_., didm(C,) = 0y, en consecuencia,

[e.0]
C, = {x}.
n=1
para algin x € X. Afirmamos que lim,_., X, = x. En efecto, puesto que dado € > 0, existe ng € N tal
que didm(C,) < € para todo n > ng, y puesto que x y x,, pertenecen a C,; dado € > 0, existe nyg € IN (el
mismo ng) tal que
d(x,x,) <e paratodo n > ny.

Asique limy_.o0 X, = X. O
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Espacios métricos completos 5.1 Definicién de espacio métrico completo

Definicién 5.1.14. Una funcién f: Z — X, de un conjunto Z en un espacio métrico X, es acotada si
didam(f(2)) < oo, es decir si suimagen es un conjunto acotado.

Nota5.1.15. Para sucesiones (el caso Z = IN) la definicion de funcién acotada fue dada en la Defini-
ci6n[1.7.15} y para funciones f: [a, b] — R, donde [a, b] es un intervalo cerrado de R, la supusimos
conocida por el lector cuando dimos el tercero de los Ejemplos([1.1.3|de espacios métricos, y luego la
volvimos a usar en varios otros lugares.

Observacion5.1.16. El conjunto B(Z, X) :={f: Z — X : f es acotada} es un espacio métrico via

doo(f,8) = supd(f(2),8(2))
zeZ
En efecto, es evidente que d, satisface las dos primeras condiciones de la definicién de distancia.
También satisface la tercera, porque, por la definicién de do, y el hecho de que d* es una funcién
distancia,

d*(f(2),g(2) = d*(f(2), h(2)) + d*(h(2),8(2)) < doo(f, ) + doo(h,g) Vf,gheB(Z,X)yzeZ.

Siempre consideraremos a B(Z, X) provisto de esta métrica.

Nota 5.1.17. En el Capitulo(l|escribimos Bla, b] en lugar de B([a, b], R), pero en este y en los que
siguen no usaremos esa notaciéon simplificada. Lo mismo ocurrird con la notacién para el espacio
de las funciones continuas y acotadas Cla, b], cuando consideremos casos mds generales, lo que
haremos pronto.

Definicién 5.1.18. Decimos que una sucesion de funciones f;, € B(Z, X) es uniformemente de Cauchy
si (fn)new es de Cauchy en B(Z, X) y que tiende uniformementea f € B(Z, X) sitiende a f en B(Z, X).
En este caso también escribimos

unif

fr—f o f=limf,
unif

Ejemplo 5.1.19. Los elementos de B(Z,R) son las funciones de Z en R, que son acotadas en el
sentido usual. En cambio, cuando X es (R, d), donde d(x, y) := min(1,|x — y|), el conjunto B(Z, X)
consiste de todas las funciones de Z en R. Méas generalmente, si (X, d) es cualquier espacio métrico
y d(x, y):=min(1,d(x,y)) (Verel Ejerciciode la Secci(’)n, entonces B(Z, (X, d)) = X4. Ademés,
como

cfoo(f, g)=min(1l,d(f,g)) paracada f,geB(Z,(X,d)),

la inclusién canénica
i: B(Z,(X,d),ds) — B(Z,(X,d),do)

es un isomorfismo uniforme de B(Z, (X, d), d,) con su imagen.
Teorema 5.1.20. Si X es completo, entonces B(Z, X) también lo es.

Demostracion. Por la definicion de d, si fi, f2,... es una sucesién uniformemente de Cauchy
de puntos de B(Z, X), entonces fi(z), f2(z),... es una sucesién de Cauchy en X, y por lo tanto
convergente, para cada z € Z. Denotemos con f: Z — X ala funcién definida por

f(@)= lim f(2).
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5.2 Completacién Espacios métricos completos

Como (f) nelw es uniformemente de Cauchy, dado € > 0, existe ny € IN tal que doo(f, fin) < € siempre
que n, m = ny. En consecuencia, si n = ng, entonces

d(fn(2), f(2) = ”lli_rgod(fn(Z),fm(Z)) <e,

para todo z € Z. De modo que f;, tiende a f uniformemente. Para ver que f es acotada es suficiente
notar que si d (f,(2), f(2)) < 1 para todo z € Z, entonces

d(f(2), f(2)) < d(f(2), fa(2) +d(fu(2), fu(2)) +d(fu(2), f(2) <2+ didm f,,(2)

paratodo z,z’ € Z. O

El teorema anterior nos permite dar una prueba alternativa de que R es un espacio métrico
completo.

Corolario 5.1.21. (R", dw,), donde dw, es la distancia introducida en el item 2 de los Ejemplos[1.1.3, es
completo para todo n € INy.

Demostracion. Por el Teorema(5.1.20} como R es completo, también lo es (B({1,...,n},R), dx). Para
terminar la demostracién basta observar que hay un isometria biyectiva evidente entre (R", d)
y (B({1,...,n},R), d) (esto justifica el uso del mismo simbolo para designar a las funciones distancia
de ambos espacios). O

Notacion 5.1.22. Supongamos que Z también es un espacio métrico y denotemos con C(Z, X) al
conjunto de las funciones continuas y acotadas de Z en X. Dicho de otro modo,

C(Z,X):={f €B(Z,X): f es continua}.

Teorema 5.1.23. C(Z, X) es un subconjunto cerrado en B(Z, X) y, por lo tanto, es un espacio métrico
completo.

Demostracion. Debemos probar quesi f € C(Z, X), entonces f es continua. Tomemos una sucesion
(fn) new de elementos de C(Z, X) que tiende uniformemente a f, y fijemos un punto z; € Z. Dado
€ >0, tomemos ng € IN tal que doo (f3,, f) < % Como f, es continua, existe 6 > 0 tal que

€
d(fno (Z)r fn() (ZO)) < g
siempre que z € Bs(zp). Por lo tanto,

d(f(2), f(z0)) = d(f(2), fn,(2)) + A ([, (2), fny (20)) + A ([, (20), [ (20)) <€

para todo z € Bs(zp). Como zj es arbitrario, esto prueba la continuidad de f. O

5.2. Completacién

Sean X y X espacios métricos. Recordemos que una funcién f: X — Y es uniformemente
continua si para todo € > 0, existe § > 0 tal que d(f (x), f(x')) < € siempre que d(x, x') < 6.

Teorema 5.2.1. Supongamos que A< X es un conjuntodensoy f: A— Y es una funcion continua.
Los siguientes hechos valen:
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1. Sig: X—Y yh: X — Y son funciones continuas que extienden a f, entonces g = h.

2. Si f es uniformemente continua e Y es completo, entonces existe una funcion uniformemente
continua g: X — Y, que extiende a f. Ademds, si f es una isometria, entonces g también lo es.

Demostracion. 1. Escribamos := {x € X : g(x) = h(x)}. Debemos probar que C = X. Como A< C
y A= X, para ello basta comprobar que C es cerrado, pero esto es una consecuencia inmediata de
que si (x,) e €s una sucesion de puntos de C y x = lim,,_., X5, entonces

g(x) = ’111_{208(-75}1) = ,Flgoh(x”) = h(x).

2. Fijemos un punto x € X y tomemos una sucesion (x,),civ de puntos de A que tiende a x. Co-
mo f es uniformemente continua, la sucesion (f(x,)), .y €s de Cauchy y, por lo tanto, dado que
Y es completo, convergente. Definimos g(x) = y, donde y = lim,_, f(x,). Debemos probar que
esta definicién no depende de la sucesion elegida. Supongamos que empezando con otra suce-
sion (le)ne]N, de puntos de A que tiende a x, obtenemos y' = lim;_ f (x;,l). Entonces la suce-
sién f(x1), f(x)), f(x2), f(x3),... es convergente y tiene subsucesiones que convergen a y e y'. En
consecuencia, y = y'. Para concluir la demostracion debemos probar que g extiende a f, es uni-
formemente continua y es una isometria si f lo es. Si x € A, entonces tomando x, = x para todo n,
vemos que
g0 = lim f(xy) = f(x),

lo que muestra que g extiende a f. Ademads, como f es uniformemente continua, para todo € > 0,
existe 0 > 0 tal que
dif(x), f(x')<e six,x’eAyd(x,x')<8é.

Tomemos x, x’ € X tales que d(x,x) < § y elijamos sucesiones (x,) el ¥ (X},) neN, de puntos de A,
tales que x = limy,—.oo X, y X' = lim,,_.o, x,. Entonces lim,,_.o, d(xp, x},) = d(x, x') < §, por lo que

d(g(x),g(x") = lim d(f(xn), f(xp)) <e.

Esto prueba que g es uniformemente continua. Dejamos como ejercicio para el lector probar que es
una isometria siloes f. O

Definicién 5.2.2. Una completacion de un espacio métrico X es un espacio métrico completo X,
junto con una isometria i: X — X tal que i(X) es denso en X.

Por el item 1 del Teorema la métrica de X estd determinada porla de X y por i. Esto también
se deduce facilmente del siguiente resultado.

Teorema 5.2.3. Todo espacio métrico tiene una completacion. Ademds, dadas completaciones (X, i)
¥ (X2, i) de un espacio métrico X, existe una tinica isometria biyectiva f: X, — X» tal que el diagrama

conmulta.
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Demostracion. Unicidad: Aplicando el Teorema a las funciones
boifl: 1(X)—Xo e  ijoiy':ir(X)— X,

obtenemos isometrias f: X=X vg: X, — X1, respectivamente. Como i;(X) es denso en X y
go fihont i1(X) — X eslainclusion, go f =idg . Analogamente, fog=idg,.

Existencia: Fijemos a € X y consideremos la funcién i,;: X — B(X,R), definida por
ia(X)(y):=d(x,y)—d(a,y).
Laigualdad |d(x,y) —d(a, y)| < d(x, a) muestra que, efectivamente, i,(x) es acotada. Dado que

Aoo(iq(X),iq(x")) =supliq(x)(y) — ia(x)(y)| = supld(x,y) — d(x', y)| < d(x, x")

yexX yeX
y
Aoo(ia(x),iq(x) = lig(0)(x) = ig(x) (%) = 1d(x,x) —d (X', x)| = d (x, x"),
la funcién i, es una isometria. Es claro ahora que (i,4(X), i,) es una completacién de X. O
Ejercicios

1. Pruebe que la dltima afirmacion en el item 2 del Teorema|5.2.1|es verdadera.
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CAPITULO

EL TEOREMA DE BAIRE

Empezamos este capitulo estableciendo dos resultados muy simples y elementales, que valen en
todo espacio métrico X, acerca de ciertas uniones e intersecciones finitas.

Proposiciéon 6.0.1. SiUj,...,U, < X son abiertos densos, entonces ﬂ?:1 U; es denso.

Demostracion. Consideremos un abierto V de X. Como U; es denso, VN U; # @. Como U, es den-
so, VNnU;NnU, # @, etcétera. O

Ejercicio 6.0.2. Pruebe que todo subconjunto de X que es unién finita de cerrados con interior vacio
tiene interior vacio

Un teorema muy profundo y extraordinariamente ttil de Baire asegura que en espacos métricos
completos los resultados anteriores valen para intersecciones y uniones numerables. En este capitulo
probamos este hecho y derivamos unas pocas de sus consecuencias. Muchas mds pueden encontrarse
en el excelente libro “El Teorema de Categoria de Baire y Aplicaciones” de Wilman Brito.

Definicién 6.0.3. Decimos que un subconjunto A de un espacio métrico X es nunca denso si A tiene
interior vacio, que es de primera categoria si existe una familia numerable (A,) ey de conjuntos
nunca densos de X tal que A =5, Apn, que es de segunda categoria sino es de primera categoria y
que es residual si su complemento X \ A es de primera categoria.

Observacion 6.0.4. Si A < X es unién de subconjuntos nunca densos A, (n € IN) de X, entonces cada
subconjunto B de A es unién de los subconjuntos nunca densos A, N B de X. Por consiguiente, todo
subconjunto de un subconjunto de primera categoria de X, es de primera categoria. Por la misma
definicién de subconjunto residual, esto implica que todos los superconjuntos incluidos en X, de un
subconjunto residual de X, son subconjuntos residuales de X.

Proposicién 6.0.5. Toda unién contable de subconjuntos de primera categoria de un espacio métrico X
es un subconjunto de primera categoria de X.

Demostracion. Como toda unioén finita se puede expresar como una unién numerable agregando
conjuntos vacios, basta probar que cada union numerable U7°_, A;,, de subconjuntos de primera
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categoria de X, es de primera categoria, para lo que es suficiente notar que si A;; es unién numerable
de subconjuntos nunca densos A, , (n € IN) de X, entonces

)
U Am = U Am,n

m=1 n,melN
también es una unién numerable de subconjuntos nunca densos de X. O

En muchas teorias matemaéticas es conveniente tener formas de asignarle un invariante a los
objetos de estudio, que de alguna manera mida el “tamano” que estos tienen. Por supuesto, en
realidad la nocién de tamafio estd dada por el invariante que se asigna, y se han inventado muchos.
Por ejemplo existe el concepto de cardinal de un conjunto, que formaliza la nocién de “cantidad
de elementos”, también se han inventado diversos conceptos de dimensién (en dlgebra, anélisis y
geometria), la nocién de medida (de Lebesgue) de conjuntos medibles, etcétera. La introducciéon de
los conceptos de conjuntos de primera y segunda categoria y de conjunto residual se enmarca en
este tipo de précticas. La idea es que los subconjuntos de primera categoria de un espacio métrico
deberian ser pequenos, los de segunda categoria deberian ser grandes y los residuales, enormes.
;Pero es verdaderamente asi? No, no lo es. Al menos, no siempre. Por ejemplo, todos los subconjuntos
de @ son de primera categoria (porque son finitos o numerables), por ende QQ no tiene subconjuntos
de segunda categoria, y todos son residuales. Sin embargo, @ es un espacio métrico patolégico.
Enseguida veremos que en espacios razonables, los conjuntos de primera y de segunda categoria se
comportan como deben.

Definicién 6.0.6. Un espacio métrico es un espacio de Baire si todos los subconjuntos de primera
categoria tienen interior vacio.

Proposicion 6.0.7. Para todo espacio métrico X son equivalentes:
1. X es un espacio de Baire.
2. Todo subconjunto residual de X es denso.
3. Toda unién numerable de cerrados con interior vacio, tiene interior vacio.
4

Toda interseccion numerable de abiertos densos, es denso.

Demostracion. 1. < 2. Porque un subconjunto de X tiene interior vacio siy solo si su complemento
es denso.

3. © 4. Por las leyes de Morgan, porque un subconjunto de X es abierto si y solo si su complemento
es cerrado, y porque un subconjunto de X es denso si y solo si su complemento tiene interior Vaci

1. = 3. Como un conjunto es cerrado si y solo si coincide con su adherencia, el item 1 implica el
item 3.

3. = 1. La unién de una familia numerable (A;, A2, As,...) de conjuntos nunca densos A; tiene
interior vacio, porque esta incluida en el conjunto U2, A;, cuyo interior es vacio por hipétesis. [

Observacion 6.0.8. Por definicién, un espacio métrico es de Baire si sus subconjuntos de primera
categoria son pequefios en un sentido topoldgico preciso. Ademas, por la Observacion[6.0.4} ningtin
subconjunto de segunda categoria de X puede estar incluido en uno de primera categoria. En otras
palabras, ningtin subconjunto de segunda categoria de X es menor que uno de primera categoria,
respecto de la inclusion. Por otra parte, por la Proposicién[6.0.5} todo subconjunto residual de X es
de segunda categoria y, nuevamente por la Observacion ningin subconjunto no residual de X
puede incluir a uno residual.
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Notas

Por definicién, si una unién numerable U‘l?il C;, de cerrados de un espacio de Baire, tiene interior
no vacio, entonces C;.’ # ¢ para algun i . El siguiente resultado prueba que, més precisamente,

o
si (U‘l?‘z’l C,-) interseca a un abierto U, entonces C; interseca a U para algun i.

Teorema 6.0.9. Si (C;);cIv es una familia de cerrados de un espacio de Baire X y U es un abierto de X
que corta al interior de U;’Zl C;, entonces U corta a U‘l?‘;1 C :’ Dicho de otra forma,

o0 ° o0

Uun|lUCi| #e=>UnJC; #92.
i=1 i=1

Demostracion. Debemos probar que existe n € IN tal que U N C;, # . Como U es abierto,

Un

GCi)o?m v G(Unci):UnGCiQUm(gCi)

i=1

el interior de_U‘l?‘:’1 (U N C;) es no vacio. En consecuencia, por la Proposicién existe un subindi-
ce ntal que (UN C,)° # @. Pero entonces

UncC,2Un(UnCy)’ #9,

donde la tltima desigualdad vale porque U es denso en U y (ﬁm Cn)o, es un abierto no vacio
de U. O

Corolario 6.0.10. Si(C;);e es una familia de cerrados de un espacio de Baire X y el interior de 72 | C;
es denso, entonces 72, C7 es denso.

Demostracion. Esto es una consecuencia inmediata de Teorema[6.0.9|porque un subconjunto de X
es denso siy solo si su interseccién con cada abierto U de X es no vacio. O

Notas

[1]. Supongamos que el item 3 es verdadero. Entonces para cada familia numerable (Uy,) ,ev de
abiertos densos de X,

o0 o0
X\ ui=UJX\U;
i=1 i=1

tiene interior vacio. Por lo tanto ﬂ‘i";l U; es denso. Reciprocamente, si el item 4 es verdadero,
entonces para cada familia numerable (C,) ,ev de cerrados con interior vacio de X,

(00} (00}
xX\JcCi=Nx\¢
i=1 i=1

es un subconjunto denso de X, por lo que (32, C; tiene interior vacio.

6.1. El Teorema de Baire

Teorema 6.1.1 (Teorema de Baire). Los espacios métricos completos son espacios de Baire.
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Demostracion. Debemos probar que si X es un espacio métrico completo y (C;) ;v €s una familia
numerable de cerrados de X con interior vacio, entonces Ulo.zl C; tiene interior vacio. Supongamos
que esto no es cierto para un X y una familia (C;);c, y tomemos un abierto U de X incluido
en U‘l?‘;1 C;. Como el interior de C; es vacio, existe x; € U \ C;. Por lo tanto, como U \ C; es abierto,
hay una bola cerrada Erl (x1) tal que E,l (x)csUyCn Erl (x1) = @. Podemos suponer ademas
que 71 < 1. El mismo argumento prueba que hay una bola cerrada By, (x,), de radio menor que 1/2,
tal que Erz (x2) S E,l (x1) y G nErz (x2) = @. Siguiendo con este procedimiento obtenemos una
sucesion de bolas cerradas
By, (x1), B, (x2), Br, (x3), By, (X4), ...,

cada una incluida en la anterior, cuyos radios tienden a cero y tales que C; N B; = . Por el Teo-
rema 5_ 1.13| la interseccion (12, B; contiene un punto x, que no puede estar en ningun C;. Pero
comoB;cUc U‘l?‘;1 C;, esto es imposible. O

No todos los espacios métricos son espacios de Baire. Por ejemplo, como ya vimos, @ no lo es.
Por otra parte, hay espacios métricos no completos que son espacios de Baire. Quizds la forma mas
facil de convencerse de esto es notar que si a un espacio métrico completo (o, més generalmente, a
un espacio de Baire) se le sustrae un cerrado con interior vacio, lo que queda es un espacio de Baire.
El siguiente resultado generaliza este hecho.

Proposicion 6.1.2. Si X es un espacio de Baire, Y es un subconjunto denso de X y existen abiertos U;
de X (i€ IN) tales que Y =N ;e U;, entonces Y, con la métrica inducida, es un espacio de Baire.

Demostracién. Debemos probar que la interseccion de una familia numerable arbitraria (V) jeN de
abiertos densos de Y, es un conjunto denso de Y. Por la Proposicién[2.1.20} para cada j € IN existe
un abierto W; de X tal que V; = W; nY. Entonces

A=(Vi=WinY=[W;nU;
ielN jelN jelN
ielN
es interseccién de una familia numerable de abiertos densos de X y, por lo tanto, como X es de Baire,
es denso en X. Como A< Y esto implica que A esdensoen Y. O

Definicién 6.1.3. Un subconjunto de un espacio métrico X es llamado un conjunto G si es inter-
seccién de una familia numerable de abiertos de X y es llamado un conjunto F; si es unién de una
familia numerable de cerrados. Un subconjunto de X es ambiguo si es un Gs y un F;

Ejemplos 6.1.4. Cada subconjunto abierto de X es un G5 y cada subconjunto cerrado de X es un
F,. Como los puntos son cerrados, cada subconjunto numerable de X es un F;; y cada subconjunto
de X obtenido quitandole a X un subconjunto numerable de puntos es un Gs. En particular Q es un
subconjunto F,; de R. Si X es discreto y numerable, entonces todos sus subconjuntos son ambiguos.

Ejercicio 6.1.5. Pruebe que toda unién numerable de F;’s es un F,; y que toda interseccién numerable
de Gs’s es un Gg.

Observacion 6.1.6. La Proposicién dice que todo subconjunto G5 y denso de un espacio de
Baire es un espacio de Baire.
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Ejemplo 6.1.7. El conjunto R\ Q) de los ntimeros irracionales, con la métrica usual, es un espacio de
Baire. En efecto, como R es un espacio de Baire, R\ Q es denso en Ry

R\Q= [ R\{x},
xeQ

esto es un corolario de la Proposicién|6.1.2

Proposicién 6.1.8. Si un subconjunto de un espacio métrico completo es un Ggs, entonces es un espacio
de Baire.

Demostracién. Si X es un espacio métrico completo e Y € X es un Gg, entonces Y esun Gs de Y.
Como Y es completo porque es un cerrado de un espacio métrico completo, el resultado se sigue del

Teorema y la Proposicién O

Ejemplo 6.1.9. El conjunto de los nimeros racionales no es un Gs de R, porque si lo fuera seria un
espacio de Baire, y sabemos que no lo es.

Ejercicio 6.1.10. Pruebe que para todo espacio métrico X las siguientes afirmaciones son equivalen-
tes:

1. X es un espacio de Baire.
2. Toda unién numerable de F;’s con interior vacio es un F, con interior vacio.

3. Toda interseccién numerable de Gs’s densos es un G5 denso.

Recordemos que un punto x de un espacio métrico X es aislado si existe r > 0 tal que B, (x) = {x}.
Esto es, si {x} es un abierto de X. Recordemos también que un espacio métrico infinito (y los espacios
sin puntos aislados lo son) no puede tener ningtin subconjunto denso finito. Por consiguiente, los
conjuntos densos considerados en el teorema que sigue y en su corolario no pueden ser finitos.

Teorema 6.1.11. Si X es un espacio de Baire sin puntos aislados y G < X es un Gg denso, entonces G es
no numerable. En particular X es no numerable.

Demostracion. Escribamos G como interseccion G = ﬂ‘i’il U;, de una familia numerable de abier-
tos (U;)ijen- Si G fuera numerable (digamos G = {x; X, ...}) entonces

@=GNnX\G=[U;in[] X\{x;},
ielN jelN
lo que contradice la hipétesis de que X es un espacio de Baire, porque los conjuntos X \ {x;} son
abiertos densos debido a que los puntos x; no son aislados. O

Corolario 6.1.12. Si X es un espacio métrico completo con finitos puntos aislados, entonces X no es
numerable (aunque puede ser finito).

Demostracion. Si X es finito no hay nada que probar. Supongamos entonces que X es infinto y
denotemos con ais(X) al conjunto de sus puntos aislados. Como ais(X) es finito y abierto (porque es
una unién finita de conjuntos abiertos), X \ ais(X) es un subespacio completo sin puntos aislados
de X. En consecuencia, Por el Teorema|6.1.11, como X \ ais(X) es trivialmente un G5 de si mismo,
X\ ais(X) (y por lo tanto también X) es no numerable. O
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6.2 Aplicaciones

6.2. Aplicaciones

En esta seccién

6.2.1. Puntos aislados

El resultado de esta subseccion estd muy relacionado con los tltimos resultados de la seccién
anterior. Dado un subconjunto A de un espacio métrico X, denotemos con ais 4 (X) al subconjunto
de A formado por los puntos aislados de X que estdn en A.

Proposicién 6.2.1. Si X es un espacio de Baire, entonces V = aisy (X), para cada abierto numerable V
de X. Ademdis, aisy (X) es infinito

Demostracion. Es claro que aisy (X) < V. Supongamos que V' \aisy (X) es no vacio. Entonces es finito
y todos sus puntos son aislados, lo que es absurdo, o es un abierto infinito numerable. Si este es el
caso, entonces, por el Teorema[6.0.9} alguno de sus puntos es aislado, lo que también es absurdo.
Resta probar la dltima afirmacion. Pero si aisy (X) fuera finito, entonces tendriamos

V =aisy (X) = aisy (X),

lo que es falso porque V es infinito. O

6.2.2. Funciones continuas sin derivada en ningtin punto

Durante mucho tiempo se discutio6 si existian funciones continuas sin derivadas. Por ejemplo,
Lagrange creia que toda funcién continua era derivable salvo posiblemente en un conjunto pequefio
de puntos, pero Riemman pensaba que existian funciones reales continuas de variable real no
derivables, y propuso un ejemplo, que result6 ser falso. El primer ejemplo de una funcién continua
sin derivada en ningtin punto publicado en una revista de matemadtica con referato fue dado por
Weierstrass, pero parece haber uno anterior debido a Bolzano. Para mds detalles ver el libro de Brito
mencionado arriba. Aplicando el Teorema de Baire es posible probar que las funciones continuas sin
derivada no solo existen sino que son la mayoria.

Definicién 6.2.2. Una funcién continua g: [a, b] — R es lineal a trozos si existe una particion
Aa=Xg<X1<-<Xp_1<Xp=b
de [a, b] tal que la restriccién de g a [x;, x;+1] es una funcién afin g(x) = a;x + ; para todo i.
El siguiente resultado es interesante en si mismo.

Proposicion 6.2.3. El conjuntoLT([a, b],R), de las funciones lineales a trozos de [a, b] en R, es denso
en (C(la, b, R), dwo)-

Demostracion. Fijemos f € C([a, b],R). Debemos probar que para todo € > 0 la bola B, (f) contiene
funcién lineal a trozos g: [a, b] — R. Puesto que f es uniformemente continua, existe § > 0 tal
que | f(x)— f(x)| < e/2 siempre que |x— x'| < §. Tomemos n € IN mayor que (b— a)/8, y consideremos
la particién

a=xg<xX1<:-<Xp_1<Xp=>b
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de [a, b], donde x; = a+i(b—a)/n. Afirmamos que la tnica funcién g: [a, b] — R que coincide con f
en cada punto de la particién y es lineal en cada intervalo [x;, x;11], pertenece a B¢(f). En efecto, por
la desigualdad triangular,

1g(x) = f(X)=1g(x)—gx)I+18(x) — f(x)| <el2+€el2 =k,
para todo x € [a, b], donde x; es el punto de la particién més cercano a f. O

Definicién 6.2.4. Por definicion, la mdxima pendiente MP(f, x), de una funcién f: [a,b] — R en un
punto x € [a, b], es el supremo de los valores |(f(x +h)— f(x))/h|. Asi,

:x+h€[a,b]}.

Observacion 6.2.5. Si MP(f, x) > MP(g, x), entonces

MP(f + g,x) = MP(f,x) - MP(g, x),

porque
U+@u+m—q+gu)_fu+m—ﬂm+gu+m—mm
h B h h
- fx+h)-f(x _’g(x+h)—g(x)
h h h

para todo h, donde la primera desigaldad vale por la Observacion[1.2.5]

Lema 6.2.6. Para todo M, N € (0,00) existe h € C([a,b],R) tal que |hlloo =< M y MP(h,x) > N para
todo x.

Demostracion. Consideremos la particion
Aa=x9<X1<-<Xp_1<Xp=b

de [a, b],donde x; = a+i b;n“. La funcién lineal a trozos h: [a, b] — R, afin en cada intervalo [x;, xj+1],
determinada por

M siiespar,
h(x;) = L
—M siiesimpar,

satisface las condiciones pedidas si n = W. O

Teorema 6.2.7. El conjunto de las funciones continuas f: [a, b] — R derivables algtin punto es de
primera categoria en (C([a, b],R), dwo).

Demostracion. Consideremos los conjuntos
C,={f€C(la,b],R) : MP(f, x) < n para algiin x},

donde n varia sobre los niimeros naturales. Como la unién de los C,, incluye a todas las funciones
derivables en algin punto, para terminar la demostracion bastaré probar que cada C,, es cerrado con
interior vacio.
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C,, es cerrado. Porla misma definicién de C,;, dada una sucesion (f;) ;e de puntos de C,, que tiende
uniformemente a una funcién f: [a, b] — R, existe una sucesién (x;);ey de puntos de [a, b] tales
que MP(f;, x;) < n para todo i. Como [a, b] es compacto, (x;);e]N tiene una subsucesién convergen-
te (xij)jE]N. Digamos que x es su limite. Dado h tal que x + h € [a, b], exite una sucesion (h;) jew que
tiende a £, tal que x;; + i1 € [a, b] para todo j. Como £ es arbitrario, la igualdad

hj

j—oo

=n,

'f(x+h)—f(x)
h

prueba que MP(f, x) < n. Asi, f € C,.

C, tiene interior vacio. Debemos probar que cada bola abierta B, (f) con centro en una funcién
continua arbitraria f, tiene puntos que no estan en Cj,. Por la Proposicion[6.2.3] sabemos que hay
una funcién lineal a trozos g: [a, b] — R a distancia menor que r/2 de f. Como forman un conjunto
finito, los médulos de las pendientes de los trozos lineales de g estdn acotados por un nimero
natural m. Por el Lema[6.2.6) sabemos que existe una funcién continua k: [a, b] — R con |h(x)| < r/2
y MP(h, x) > m + n para todo x. Por la desigualdad triangular la funcién g + & pertenece a B, (f) yla
Observacién|6.2.5\muestra que no estéd en C,,. O

6.2.3. Principio de acotacién uniforme

Fijemos una familia (f;);c; de funciones continuas, de un espacio métrico completo X en R. Para
cada n € IN, denotemos con C, al conjunto de los x € X tales que |f;(x)| < n para todo i € I. Notemos
que Cj, es cerrado porque C, = (e fl._l([—n, nl), y que

{xEX:suplf,-(x)lzoo}:X\ U Cn.
iel nelN

Teorema 6.2.8 (Principio de acotacién uniforme). Si{x € X :sup;.;|fi(x)| = oo} no es denso, entonces
hay un abierto novacioU € X yun m =0 tal que | f;(x)| < m para todoi€ I y todo x € U.

Demostracion. La hipdtesis dice que hay un abierto no vacio V de X tal que

Vﬁ{xEX:suplfi(xN:oo}:(D,

iel

o, lo que es igual,

ve  Cn.
nelN
Pero entonces, por el Teorema/6.1.1 existe m tal que C,, # @. Asi, podemos tomar U = C;,. O

Observacion 6.2.9. En realidad vale un resultado més fuerte. Por el Teoremal6.0.9] si V es un abierto
de X que corta al interior de U, Cy, entonces existe un abierto no vacio U € V yun m = 0 tal
que |f;(x)] <= mparatodoieIytodoxeU.
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CAPITULO

EL TEOREMA DEL PUNTO FIJO PARA CONTRACCIONES

En este capitulo, salvo que se indique otra cosa, dados una funcién f: X — X y un nimero
natural n, el simbolo f” denota a la potencia n-ésima de f respecto de la composicion. Asi, f” esla
composicién de f, consigo misma, n-veces.

Definicién 7.0.1. Un punto x de un conjunto X es un punto fijo de una funcién f: X — X si f(x) = x.

Ejemplos 7.0.2. Todos los puntos de X son puntos fijos de la funcién identidad idx. La funcién
f:11,2} —{1,2}, dada por f(1) :=2vy f(2) := 1, no tiene puntos fijos.

Definicién 7.0.3. Una funcién f: X — X es una contraccién si existe 0 < x <1 tal que
d(f(x),f(»)<xd(x,y) paratodox,ye€ X.
Esto es, si es una funcién de Lipschitz con constante de Lipschitz menor que 1.

Ejemplo 7.0.4. Supongamos que f: R — R es una funcién derivable. Si existe un ntimero real x < 1
tal que |f’(x)| < x para todo x, entonces f es una contraccién. En efecto, por el Teorema del valor
medio de Lagrange, para todo par de puntos x, y € R con x < y, existe c € (x, y) tal que

lf) - FfI=1f (Ox-pI<xy-x) =xly— x|

Teorema 7.0.5 (Teorema del punto fijo para contracciones). Si (X, d) es un espacio métrico completo,
entonces toda contraccién f: X — X tiene un tinico punto fijo x. Ademds, para cada xo € X, la
sucesion (f"(xo)) ey tiendeaxy

n

d(f"(x0),x) < lK d(xo, f(x0))  paratodoneNN, (7.1)

-K
dondex es la constante de Lipschitz de f
Demostracion. Unicidad: Si f(x) = xy f(y) = y, entonces d(x,y) = d ( f, f (y)) < xd(x,y). Co-

mo « < 1, forzosamente x = y.
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Existencia: Elijamos xg € X y consideremos la sucesién xg, x1, x2 ..., donde x, = f"(xp). Como f es
una contraccion, para todo m = n,

d(xp, xm) = d(f" (x0), [ (x0))
<«"d(x0, [ (x0))

m—n—1

<x" Y d(f'(x0), [ (x0))
(7.2)

i=0
m-n-1

SK”( > K’)d(xo,f(xo))
i=0

=< X d(xO,f(X())).

1-x

Esto implica que (x,) ey es de Cauchy, porque k" tiende a 0 cuando 7 tiende a infinito. Por lo tanto,
como es completo, (x,) ey converge. Escribamos x = lim,,_.o, X,,. Entonces

F@ = f(lim (o) = lim F™*(xp) = x.

Resta probar que la tltima afirmacién es verdadera. Pero como d(xn, f (x)) =1lim;;— 00 d (X5, Xm), €StO
es una consecuencia de la desigualdad (7.2). O

El corolario que sigue dice que si dos iteraciones consecutivas [~ " (xo) y """ *!(x¢) estan cerca,
entonces el punto fijo no puede estar lejos.

Corolario 7.0.6. Con las notaciones y las hipdtesis del Teoremal|7.0.5,

r

d(f"_r(xo),f”_r+1(x0)) paratodor,ne N, conr < n.

d(f" (xo), x) < 1"

Demostracion. Esto no es mds que la cota[7.1} cuando la iteracién para aproximar el punto fijo x se
empieza en f"~"(xg) en lugar de x,. Esto es, cuando para obtener sucesivas aproximaciones a x se
usa de la sucesion f(zo),fz(zo),f3(z0),..., con zg == [ (xp). O

Ejemplo 7.0.7. Lafuncién f: R — R, definida por f(x) := %arccot(x), donde arccot(x) es el tnico
y € (0,7) tal que cot(y) = x, tiene derivada f'(x) = ﬁ y, por lo tanto, es una contraccién con
constante de Lipschitz k < % (en realidad %). En consecuencia tiene un tnico punto fijo X. Queremos
calcular X en forma aproximada. En la segunda columna del cuadro[7.1]figuran los resultados de las
primeras 10 iteraciones de f, empezando en xp = 0. En la tercera columna calculamos la cota, dada
por la férmula[7.1} del error cometido en las sucesivas aproximaciones de X obtenidas en la segunda

columna.

Observacion 7.0.8. La hipétesis de que d(f(x), f(y)) < d(x,y) para todo x,y € X con x # y es lo
suficientemente fuerte como para concluir que f puede tener a lo sumo un punto ﬁj pero no
basta para garantizar lo tenga. Por ejemplo, supongamos que x; < x» < x3 < --+ €s una sucesion
estrictamente creciente de niimeros reales que no es de Cauchy (o, lo que es igual, que tiende a
infinito) y tiene la propiedad de que x;;+2 — xj+1 < Xj;+1 —X; paratodo i. Entonces X := {x; : i € N} esun
subespacio cerrado (y por lo tanto completo) de R, yla funcién f: X — X, definida por f(x;) := x;j+1
no tiene puntos fijos. Pero

LF ) = FX)] = Xju1 = Xig1 = Xjo1 = X+ Xj = Xig1 <Xj— Xig1 + Xip1 — X = X — X

1

para cada par i < j de indices. Un ejemplo concreto se obtiene tomando x; := le 7
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El teorema del punto fijo para contracciones

7.1 Existencia y unicidad de soluciones

Cuadro 7.1: Sucesivos valores de f"(0)

n f(0) | £(0)]
1 0.785398163397448 0.785398163397448
2 0.452511288383271 0.392699081698724
3 0.572927987477856 0.196349540849362
4 0.525260306808957 0.098174770424681
5 0.543572642458640 0.049087385212341
6 0.536450568133418 0.024543692606171
7 0.539207614801741 0.012271846303086
8 0.538138378864879 0.006135923151543
9 0.538552757237983 0.003067961575772
10 0.538392122547261 0.001533980787886

7.1. Existenciay unicidad de soluciones de ecuaciones diferenciales

Ahora probaremos un famoso teorema de Picard acerca de la existencia y unicidad de las solucio-
nes de ciertas ecuaciones diferenciales. En el proceso usaremos libremente el concepto de derivada
e integral de funciones reales con valores en R".

Teorema 7.1.1. Supongamos que tenemos una ecuacion diferencial

dy

a - f(x) J/),
donde f: U — R es una funcion continua definida en un abierto U de R x R". Si existe un M =0 tal
que

Aoo(f (X, Y1), f(%,¥2)) < Mdoo(y1,¥2)  paratodo (x,y1) y (x,y2) en U,

entonces para cada (xo, yo) € U existe un segmento [xy — d, xo + d] y una tinica funcion diferenciable
@: [xo—d,xo+d] — R",

cuyo grdfico pasa por (xy, yo), tal que

d
o el vy 22w = flxpx)

todo x € —d,xy+d],
dx para todo x € [xg X0 ]

o0, equivalentemente, tal que (x,p(x)) € U para todo x € [xo—d,xo+d] y

X
Q(x) = y0+f ft, o) dt. (7.3)
Xo
Demostracion. Por el Teorema sabemos que el conjunto C([xo — d, xo + d], R"), de las fun-
ciones continuas de [xy — d, xo + d] en R”, es un espacio métrico para cada d > 0 (aqui tanto a
R"™ como a C([xp — d, xo + d], R") los consideramos provistos de la distancia d,). Como f es con-
tinua, existen K = 0 y un entorno abierto V de (xg, yo), incluido en U, tal que || f(x, ¥) oo < K para
todo (x, y) € V. Dado que es abierto, este conjunto V incluye una infinidad de rectdngulos n + 1-di-

mensionales Ry , := [xo — d, xo + d] x B’riloo [yol, con centro (xp, yo). Escribamos

Da, = C(lx0 — d, xo + dl, B&[yp]).
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7.2 Una generalizacién El teorema del punto fijo para contracciones

Ahora mostraremos que los ntimeros d y r pueden tomarse en forma tal que la corresponden-
cia@: Dy, — C([xo —d, xo +d],R"), dada por

X
A((P)(x) = J/O+f f(t)(p(t))dty

aplica D;,, en Dy ;, y define por correstriccién una contraccién de Dy ;. Esto es suficiente para con-
cluir que existe una funcién ¢ que satisface la tesis del enunciado. En efecto, por el Teorema(5.1.23),
sabemos que Dy , es un espacio métrico completo. En consecuencia, por el Teorema([7.0.5} como A
es una contraccioén de Dy ,, hay una tinica funcién ¢ en D, , que satisface la igualdad (7.3), como
queremos. Veamos ahora que d y r pueden elegirse en forma apropiada. La desigualdad

IA(@)(x), Yolloo =

f f(t,tp(t))dtH < Klx - xol,

[e 0]

muestra que para que A aplique Dy , en si mismo basta tomar r = Kd, y la desigualdad

(A1) (%) = Al@2) () oo =

f (f(t,01(0) = f(£,2(1)) dt” < Md|¢1, 92l

0 [e9)

muestran que para que A sea una contraccion es suficiente tomar d de forma tal que Md < 1. Como
ambas cosas pueden hacerse esto termina la demostracién de la existencia de una solucién de la
ecuacion diferencial. Pero en principio no es suficiente para probar la unicidad. Por el teorema
del punto fijo para contracciones es claro que hay una sola solucién ¢ que satisface ¢(xy) = yo
y lp(x) — yoll < r para todo x € [xp — d, xp + d]. Pero en principio podria haber otras. Supongamos que
hay otra solucién @. Entonces existe al menos un punto x € [xy — d, xo + d] tal que [|p(x) — yoll > r.
Supongamos que algunos de estos puntos son mayores que Xp Y tomemos su infimo x;. Por la
continuidad de @, necesariamente [|¢(x) — y; || = r. Pero, por otra parte,

X1 X1
ff(t,(ﬁ(t))dtH sf @) di< K -x0) <,

0 0

lp(x1) = yolloo =

porque | flloo < K sobre R; , y r = Kd. De modo que no hay puntos x mayores que xp con @(x) >r.
Un cdlculo similar muestra que tampoco hay puntos x menores que x, con @(x) > r. Por lo tanto la
solucién es Unica. O

7.2. Una generalizaci6on

Teorema 7.2.1. Si (X,d) es un espacio métrico completoy f: X — X es una correspondencia tal
que f™ es una contracion para algtin ng € IN, entonces f tiene un tinico punto fijo.

Demostracion. Como, por el Teorema la funcién f™ tiene un solo punto fijo, f no puede tener
maés de uno, porque todo punto fijo de f también lo es de f. Supongamos que x es el Ginico punto
fijo de f™. Entonces las igualdades

f=f(frw)=f"(fw),

muestran que f(x) también es un punto fijo de ™. Como el punto fijo de f™ es tinico, esto implica
que f(x) = x. Asi, f tiene un punto fijo, como queremos. O
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El teorema del punto fijo para contracciones 7.2 Una generalizacion

Ejemplo 7.2.2. Es facil mostrar que existe una funcién f que satisface las hipétesis del Teorema|7.2.1}
con el minimo 7 tal que f” es una contraccién arbitrariamente grande. En efecto, para ello basta
tomar X :={1,..., n}, con la métrica discreta, y definir

1 sii=1,
()=
! {i—l sii>1.

Ahora usaremos el teorema anterior para probar que un tipo de ecuaciones integrales tiene
solucién tnica.

Teorema 7.2.3. Fijemos un intervalo cerrado [a, b] de R y denotemos con T al tridngulo formado
por los puntos (x,y) € [a,b] x [a, b] con y < x. Consideremos funciones continuas K: T xR — R
y@: la,bl — R. Si K satisface la siguiente condicion de Lipschitz con respecto a la tercera variable:

IK(x,y,21) — K(x,y,22)| < M|z1 — 22| paratodo (x,y,z1) y (x,y,22) en T xR,

entonces la ecuacion integral

Fo=1 f Koy, fO) dy + (), (7.4)

donde A € R es arbitrario, tiene una tinica solucion continua f: [a, b] — R.
Demostracion. Consideremos la aplicacién
A: C([a,b],R) — C([a, b],R),
definida por
A(H)(x) = f:K(x,y,f(y)) dy+@(x).
Afirmamos que

(x—a)"
n!

dA" (LX), A" (H)(x) < A" M" doo(f1, f>) paratodo x € [a,b].

En efecto, el caso n =0 es trivial, y suponiendo que el resultado vale para n, obtenemos

d(A™ () (x), A" (f) (%) = Al

f (K(x, 3, A" () = K(x, 3, A" (f2) () dy

X
<|Al sup IK(x,y, A" (L)) — K(x, 3, A" (L))l dy

x€la,blJa
X
SMI[ MIA" (L)) - A" (L)) dy
a

y-a)"
n!

X
< wa A M deo(fi, f) dy
a

Ty-a)”
— M df fo) [y
a .

n+1
n+1 (x-a)
(n+1)!
lo que prueba la afirmacién. En consecuencia A” es una contraccién para n suficientemente grande.
Por lo tanto, por el Teorema la ecuacion integral (7.4) tiene una tinica solucién continua. O

=AM doo(f1, f2),
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CAPITULO

COMPACIDAD

8.1. Primeras caracterizacionesy propiedades basicas

Recordemos que una coleccién (Uy) 1ep de subconjuntos de un espacio métrico X es un cubri-
miento de un subconjunto A de X si A <Ujea Uy. Un subcubrimiento de (Uy) yea €s una subfamilia
(Ux) re= que también cubre A. Un cubrimiento de A es abierto si sus miembros son abiertos. A pesar
de que hemos definido un cubrimiento de A como una familia de subconjuntos de X, a veces diremos
que un subconjunto de partes de X es un cubrimiento de A (después de todo un conjunto puede
transformarse en una familia simplemente tomando como conjunto de indices el mismo conjunto).

Definici6n 8.1.1. Un espacio métrico X es compacto si todo cubrimiento abierto de X tiene un
subcubrimiento finito. Un subconjunto Y de X es compacto, silo es con la métrica inducida.

Observacion 8.1.2. Por la Proposiciéon|2.1.20;, un subconjunto Y de un espacio métrico X es com-
pacto si y solo si cada familia (Uy) ep de abiertos de X tal que Y < Ujep Uy tiene una subfamilia
finita (Uy) ze= tal que Y < U= Uy . Dicho de otro modo, si cada cubrimiento de Y por subconjuntos
abiertos de X tiene un subcubrimiento finito.

Proposicién 8.1.3. Para cada espacio métrico X las siguientes afirmaciones son verdaderas:
1. Todo subconjunto compacto C de X es cerrado.
2. Si X es compacto y C es cerrado, entonces C es compacto.
Demostracion. 1. Veamos que X \ C es abierto. Tomemos xy € X \ C. Para cada x € C, existen

bolas abiertas disjuntas B¢, (xp) y B¢, (x). Como X es compacto existen xi,...,x, € C tales que
Cc U?:l Bex,- (x;). Es evidente que ﬂ?zl Bex,- (xp) es un entorno de xy que no cortaa C.

2. Tomemos un cubrimiento (U;);e; de C por abiertos de X. Como X es compacto y C es cerrado,
existen iy,..., i, € I tales que X = ( [ Ui;) U(X\ C), por lo que, necesariamente, C < Ui, Ui O

Observacion 8.1.4. Por las Leyes de Morgan, un espacio métrico X es compacto si y solo si toda
coleccién de cerrados de X con interseccién vacia tiene una subcoleccion finita con intersecciéon
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8.1 Primeras caracterizaciones y propiedades bdsicas Compacidad

vacia. En efecto, supongamos que X es compacto y tomemos una coleccion (Cy) ye 5, de subconjuntos
cerrados de X, con interseccién vacia. Entonces, por las Leyes de Morgan,

Ux\cp=x\NCi=X.
AeA AeA

En consecuencia, como X es compacto ylos X \ Cy son abiertos, existen 1;,---,1, € A tales que
(X\Cr)u---UX\Cy ) =X

y, por lo tanto, nuevamente por las leyes de Morgan, Cy, n---n Cy, = @. El mismo argumento, reem-
plazando los cerrados por abiertos, las intersecciones por uniones y las uniones por intersecciones,
prueba que si toda familia de cerrados de X con interseccién vacia tiene una subfamilia finita con
interseccion vacia, entonces X es compacto.

Definicién 8.1.5. Un subconjunto A de un espacio métrico X es totalmente acotado si para to-
do € > 0 existen n. € IN y subconjuntos M;,..., M, de X, talesque A< U?il M; ydidm(M;) < € para
todo i. Dicho de otro modo, A es totalmente acotado si para todo € > 0 hay una subfamilia finita de
subconjuntos de didmetro menor que € de X, que cubre A.

Proposicion 8.1.6. Para cada conjunto A de un espacio métrico X, las siguientes afirmaciones son
verdaderas:

1. A es totalmente acotado siy solo si para todo € > 0 existen finitos puntos xi, ..., X, en A tales
que
min{d(x,x;):1<i<m¢}<e paratodoxe A.

En otras palabras, A < U?i‘l Be(x;).
2. Si A< B < X y B es totalmente acotado, entonces A también lo es.
3. Si A es totalmente acotado, entonces A también lo es.

4. Si A es totalmente acotado y f: X — Y es uniformemente continua, entonces f(A) es un subcon-
junto totalmente acotado de Y .

5. Si A es totalmente acotado, entonces A es acotado.

6. Si A no es totalmente acotado, entonces existen € > 0 y una familia (x,) eIy de puntos de A tal
qued(x;,xj) =€ paratodo i, j.

Demostracion. Si A es totalmente acotado, entonces tomando un punto x; en cada M; (donde los
M;’s son los conjuntos cuya existencia se asegura en la Definicién[8.1.5), obtenemos puntos x1,..., Xy,
tales que cada x € X dista menos que € de algiin x;. Reciprocamente, si esto es cierto, entonces las
bolas Be(x1),...,Be(xs,) tienen didmetro menor que 2¢ y su unién incluye al conjunto A, que por
lo tanto es totalmente acotado. Esto prueba que el item 1 es verdadero. El item 2 lo es porque toda
familia de subconjuntos de X que cubre B, cubre A. El item 3 vale porque el didmetro de un conjunto
esigual al de su adherenciay

Ne Ne

AcUMi=AcUM;.

i=1 i=1
Veamos que vale el item 4. Como f es uniformemente continua, para todo € > 0, existe § > 0 tal
que d(x,x') <6 = d(f(x), f(x')) < e. En consecuencia, la imagen por f de cualquier subconjunto
de didmetro menor que § de X es un subconjunto de didmetro menor que € de Y, y, por lo tanto,
para cada familia finita (M, ..., M}), de subconjuntos de didmetro menor que 6 de X, que cubre A,
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Compacidad 8.1 Primeras caracterizaciones y propiedades bdsicas

la familia (f (M), ..., f(My)) es un cubrimiento de f(A) mediante conjuntos de didmetro menor
que e. El item 5 es verdadero por el Ejercicio[10]de la Secci6én[1.6]y porque A es una union finita de
conjuntos de didmetro menor que 1. Para probar que lo es el item 6, notemos que si la condicién
establecida en el item 1 es falsa para algtin € > 0, entonces dado un punto arbitrario x; de A, existe
X2 € A\Be(x1), porque A & B¢ (x1); existe x3 € A\ (B¢ (x1) UB¢(x2)), porque A & B¢ (x1) UB¢(x2), etcétera.
La familia (x,) ,ev construida de este modo satisface la condicién pedida en el enunciado. O

Proposicion 8.1.7. Todo espacio métrico totalmente acotado es separable.

Demostracion. Supongamos que X es un espacio métrico totalmente acotado. Entonces, para ca-
da n € IN existe un conjunto finito de puntos F, en X tal que By,,(x) N F,, # @ paratodo x € X. Es
claro que Uye Fj es denso y numerable. O

Lema8.1.8. Consideremos un cubrimiento abierto (U;) ;<1 de un espacio métrico totalmente acotado X.
Si X no es cubierto por ninguna subcoleccion finita de (U;) ;c1, entonces para todo € > 0 hay una bola
cerrada B¢ [x] que no es cubierta por ninguna subcoleccion finita de (U;) je].

Demostracion. Como X es totalmente acotado hay puntos xy, ..., x, € X tales que X = Ul’.l:1 Be[x;]. Si
todas estas bolas cerradas fueran cubiertas por subcolecciones finitas de (U;) ;e 1, entonces X también
lo seria. O

Teorema 8.1.9. Para todo espacio métrico X son equivalentes:
1. X es compacto.
. A # @ para todo subconjunto infinito A de X.

. Toda sucesion (x,) nev de puntos de X tiene una subsucesion convergente.

2

3

4. X es totalmente acotado y completo.

5. Todo cubrimiento numerable de X tiene un subcubrimiento finito.
6

. Toda coleccion numerable de cerrados de X con interseccion vacia tiene una subcoleccion finita
con interseccion vacia.

Demostracion. 1.= 2. Supongamos que A’ = @ para algin subconjunto infinito A de X. Entonces A
es cerrado y cada x € A es el centro de una bola abierta B, (x) tal que B¢ _(x) N A es finito. En conse-
cuencia {X\ A} U {B¢, (x) : x € A} es un cubrimiento abierto de X que no tiene ningtn subcubrimiento
finito.

2. = 3. Esclaro que si {x; : n € IN} es un conjunto finito, entonces xp, Xy, ... tiene una subsucesién
convergente (de hecho, una subsucesion constante). Si {x,, : n € IN} es infinito, entonces tiene un
punto de acumulacién x, lo cual nos permite construir una subsucesion (x,) ;eI que tiende a x,
simplemente tomando x,,, € Bﬁ (%) N {Xp41, Xpj42,- .-}

3. = 4. Por el Teoremal(5.0.4} sabemos que X es completo. Veamos que es totalmente acotado. Si no
lo fuera, existirian € > 0 y una sucesion (x,) ,ev de puntos de X tal que d(x;, x;) =€ sii # j. Es obvio
que esta sucesion no tiene ninguna subsucesion convergente.

4. = 1. Supongamos que X tuviera un cubrimiento abierto (U;);ec; sin ningtin subcubrimiento
finito. Por el Lema existen bolas cerradas B 2 B, 2 B3 2 ---, con diam(B;,) < , ninguna de
las cuales es cubierta por una subcoleccion finita de {U; : i € I}. Por el Teoremal5.1.13} como X es
completo, M., By = {x} para un x € X. Tomemos U; tal que x € U;. Es claro que B; € U; para algun j,
lo que es absurdo.
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1. = 5. Esto es claro.

5. = 2. Supongamos que X tuviera un subconjunto infinito A sin ningtin punto de acumulacién.
Tomemos un subconjunto numerable B de A. Como B no tiene puntos de acumulacién, es cerrado y
para cada b € B existe una bola abierta B;, (b) con centro b ta que B, (b) N B = {b}. La coleccién

{X\B}uU{B,,:be B} (8.1)

es un cubrimiento numerable de X sin ningtin subcubrimiento finito, porque para cada b € B, la
bola B;, es el inico elemento de (8.1) que contiene a b.

5. < 6. Por las leyes de Morgan. O
Corolario 8.1.10. Todo espacio métrico compacto es separable.

Demostracion. Esto es una consecuencia inmediata del Teorema y la Proposicién pero
también se sigue inmediatamente de que por la Proposicion[4.0.7, un espacio métrico es separable si
y s6lo si todo cubrimiento abierto tiene un subcubrimiento contable. O

Teorema 8.1.11. Para todo espacio métrico X es verdad que:
1. Todo subconjunto compacto de X es totalmente acotado y cerrado.

2. X es completo si y solo si todo subconjunto totalmente acotado y cerrado de X es compacto.

Demostracion. 1. Por el Teorema y la Proposicién(8.1.3} los subconjuntos compactos de X son
totalmente acotados y cerrados.

2. Supongamos primero que X es completo. Entonces, por la Proposicién [5.1.7} los subconjun-
tos totalmente acotados y cerrados de X son totalmente acotados y completos. En consecuencia,
nuevamente por el Teorema(8.1.9} son compactos. Supongamos ahora que todos los subconjuntos
totalmente acotados y cerrados de X son compactos, y tomemos una sucesiéon de Cauchy (x;) ,ew
de puntos de X. Dado € > 0, existe ng tal que {x; : n = ny} tiene didmetro menor que ¢, por lo que
{x, : n € IN} es totalmente acotado. Pero entonces, el item 3 de la Proposicién |8.1.6, su adheren-
cia {x, : n € IN}, es un conjunto totalmente acotado y completo y, por lo tanto, es compacto. Por el
Teorema esto implica que (x;) ;e tiene una subsucesion convergente, lo que, por la Propo-
sicion[5.0.4} basta para garantizar que (x,) ,ev converge. Como (X,) 5y es arbitraria, esto prueba
que X es completo. O

Teorema 8.1.12. Si X,..., X, son compactos, entonces el producto X; x --- x X;, es compacto.

Demostracion. Para n =1 esto es claro. Supongamos que es cierto cuando n=myque n=m+1.
Tomemos una sucesién (x;);ely de puntos de X; x --- x X, y escribamos x; = (x;1,..., X;,m+1). Por
hipétesis inductiva hay una subsucesién (i) jen de (x;);ev tal que, paracada kconl < k<mla
sucesion (Xi;,k) jew converge. Tomando una subsucesion adecuada de (x; ) jelN, podemos conseguir
que la sucesion formada por las tltimas coordenadas también sea convergente. Por el Corolario
esto prueba que Xj x --- x X es compacto. O

Lema 8.1.13. Toda sucesion (y,) neIN de puntos de un conjunto totalmente ordenado Y, tiene una
subsucesion creciente o una subsucesion decreciente.

Demostracion. Denotemos con D al conjunto de todos los indices n tales que y;, > y; para todo
i >n.SiDesinfinitoy D = {i; < iz <...}, entonces y;, > y;, > yi, > ---. Asi que podemos suponer que
D es finito, y que por lo tanto tiene un maximo elemento rny. Como n; := ng + 1 no pertenece a D,
existe ny > nj tal que yy, < yn,. Como ny ¢ D, existe ng > ny tal que yy, < y,. Prosiguiendo de esta
manera obtenemos una subsucesion creciente (y,,) ;e de (¥n) el O
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En ellemay teorema que siguen R" es pensado como un espacio métrico via la distancia d,. Por
el Ejercicio|3|de la Seccidn|3.5} si cambidramos d., por cualquier otra de las distancias introducidas
en los Ejemplos|1.1.3} obtendriamos los mismos resultados.

Lema8.1.14. El productoI =1, x--- x I, de una familia finita de intervalos cerrados y acotados de R,
es compacto.

Demostracién. Por el Teorema|[8.1.12]basta probar que todo intervalo cerrado y acotado [a, b] de R
es compacto. Por el Teorema [8.1.9|para ello es suficiente mostrar que toda sucesion de puntos de
[a, b] tiene una subsucesién convergente. Pero esto se sigue inmediatamente del Lema(8.1.13] En
efecto, por este lema toda sucesién de puntos de [a, b] tiene una subsucesién monétona, la cual,
siendo acotada, converge (una alternativa, para hacer esencialmente la misma demostracién, es usar,
en lugar del Lema la nocién de limite superior de una sucesiéon de niimeros reales). O

Teorema 8.1.15. Un subconjunto C de R" es compacto si y solo si es cerrado y acotado.

Demostracion. si C es compacto, entonces es cerrado y acotadopor el item 5 de la Proposicién[8.1.6]
y los Teoremas|8.1.9)y[8.1.11] Reciprocamente, si C es cerrado y acotado, entonces es un subconjunto
cerrado de un cubo I = I x --- x I,, el cual es compacto por el Lema|[8.1.14] Asi, por el Teorema[8.1.11
tambiénlo es C. O

Ejemplo 8.1.16. El conjunto de Cantor ¢, introducido en la Subseccién[2.2.1} es compacto porque es
un subconjunto cerrado y acotado de R.
En la Observacién que sigue respondemos la cuestion planteada en la Observacién|1.7.26

Observacion 8.1.17. Recordemos que el simbolo R* denota a la recta real extendida. Dado que la
funcién f: R* — [-1,1], definida por

_x ;

EEeE sixelR,
fx)=< 1, six=o0,

-1, Si x = —o0,

es biyectiva, con inversa
y .
=y SiyeOl,

Fw={ oo, siy=1,
—-oo, Ssiy=-1,

(Vease el Ejemplo[3.1.25), R* es un espacio métrico via la distancia d/ definida en el item 7 del
Ejemplo m Ademas, Por el Ejemplo sabemos que la funcién f: (R*, dfy —[-1,1] esuna
isometria. En consecuencia, (R*,d’) es compacto. En el Ejemplo Vimos que la restriccion
de f a R es un homeomorfismo de R (con la estructura usual de espacio métrico) con su imagen.
Por lo tanto una sucesion de elementos de IR converge a un ntmero real en (R*,df ) siy solo si
converge a ese mismo niimero en R provisto de la distancia usual, y es claro que lo mismo es cierto
para sucesiones que toman los valores +oco un nimero finito de veces. Afirmamos que una sucesion
(1) nen tiende a oo en (R, d’)y si y solo si lo hace en el sentido usual. En efecto,

lim x, =c0 & lim f(x,) =1
n—oo n—oo
< Paratodo 1 >¢€> 0, existe np e N talque n> ng = f(x,)>1-¢

< Paratodo 1> ¢ >0, existe np € IN tal que n> ny = x, >f‘1(1—e),
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donde la tltima equivalencia se sigue de que f es creciente y define por restriccién un homeomorfis-
mo de R con (0, 1). Esto muestra que la convergencia a +oo es la usual, y un célculo similar prueba
que la convergencia a —oo también lo es.

Ahora daremos una caracterizacién de la compacidad anédloga a la caracterizaciéon de completitud
exibida en el Teorema[5.1.13]

Proposicion 8.1.18. Para cada espacio métrico X son equivalentes:
1. X es compacto.

2. Cada sucesion decreciente de cerrados no vacios C; 2 C, 2 C3 2 --- de X tiene interseccion no
vacia.

3. La union de cada sucesion creciente de abiertos propios Uy € U, U3 < --- de X es un abierto
propio de X.

Demostracion. 1. = 2. Como X es compacto, si ﬂ‘l?il C; = @, entonces existe n € IN tal que

n
Cp= r} Ci=9¢
i=1

Pero esto es imposible, porque Cy, # @. Asi que (72, C; # @.

2.= 3. Porelitem 2 ylas Leyes de Morgan, como X\ U; 2 X\ U, 2 X\ U3 2 -+ es una interseccion
decreciente de cerrados no vacios de X,

o0 o0
X\JUi= NEX\U) #oo.
i=1 i=1

Pero entonces U2, U; C X.

3.= 1. Por el Teorema para probar esto es suficiente verificar que todo cubrimiento abierto
numerable (V) ey de X tiene un subcubrimiento finito. Para ello escribamos U, := U;_, V; para
todo n € IN. Por la misma definicién de los U;’s, esclaroque Uy c U, U3 S+ v

Por lo tanto existe ng € IN tal que U, =U.2, V; = X, como queremos. O

i=1
Ejercicios
1. Pruebe que toda unién finita de subconjuntos compactos de un espacio métrico X es un

subconjunto compacto de X.

2. Pruebe que un producto de finitos espacios métricos es totalmente acotado si y solo si sus
coordenadas lo son.

3. Pruebe que un subconjunto A de X es totalmente acotado si y solo si toda sucesiéon de puntos
de A tiene una subsucesion de Cauchy.

4. Pruebe que vale la reciproca del Teorema|8.1.12| (esto es, que si un producto de finitos espacios
métricos es compacto, entonces todas sus coordenadas lo son).
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8.2. Funciones continuas sobre espacios compactos

Teorema 8.2.1. Si X es compactoy f: X — Y es continua, entonces f(X) es un subconjunto compacto
deY.

Demostracion. Si (Uj)ier es un cubrimiento abierto de f(X), entonces ( f -1 (Ui)) ey €sun cubrimien-
to abierto de X. Como X es compacto, existen i1,...,i, € I tales que X < f‘l(Ul) U---u f‘l(Ul-). Por
lo tanto, f(X) < Uy U---UU,. O

Corolario 8.2.2. Si X escompactoy f: X — Y es continua, entonces f es cerrada.

Demostracion. Por el item 2 del Teorema|8.1.11} si A es cerrado en X, entonces es compacto. En
consecuencia, por el Teoremal[8.2.1} f(A) es compactoy asi, por el item 1 del Teorema|8.1.11} cerrado
enY. O

Corolario 8.2.3. Si f: X — Y es biyectiva y continua y X es compacto, entonces f es un homeomorfis-
mo.

Demostracion. Esto es una consecuencia inmediata del Corolario yla Observacién(3.1.24] O

Una de las propiedades mds importantes de los intervalos cerrados y acotados de ntimeros reales
es que, como afirma el Teorema de Bolzano, toda funcién real continua definida sobre uno tiene
un maximo y un minimo globales. Los espacios métricos compactos tienen la misma propiedad.
En efecto, si X es compactoy f: X — R es continua, entonces por los Teoremas|8.1.15]y[8.2.1|su
imagen f(X) es un subconjunto cerrado y acotado de R y, por lo tanto, existen xp y x; en X tales
que f(xp) =Inf(f (X)) y f(x1) = Sup(f(X)). El siguiente resultado muestra que no existen espacios no
compactos con esta propiedad.

Teorema 8.2.4. Para todo espacio métrico X son equivalentes:
1. X es compacto.
2. Toda funcion continua f: X — R tiene un mdximo y un minimo globales.

3. Toda funcion continua f: X — R es acotada

Demostracion. 1. = 2. Lo acabamos de probar.
2.= 3. Estoes claro.

3.= 1. Por el Teorema es suficiente probar que X es totalmente acotado y completo. Suponga-
mos primero que no es totalmente acotado. Entonces existen € > 0 y una sucesion (x;) ;ev de puntos
de X tal que d(x;,x;) >€sii# j.Porel Teoremasabemos que para todo n € IN hay una funcién
continua f;: X — R3¢ que se anula en X \ B¢/4(x;) yvale 1 en x,. La funcién g: X — Rx¢, definida
por

g) =) nfulx),

nelN

estd bien definida porque para cada x € X existe a lo sumo un n € IN con f,(x) # 0 (if f,(x) #0,
entonces d(x, x,) < €/4,lo que por la propiedad triangular implica que d(x, x;) = €/4 paratodo i # n,
por lo que f;(x) = 0), no es acotada porque g(x,) = n para todo n € IN, y es continua porque lo es en
cada punto debido a que coincide con nf;, en B¢/2(x,) y se anula en X \ U,eN Be/a(x,). Esto prueba
que X es totalmente acotado. Supongamos ahora que no es completo y tomemos una sucesion de
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Cauchy (x5) e de puntos de X que no es convergente. Por el Teorema(5.2.3[sabemos que X tiene
una completacién X, y podemos suponer que X < X. La funcién f: X — IR, definida por

donde X es el limite de (x;) ey en X , no es acotada porque d(x,, X) tiende a cero cuando n tiende
ainfinito, y es continua por el item 1 de la Proposicién[3.1.6, debido a que es la composicién de la
funcién
inv
R\ {0} —— R\ {0}

D —

(que es continua por el Ejerciciol4]de la seccién|3.1), con la funcién

X—— R\{0}
X—d(x,X)

(que lo es por el Ejemplo y el item 2 de la Proposicién|3.1.6). Por lo tanto X es completo. O

Corolario 8.2.5. Supongamos que A y C son subconjuntos de un espacio métrico X, y que C compacto
y no vacio. Entonces existe un punto c € C tal que d(C, A) = d(c, A).

Demostracion. Si A = @, entonces d(c, A) = d(C, A) = oo para cada c € C. Por otra parte, si A # @,
entonces, como vimos en el Ejemplo la funcién f: X — R, definida por f(x) = d(x, A), es
continua. Por lo tanto también lo es su restriccién a C. En consecuencia, por el Teorema|3.2.4] existe
un punto c € C tal que

d(c,A) = f(c) =min(d(x, A)) xec = d(C, A),

COmo queremaos. O

Corolario 8.2.6. Supongamos que A y C son subconjuntos de un espacio métrico X. Si C es compacto,
entonces d(C,A)>0siysolosiCnA=¢.

Demostracion. Por el Corolario si C # @, entonces existe c € C tal que d(C, A) = d(c, A) y, por
lo tanto d(C, A) > 0 siy solo si d(c, A) > 0, lo que por la Proposicién|2.2.23|ocurre siy solo si ¢ € A.
Si C = ¢ la demostracién es mds simple. Basta observar que d(C,A) =coyCNn A= @. O

Corolario 8.2.7. Para todo par de subconjuntos compactos C y D de un espacio métrico X, existen
puntosce Cyde D tales que d(C,D) = d(c, d).

Demostracion. Por la simetria de la funcion distancia y el Corolario existen ce Cyd € D tales
que
d(C,D)=d(c,D)=d(c,d),

COmo queremos. O

Ejercicios
1. Pruebe que para cada espacio métrico X son equivalentes:
a) X es compacto.
b) Toda funcién continua f: X — R es acotada superiomente.
¢) Toda funcién continua f: X — R tiene un méximo global.

d) Toda funcién continua f: X — R es acotada inferiormente.
e) Toda funcién continua f: X — R tiene un minimo global.
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8.3. Lapropiedad del nimero de Lebesgue

Definicion 8.3.1. Decimos que un nimero real € > 0 es un ntimero de Lebesgue de un cubrimiento
abierto (Uy) e de un espacio métrico X, si todo subconjunto de X de didmetro menor que € estd
incluido en un miembro del cubrimiento. En otras palabras, si para todo subconjunto A de X de
didmetro menor que e, existe A € A tal que A < U,. Un espacio métrico tiene la propiedad del niimero
de Lebesgue si todo cubrimento abierto de X tiene un ntimero de Lebesgue.

Observacion 8.3.2. Es claro que un cubrimiento abierto (Uy) yca, de un espacio métrico X, tiene un
numero de Lebesgue si y solo si existe r > 0 con la propiedad de que paratodo x€ X hayun A, € A
tal que B, (x) 2 U, .

Ejemplo 8.3.3. Si X tiene la métrica discreta, entonces X tiene la propiedad del nimero de Lebesgue,
porque cada subconjunto no vacio de didmetro menor que 1 de X tiene un solo punto.

Teorema 8.3.4. Si f: X — Y es continuay X tiene la propiedad del niimero de Lebesgue, entonces f es
uniformemente continua.

Demostracion. Dado e > 0, para todo x € X existe §, > 0 tal que d(x,x") <8, = d(f(x), f(x)) <e/2.
La familia 9 := (Bs, (X)) xex €s un cubrimiento abierto de X. Supongamos que § es un niimero de
Lebesgue de 4. Por la misma definicién de nimero de Lebesgue, dados x,x" € X con d(x,x') <,
existe x” € X tal que x,x" € Bs_, (x). Por lo tanto

d(f(x), fx) =d(fx), fx") +d(f(x"), f(x") <e.
Como € es arbitrario, esto prueba que f es uniformemente continua. O
Proposicion 8.3.5. Todo espacio métrico que tiene un niimero de Lebesgue es completo.

Demostracién. Supongamos que X no es completo y tomemos una completacién X de X con X € X.
Dado ¥ € X\ X (X \ X es no vacio porque X no es completo), la colecciéon

{X\By/p%]: ne N} 8.2)

es un cubrimiento abierto de X que no tiene ningiin niimero de Lebesgue, porque para todo € > 0, el
conjunto X N B¢/2(X) es un subconjunto abierto no vacio de X, de didmetro menor que ¢, que no estd
incluido en ningtin elemento de (8.2). O

Teorema 8.3.6. Un espacio métrico X es compacto siy solo si es totalmente acotado y tiene la propiedad
del ntimero de Lebesgue.

Demostracion. Por los Teoremas y solo debemos probar que si X es compacto, enton-
ces tiene la propiedad del numero de Lebesgue. Para ello sera suficiente mostrar que, dado un
cubrimiento abierto arbitrario (Uy)ecp de X, la funcién f: X — R, definida por

f(x) :=Sup{r > 0:existe A € A tal que B, (x) = Uy}

(f esta bien definida porque X tiene didmetro finito debido a que es compacto), es continua. En
efecto, por el Teorema la funcién f tiene un minimo f(xp) > 0y, por la misma definicién de f,
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para todo x € X existe un Ay € A tal que B () (x) € U,,. Entonces nos hemos reducido probar que f
es continua, para lo cual es suficiente ver que

f=aydx,x)<6 = a-6<f(x)<a+é.

La primera desigualdad vale trivialmente si a —§ < 0, y también vale cuando a — § > 0, porque, por
la propiedad triangular, B, (x") € B, 4(x,x) () para todo r > 0y, por la definicién de f(x),sir <a-9,
entonces existe A € A tal que B, 4x,x)(x) € Uy, porque r + d(x, x') < a. La segunda desigualdad
vale, porque, si fuera f(x') > a+ &, entonces por la propiedad triangular y la definicion de f(x')
existiria A € A tal que

B f(x)-6(X) S Bfxy—s4dexn (X)) S Uy,

lo que contradice la definicion de f(x), porque f(x') -6 > a. O

Corolario 8.3.7. Si f: X — Y es continua y X es compacto, entonces f es uniformemente continua.

Demostracion. Por los Teoremas y O

8.4. El Teorema de Arzela-Ascoli

Definici6én 8.4.1. Sea X un espacio métrico. Un conjunto Y € X es relativamente compactosi Y es
compacto.

Observacion 8.4.2. Por el Teorema [8.1.9|y el item 2 de la Proposicién [8.1.6, sabemos que todo
subconjunto relativamente compacto de un espacio métrico X es totalmennte acotado. Si X es
completo vale la reciproca. En efecto, si ¥ < X es totalmente acotado, entonces Y es totalmente
acotado y completo (por el item 3 de la Proposicién[8.1.6]y la Proposicién[5.1.7), y entonces, por el

Teorema|8.1.9} es compacto.

Recordemos que para cada par de espacios métricos X y Z, el conjunto C(Z, X), de las funciones
continuas y acotadas de Z en X es un espacio métrico via la distancia d.

Definicién 8.4.3. Un conjunto & < C(Z, X) es equicontinuo si para cada z € Z y cada € > 0, exis-
te 6 > 0 tal que
d(Z',z)<6=d(f(Z), f(z) <e paratodoz € ZyfeZF,

y es uniformemente equicontinuo si para cada € > 0, existe > 0 tal que
d(Z',z)<6=d(f(Z), f(z) <€, paratodozz €ZyfeZF.
Notacion 8.4.4. Dado & < C(Z, X), paratodo z € Z, escribimos & (z) := {f(z) : f € F}.

Teorema 8.4.5 (Arzeld—-Ascoli). Si Z es compactoy X es completo, entonces para cada subconjunto &
de C(Z, X) son equivalentes:
1. & es equicontinuoy & (z) es relativamente compacto para todo z € Z.

2. & es relativamente compacto

3. & es uniformemente equicontinuo y % (z) es relativamente compacto para todo z € Z.
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Demostracion. 1. = 2. Tomemos € > 0. Como & es equicontinua, para cada z € Z existe 0, > 0, tal
quesiz' € Bs, (2), entonces d(f (), f(z") <€ paratodo f € . Por compacidad,

n
z< Bs,. (2i),
i=1

para un subconjunto finito {z,...,z,} de puntos de Z. Como U;lzl Z (z;) es totalmente acotado,
existen un numero finito de bolas Be(a;) de radio ¢, tales que

m

ng(zi) < [UBe(ay)).

j=1

Denotemos con I,;;,, al conjunto de todas las funciones o: {1,...,n} — {1,..., m}. Para cada o € I,,;,,
escribamos F, = {f € & : d(f(z;), as(i)) <€, para todo i}. Es facil ver que

7= U %.

o€lym

Asumamos ahora que [y g son funciones que pertenecen a un mismo %,. Dado z € Z, existe z; tal
que d(z,z;) < 6,. Entonces,

d(f(2),8(2) = d(f(2), f(z:) +d(f(z1), ag(i)) + d(asi), §(21) + d(g(zi), §(2)) < 4e.

Asi, didm (%) < 4e. Como € y 0 son arbitrarios, esto muestra que & es totalmente acotado.

2. = 3. Tomemos € > 0. Por la Observacion [8.4.2] como & es relativamente compacto, existen
subconjuntos &, ..., %, de C(Z, X), todos de didmetro menor que ¢, tales que & = U;lzl Z;. Elijamos

heF,...,fneF,.
Dado que, por el Teorema(8.3.7} las fi’s son uniformemente continuas, existe § > 0 tal que
d(z,Z)<6=d(f;(2),f;(z)) <e paratodo i.
Fijado f € &, existe i tal que duo(f, f;) < €. Por lo tanto, si d(z, z') < §, entonces
d(f(2), f(2)) = d(f(2), fi(2) +d(fi(2), fi(z) +d(fi(2), () < 3e.

Esto prueba que & es uniformente equicontinua. Finalmente, & (z) es relativamente compacto para
todo z € Z, porque & es relativamente compacto y la aplicacién

ev,. F — X,

definida por ev,(f) = f(z), es continua.

3. = 1. Esto es claro. O

8.5. Dos aplicaciones importantes

En esta seccién usamos la nocién de compacidad para dar pruebas del Teorema fundamental del
dlgebra y del Teorema de Stone-Weirstrass.
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8.5.1. Elteorema fundamental del dlgebra

El Teorema fundamental del Algebra asegura que todo polinomio no constante con coeficientes
complejos tiene una raiz. Aqui daremos una prueba basada en el hecho de que una funcién real
continua definida sobre un compacto alcanza su minimo.

Teorema 8.5.1 (Teorema fundamental del dlgebra). Para cada polinomio no constante P € C[X],
existe zg € C tal que P(z) = 0.

Demostracion. Escribamos P(X) = ap X"+ ap—1 X" '+ + a; X + ag. Como

. . 1
lim |P(z)|= lim |z|"|a,+ ap-1—+---+a; — T ay—,| =00,
|z] =00 |z] =00 V4 Z z

existe r > 0 tal que |P(z)| > |P(0)| para todo z € C\B,[0]. En consecuencia existe zy € C tal que
|P(z)| = |P(zp)| para todo z € C. En efecto, por el Teoremal8.2.4existe zy € B,-[0] tal que | P(2)| = | P(zp)|
para todo z € B, [0]. Como

|P(2)| > |P(0)| = |P(zp)| para todo z € C\B,[0],

|P(z)| = |P(zp)| para todo z € C, como afirmamos. Supongamos que P(zy) # 0. Reemplazando P

por #ZO)P(X — 2p), podemos asumir sin pérdida de generalidad que zo =0y P(0) = 1. Sea m tal que

am #0y a; =0para0< i< m. Entonces

1

P(z)=apz" +an12"" +--+apz" +1=p@)anz" + anz" +1,

donde 4 4

n — m+1
——ghm T
am am

p(z) =

Fijemos b € C tal que b™ = —a,, y elijamos 1 > § > 0 tal que |p(th)| < % si|t] < & (0 existe porque p
es continuay p(0) = 0). Entonces

|[P(th)| = lo(th)amt" b + amt™b™ +1|
=|-ptb)t" - " +1]
<lo(tb)t" |+ 11—t
=lo(b)|[t"|+]1—-t™|

1
<s—t"+1-"
2
1
=1-—-t"
2
para todo ¢ € (0,6), lo que contradice la minimalidad de |P(0)|. Por lo tanto P(0) = 0. O

8.5.2. ElTeorema de Stone-Weirstrass

Definicién 8.5.2. Tomemos un conjunto X. Decimos que una funcién f: X — R es menor o igual
queotra g: X — IR, yescribimos f < g, si f(x) < g(x) paratodo x € X.

Observaciones 8.5.3. El conjunto RX, de funciones de X en R, es un conjunto ordenado (m4s atn, es
un reticulado, aunque esto no vamos a usarlo) via la relacién dada en la definicién anterior.
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Definicién 8.5.4. Decimos que una sucesion (f;) e, de funciones de un conjunto X en R, es
crecientesilo es respecto de la relacién de orden dada en la Definicion Esto es, si f,(x) < fr+1(x)
paratodoneINyxe X.

Teorema 8.5.5 (Dini). Sea f: X — R una funcion continua, donde X es un espacio métrico compacto.
Si (fn)nel es un sucesion creciente de funciones continuas de X en R ylim, . i (x) = f(x) para
todo x € X (convergencia puntual), entonces f, tiende a f uniformemente.

Demostracion. Por hipétesis, para cada x € X y € > 0 existe ng(x) tal que d(f,(x), f(x)) < % pa-
ra todo n = ng(x). Ademds, como fy,x) Y f son continuas, hay un entorno abierto V, de x tal
que d(fu,x) (x), f(x)) < € para todo x’ € V. Entonces, dado que (f,,) ,ev €s una sucesion crecien-
te, d(fn(x), f(x')) < € para todo n = ny(x) y x’ € V. Por compacidad, existen xi,..., X, € X tales
que X =V, U---UV, . Debido de nuevo a que (f;) e €s creciente, si n = méx{ng(x1),..., no(xm)},
entonces d(f(x), f(x)) <e paratodo x € X. O

Lema 8.5.6. La sucesion de polinomios Py (t) € R|[t], definida recursivamente por
- Py(1):=0,
- Ppi1(8) = Py(0) + 5 (= P5(1),

es creciente en [0,1] y tiende a /'t uniformente en [0,1].
Demostracion. Es claro que P, (0) =0 para todo n = (ﬂ Afirmamos que

0<P,(t)<Puy1 () <Vt paratodon=0ytodo te (0,1). (8.3)
Para probar que esto es cierto fijemos un ¢ € (0,1). La desigualdad esverdaderaparan=0yt,
porque 0 < %t < /1. Supongamos que 0 < P,,_1(¢) < P,,(¢) < v/'t. Entonces

1 2
Ppi (1) =Pp(0) + E(t_P”(”) > P, (1)

porque P,zl(t) < t. Para concluir la prueba de la afirmacion resta ver que P41 (f) < v/f, para lo que es
suficiente notar que, por hipétesis inductiva, P, () < vt <2—/f,y que

Pu1() < Vi Py(t) + %(r—Pi(r)) < Pp(0)+ V= Py(1)
& t—P2(1) <2(Vi-Pu(1)
oVi+P,(1) <2
o Pu(t)<2-/(1),

donde la tercera desigualdad equivale a la cuarta porque ¢ — P2(f) = (v = Pp(£))(VE+ Py(0) ¥
Vi-P,(t)>0.
Escribamos ahora f () := lim,—.co Py (£). Como Pp,41 (1) = Py (1) + 3 (t — P3(1),

1
ft)=f)+ E(t—f(t)z),

por lo que f () = /. Finalmente, la convergencia es uniforme por el Teorema de Dini. O

Ipara Py esto es cierto por definicién. Supongamoso que lo es para Py,. Entonces

Pp+1(0) = Py(0) + %(O—P%(O)) =0+ %(0—0) =0.
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Definicién 8.5.7. Una R-dlgebra conmutativa es un anillo conmutativo unitario A, junto con un
morfismo de anillos unitarios i: R — A. Una subdlgebra B de A es un subanillo unitario B de A tal
que i(R) < B.

Ejemplo 8.5.8. Para cada espacio métrico X, el conjunto C(X,R), de las funciones continuas y
acotadas de X en R, es una R-algebra via

- (9= f0)+gM),

- (=g,

- 1A x) =

Definicién 8.5.9. Una subdlgebra A de C(X,R) separa puntos si para cada par de puntos distin-
tos x, y € X, existe f € Atal que f(x) # f(3).

Proposicién 8.5.10. Si A es una subdlgebra de C(X,R), entonces la adherencia A, de A respecto de la
distancia d,, también lo es.

Demostracion. Tomemos [y, gn, f, g € C(X,R). Como la sumay el producto en R son continuos, si
f=limf, y g=limgy,
unif unif

entonces f+g = lirr% (fntgn)yvfg= lin% fn8n. Esto prueba que A es cerrado bajo sumas y producto,
uni unit

y, por lo tanto, es una subdalgebra de C(X, R). O

Teorema 8.5.11 (Stone-Weierstrass). Si X es un espacio métrico compacto, entonces toda subdlgebra
de C(X,R), que separa puntos, es densa.

Demostracion. Supongamos que A es una subdlgebra de C(X, R) que separa puntos. Probaremos
que A= C(X,R) en varios pasos.

1. Si f,gEZ, entonces max(f,g) y min(f,g) pertenecen a ‘A. En efecto, como

f+g If-sl

f+g 1f-gl
2 2 ’

y  min(f,g)= " >

max(f,g) =

donde |f — gl es la funcién definida por |f — gl(x) = | f(x) — g(x)|, para verificar esta afirmacion,
bastara probar que h € A= |h| € A. Pero por el Lema sabemos que

1 .
MPnOthﬂ\/h = |hl,

donde M > 0 es cualquier cota superior de {|(x)|: x € X}, y como P, 0 # h2e A paratodo ne N, de
este hecho se sigue que || € A.

2. Dados x,ye X y a,be R, existe f€ A tal que f(x)=ay f(y) =b. En efecto, si g € A satisfa-
ce g(x) # g(y), podemos tomar

g(y)—gx)

3. Dados he C(X,R), x€ X y € >0, existe hy € A tal que hy(x) = h(x) y hy(x) < h(x)+eVx' € X. En
efecto, por el segundo paso para cada y € X podemos elegir una funcion real continua hyy € A, tal
que hyy(x) = h(x) y hyy(y) = h(y). Una vez hecho esto podemos tomar un entorno abierto Vy de y tal
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que hyy(y') < h(y)+e paratodo y’ € V). Por compacidad, existen y1,..., ym € X tales que X =U" | Vy,..
La funcién hy = min(hxyl, ..., hyy, ) satisface la desigualdad pedida y, por el primer paso, pertenece
aA.

4. Dados he C(X,R) y € >0, existe heA tal que h—€ < h<h+e. En efecto, para cada x € X,
tomemos &, como en el tercer paso, y un entorno abierto Vy de x tal que hy(x') > h(x') — € para
todo x’ € V. Por compacidad existen xi,..., X, € X tales que X = U;?i , Vx;- Claramente la funcion
h= méx(hy,,..., hy, ) satisface la desigualdad pedida y, por el primer paso, pertenece a A. O

Corolario 8.5.12 (Weierstrass). Toda funcién continua f: [a,b] — R es limite uniforme de una
sucesion Py, Py, Ps, ... de funciones polinomiales Py, : [a, b] — R.

Demostracion. Es una consecuencia inmediata del Teorema|8.5.11} porque el dlgebra de las funcio-
nes polinomiales de [, b] en R, es una subdlgebra de C([a, b], R), que separa puntos. O
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CAPITULO

ESPACIOS CONEXOS Y ESPACIOS ARCO-CONEXOS

En este capitulo presentamos las nociones de conexi6n, arco-conexion, conexién local y arco-
conexién local. Los conceptos de espacio conexo y espacio arco-conexo formalizan la idea de que un
espacio esta hecho de una sola pieza, interpretdndola de dos maneras distintas. No son equivalentes,
siendo el segundo ma4s estricto que el primero. Los conceptos de espacio localmente conexo y de
espacio localmente arco-conexo formalizan la versién local de esta idea. Como veremos mds adelante
las versiones locales son independientes de las globales en el sentido de que un espacio puede tener
ambas propiedades, una sola de las dos, o ninguna.

9.1. Espacios conexos

La idea de espacio conexo es la de espacio hecho de una sola pieza, en el sentido de que no
puede escribirse como unién de dos abiertos disjuntos no vacios. Intuitivamente es claro que R
y los intervalos de R son conexos (aunque, como veremos, esto no es tan facil de probar) y que el
conjunto {0, 1}, con la métrica discreta, no lo es. Un poco menos obvio es que () no es conexo, aunque
esto también es cierto. Una descomposicion se obtiene escribiendo

Q={xeQ:x<V2}u{xeQ:x>Vv2}.

Ahora damos la definicién formal, comenzando con el concepto de espacio no conexo. Recordemos
que X y el conjunto vacio son subconjuntos abiertos y cerrados de cada espacio métrico X.

Definiciéon 9.1.1. Un espacio métrico X es desconexo si tiene un subconjunto abierto y cerrado no
vacio y propio. Un espacio métrico es conexo si no es desconexo. Un subconjunto Y de X es conexo,

silo es con la métrica inducida.

Proposicién 9.1.2. Para cada espacio métrico X son equivalentes:
1. X esdesconexo.
2. Existen subconjuntos abiertos Uy y U, de X tales que Uy # @, U # 3, X =Uyul yUi N U, = @.
3. Existen subconjuntos cerrados C, y C, de X tales que C1 # @, Co # @, X =CLuCr yC1 N Co = @.
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4. Hay una funcién continua sobreyectiva ¢: X — {0,1} (aqui{0,1} es considerado provisto de la
métrica discreta).

Demostracion. 1. = 2. Supongamos que U es un subconjunto no vacio y propio de X que es abierto
y cerrado. Es claro que U; := Uy U, := X\ U satisfacen las condiciones pedidas en el item 2. En efecto,
U, es abierto porque U es abierto y U, es abierto porque U es cerrado. Ademads

Uhulb=UuX\U)=X y UnUx=UnX\U)=¢.

Por udltimo, U; y U, son no vacios porque @ C U C X.

2.2 3. Como X =U; UuU, yU; nU;, =@, U, es el complemento de U;. Pero entonces, como ambos
conjuntos son abiertos, ambos son cerrados, y podemos tomar C; = U; y Cp = Us.

3.=4. Lafuncién ¢: X — {0, 1}, definida por

0 sixe(Cy,
P = .
1 sixe(Cy,

es continua porque la preimagen de cada subconjunto cerrado de {0,1} (y todos lo son) es un
subconjunto cerrado de X, y es sobreyectiva porque C; y C» son no vacios.

3. = 4. Como ¢ es continua, es conjunto (p_l(O) es abierto y cerrado, y como ¢ es sobreyecti-
va, 3 C o 1(0) C X. O

Definicién 9.1.3. Dos subconjuntos Ay B de un espacio métrico X estan separadossi AnB = ¢
YyANB=¢.

Teorema 9.1.4. Fijemos dos subconjuntos A y B de un espacio métrico X y escribamos Y .= AU B. Las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. Ay B son subconjuntos separados de X.

2. AyBsoncerradosenY yAnB = ¢@.

Demostracion. Supongamos que Ay B subconjuntos separados de X. Entonces Ay B son subcon-
juntos cerrados de Y porque, como ANB=¢y AnB=9,

A=AnNnA=(ANAUANB)=AnY 'y B=BnB=(BnNBU(ANB)=YNB.
Ademés, An B = @. Reciprocamente, si Ay B son cerrados en Y y An B = @, entonces
A=ANY=(AnA)U(ANB)

y, por lo tanto, AN B < AN B = @. Similarmente An B = @, de modo que Ay B son subconjuntos
separados de X. O

Corolario 9.1.5. Un subconjunto Y de un espacio métrico X es conexo si y solo si no es union disjunta
de subconjuntos no vacios separados de X.

Demostracion. Esto es una consecuencia inmediata del Teorema y de la equivalencia entre los
items 1y 3 de la Proposicién O

Recordemos que un subconjunto I, de un conjunto totalmente ordenado (X, <), es un intervalo,
six,yelyx<yimplicaque aelparatodoae X talque x<a<y.Estoes,sinoexistenx<a<y
enXconx,yelyae X\1I.
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Teorema 9.1.6. Un subconjunto de R es conexo si y solo si es un intervalo.

Demostracion. =) Si Y < R no es un intervalo, entonces existen a,b € Y y c € R\ Y tales que
a < c < b. Porlo tanto los conjuntos Y7 := Y N (-o0o,c) e Y2 := Y N (c,00) sonno vacios,e Y = Y U Ys.
Ademés es claro que Y; e Y» tienen interseccidon vacia. Como, por la Proposicic’)n Y1 e Ys son
abiertos de Y, esto muestra que Y no es conexo.

<) Supongamos que un intervalo Y es desconexo. Entonces existe una funcién continua no cons-
tante ¢: Y — {0,1}. Tomemos a< be Y, con ¢(a) # ¢(b), y denotemos con xp al supremo de todos
los x € [a, b] tales que ¢ es constante en [a, x]. Si ¢(xy) = ¢(a), entonces por la continuidad de ¢
existe € > 0 tal que ¢ es constante en [a, xp +€]; v si ¢(xp) = @(b), entonces, nuevamente por la
continuidad de ¢, existe € > 0 tal que a < xg —€ y @(xo —€) = ¢(b). Como ambas situaciones son
absurdas, Y es conexo. O

Teorema 9.1.7. Si X esconexoy f: X — Y es continua, entonces f(X) es conexo.

Demostracion. Si f(X) es desconexo, entonces tiene subconjuntos abiertos no vacios Ay B, tales
que f(X)=AuBy AnB= 9. En consecuencia,

FfAuf ' B =f1AuB) =X v f'Anf'(B)=f1(AnB)=0.

Ademads, como f es continua, f 14 yf ~1(B) son subconjuntos abiertos y no vacios de X. En
conclusién, X es desconexo. O

El siguiente resultado es una generalizacién del Teorema de Bolzano.

Corolario 9.1.8. Un espacio métrico X es conexo si y solo si la imagen de cada funcion continua
f: X — R es un intervalo.

Demostracion. Por los Teoremas [9.1.6]y[9.1.7} si X es conexo, entonces f(X) es un intervalo para
toda funcién real continua f con dominio X. Por otra parte, si X es desconexo, hay una funcién
continuay sobreyectiva ¢: X — {0, 1}, la que al ser compuesta con la inclusién canénica i: {0,1} - R
se convierte en una funcién continua de X en R, con imagen {0, 1}. O

Teorema 9.1.9. Si A es un subconjunto conexode X yA< B < A, entonces B es conexo.

Demostracion. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que B = X. Dado que A es conexo, toda
funcion continua ¢: B — {0, 1} es constante sobre A. Como (p‘l(O) y (p‘l (1) son cerrados y A = X,
esto implica que ¢ es constante. O

Corolario 9.1.10. Si A< X es conexo y denso, entonces X es conexo.
Demostracion. Por el Teorema yporque A= X. O

Teorema 9.1.11. Sea (A;);e; una familia de subconjuntos conexos de X. Si para cada par de puntos
x,x' € Ujer Ai, existen A;,,..., A;, tales que

X€A,, xX€A, vy Ai; N Ajy,, # @ para todo j,

entoncesJ;c1 A; es conexo.
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Demostracion. Como los conjuntos A; son conexos, toda funcién continua
¢: JAi— 10,1}
iel
es constante sobre la union de cada familia finita A; ,..., A; , tal que A; s Aj; in # ¢ paratodo j. Por
la hipétesis esto implica que ¢ es constante. O

Proposicion 9.1.12. Un producto de dos espacios es conexo si y solo si cada uno de ellos lo es.

Demostracion. Tomemos un producto X; x X, de dos espacios métricos. Por la Proposiciéon(9.1.7
como las proyecciones canénicas p;: X; x Xo — X; (i = 1,2) son funciones continuas y sobreyectivas,
si X7 x X» es conexo, entonces también lo son X; y X,. Supongamos, reciprocamente, que X y X»
son conexos. Entonces la familia de todos los subconjuntos de X; x X» de la forma X; x {x} (x € X>)
o {x} x X» (x € X;) satisface las hipétesis de Teoremal9.1.11] En efecto, sus miembros son conexos
porque son homeomorfos a X; 0 a Xp, y para cada par (x;,x2) y (xi, xé) de puntos de X; x X»,

(1, %2) € Xy x {xp},  (x), %) € (X)) x Xo v (X1 x {x}) N ({x7} x Xo) # @.
Por lo tanto X; x X, es conexo. O

Corolario 9.1.13. Un producto de un niimero finito de espacios métricos es conexo si y solo si cada
uno de ellos lo es.

Demostracion. Se sigue del resultado anterior por induccidn. O

Definicién 9.1.14. La componente conexa de un punto x de un espacio métrico X es el conjunto
Cy=|JIAc X:xe Ay Aes conexo}.

Ejemplos 9.1.15. Veamos algunos ejemplos:
1. Si X es conexo, entonces Cy = X para todo x € X.
2. Las componentes conexas de (0,2) \ {1} son los intervalos (0,1) y (1,2).
3. Si X tiene la métrica discreta, entonces Cy = x para todo x € X.
4. Cy=xparatodo x € Q.

Observacion 9.1.16. Por el Teorema las componentes conexas de X son cerradas, y el tltimo
ejemplo muestra que pueden no ser abiertas.

Proposicion 9.1.17. Para cada espacio métrico X y todo x,y € X, las siguientes afirmaciones son
verdaderas:

1. C, es conexo y no vacio.

2. Sixe Ay A esconexo, entonces A< Cy.

3. CxnCy=00C,=C,.

4. X =Uqex Cx.

Demostracion. Los items 1y 3 son verdaderos por el Teorema|9.1.11} el item 2, por la misma defini-
cion de Cy, y el item 4, porque x € C, para todo x. O
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Definicion 9.1.18. Un espacio métrico X es totalmente desconexo si todos sus subconjuntos con més
de un punto son desconexos.

Ejemplos 9.1.19. Todo espacio métrico discreto es totalmente desconexo. También @, con la distan-
cia usual, es totalmente desconexo.

Proposicion 9.1.20. El conjunto de Cantor € es totalmente desconexo.

Demostracion. Tomemos dos puntos distintos x e y de €. Por el Teorema|2.2.16, sabemos que x e y
tienen escrituras unicas

X a
X =
o

E

S b
e y:ZB—h, con cada ay, y cada by, iguala0 o 2.
h=1

=

h

Supongamos que hg es el minimo indice & con ay, # by, y escribamos ¢ = 3%0 + ZZO:_II Z—,ﬁ’ Como
¢ ¢ €, cada subconjunto D de €, que incluye a {x, y} es unién de los conjuntos separados D n (c,00) y
Dn (o0, ), los que son no vacios porque x estd en uno e y en el otro. Por lo tanto D es desconexo, lo

que, como x e y son arbitrarios, prueba que € es totalmente desconexo. O

Nota9.1.21. Por el Ejercicio[3|de la Seccion[2.2} el Ejemplo[8.1.16]y la Proposicién[9.1.20|sabemos que
¢ es un espacio métrico compacto, perfecto y totalmente desconexo. Estas propiedades caracterizan

topolégicamente al conjunto de Cantor. En otras palabras, todo espacio métrico que las tiene es
homeomorfo a €.

Ejercicios
1. Pruebe el Teorema mostrando que toda funcién continua de ¢(X) en {0, 1} es constante.

2. Lositems 1, 3y 4 de la Proposicién(9.1.17|dicen que las componentes conexas de X parten X.
Muestre que la relacion binaria ~. en X, definida por x ~¢ y si X tiene un subconjunto conexo
Atal que x, y € A, eslarelacion de equivalencia asociada a esa particion.

3. Pruebe la Proposicién[9.1.20|mostrando que hay una funcién continua f: D — {0, 1}, que es
sobreyectiva.

4. Pruebe que X es totalmente desconexo siy solo si Cy = x para todo x € X.

9.2. Espacios arco-conexos

Definicién 9.2.1. Dados puntos x, y de un espacio métrico X, un arco o camino de x a y es una
funcién continua ¢: [a, b] — X, de un intervalo cerrado no degenerado de R en X, con ¢(a) = x
y ¢ (b) = y. Los puntos x e y son los extremos inicial y final del arco. Decimos que x e y se pueden
unir por un arco si existe un arco ¢: [a,b] — X, de x a y.

Observaciones 9.2.2. Como todos los intervalos cerrados, acotados y no degenerados de R son
homeomorfos, el intervalo [a, b] puede ser reemplazado por cualquier otro. Dados arcos ¢: [a, b] —
X,dexay,yw: [bc]— X,de yazlasfunciones ¢: [-b,—a]l — Xy vy = ¢: [a,c] — X, definidas por

P =@(-1)
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@) sit<h,

) =
yrel {w(t) sit=b,

son arcos de y a x y de x a z, respectivamente. Por ende, la relacién binaria ~,. en X, definida
por x ~4¢ y si existe un arco de x a y en X, es una relaciéon de equivalencia.

Definicion 9.2.3. Un espacio métrico X es arco-conexo si cada par de puntos de X se pueden unir
por un arco. Un subconjunto Y de X es arco-conexo silo es con la métrica inducida.

Ejemplos 9.2.4. Sibien toda las afirmaciones que siguen pueden comprobarse en forma directa,
algunas son mas faciles de verificar apelando a resultados que daremos después en esta misma
seccion:

1. Un subconjunto de R es arco-conexo si y solo si es un intervalo.

2. R™\ {0} es arco-conexo si y solo si n = 2.

3. La esfera unitaria euclideana S" := {x € R™1: x|, = 1} es arco-conexo paratodo n=1.
Definicién 9.2.5. Un subconjunto A de R" es estrellado si tiene un punto x tal que para todo

otro punto y de A, el segmento que une x con y estd incluido en A. Esto es, si paratodo y € A, la
funcién ¢: [0,1] — R”, definida por ¢(¢) :=¢- y+ (1 — £) - x, toma sus valores en A.

Ejemplo 9.2.6. Todo subconjunto estrellado A de R" es arco-conexo. En efecto, fijlemos x € A como
enla Deﬁnicién Como A es estrellado, dados puntos y, z € A, existen caminos ¢: [0,1] — A
y¢z: [0,1] — A, que unen x con y y x con z, respectivamente. Entonces ¢ * ¢,: [-1,1] — Aesun
camino que une z con jy.

Teorema 9.2.7. Todo espacio métrico arco-conexo X es conexo.

Demostracion. Por el Teorema(9.1.7, como los intervalos de R son conexos y los arcos son funcio-
nes continuas, cada par de puntos x,y de X pertenecen a un subconjunto conexo de X. Por el
Teorema|9.1.11|esto implica que X es conexo. O

El siguiente ejemplo muestra que la reciproca de este resultado no vale.

Ejemplo 9.2.8. La curva seno del topélogo es el subconjunto
A={(x,y)eR*:x>0ey=sen(l/x)} U ({0} x [-1,1]),

de R?. Es facil ver que {(x,y) e R?: x >0 e y = sen1/x} es arco-conexo. Por lo tanto su adherencia
A es conexa. Sin embargo A no es arco-conexo. En efecto, si hubiera un arco ¢: [0,1] — A, de (0,1)
a (1,sen(1)), entonces este camino pasaria por todos los puntos (x,y) de Acon 0 < x < 1 (porque
si no su imagen no seria conexa), pero hay infinitos de estos puntos con segunda coordenada 1 e
infinitos con segunda coordenada —1, y es imposible que todos esten en la imagen de ¢, porque ¢ es
uniformemente continua.

Teorema 9.2.9. Si X esarco-conexoy f: X — Y es continua, entonces f(X) es arco-conexo.

Demostracién. Porque si ¢ es un arco de x a x' en X, entonces fo¢ es un arco de f(x) a f(x')
en f(X). O
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Teorema 9.2.10. Consideremos una familia (A;)ec1 de subconjuntos arco-conexos de X. Si para cada
par de puntos x, x' € U A;, existen Aj,..., A, tales que

, .
x€Aj, x€A;, y A;nA;, #@paratodo j,
entonces Uje1 A; es arco-conexo.

Demostracién. Por hipoétesis, dados x, x' € Ujer A;, existen puntos x = Xg, X1,...,Xn_1, X, = X tales
que para cada i < n hay un camino

@i lai,ain) — |J A
iel
de x; en x;41. Elarco ¢, *--- * g vade x a x'. O

Proposicion 9.2.11. Un producto finito de espacios métricos es arco-conexo si y solo si todos lo son.

Demostracion. Supongamos que un producto finito X := X; x --- X, de espacios métricos es arco-
conexo. Entonces, por el Teorema|9.2.9) como las proyecciones canénicas p;: X — X; (i=1,...,n)
son funciones continuas y sobreyectivas, los X;’s son arco-conexos. Reciprocamente, si los X;’s
son arco-conexos, entonces para cada par x := (x,...,x,) y X' = (xi,...,x;l) de puntos de X, la
funcién ¢: [0,1] — X, dada por ¢(f) := (¢1(1),...,¢,(1)), donde ¢;: [0,1] — X; es un arco en X; que
vade x; a x}, es un arco en X que vade x a x'. O

Corolario 9.2.12. R" es arco-conexo para todon = 1.

Demostracion. Esto es una consecuencia inmediata de la Proposicién(9.2.11]y el item 1 del Ejem-

plo9.2.4} N

Definicion 9.2.13. La componente arco-conexa de un punto x de un espacio métrico X es el conjunto
C¥=|JIAc X:xe Ay Aesarco-conexo}.

Proposicion 9.2.14. Para cada espacio métrico X y todo x,y € X las siguientes afirmaciones son
verdaderas:
1. C¥* es arco-conexo y no vacio.

arc
. CUC C,.

2
3. Sixe Ay A esarco-conexo, entonces A< C{°.
4. CI°NCy =g o CY*=Cy".

5. X =Uex C¥*.

Demostracion. Los items 1y 4 son verdaderos por el teorema(9.2.10} el item 2, por el Teorema(9.2.7
el item 3, por la misma definicién de C§', y el item 5, porque x € CZ para todo x. O

Corolario 9.2.15. Cada componente conexa de X es union disjunta de componentes arco-conexas.

Demostracion. Es una consecuencia inmediata de los items 2 y 4 de la Proposicién(9.2.14 O

Observacion 9.2.16. A diferencia de las componentes conexas, las arco-conexas pueden no ser
cerradas. Por ejemplo, las de la curva seno del topélogo son los subconjuntos {0} x [-1,1], que es
cerrado, y {(x,y) e R?: x>0 e y =sen(1/x)}, que no lo es.
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Ejercicios

1. Lositems 1,4 y5 dela Proposicion[9.2.14|dicen que las componentes arco-conexas de X parten
X. Muestre que la relacién binaria ~,c, definida en las Observaciones|[9.2.2} es la relacién
de equivalencia asociada a esa particion. Pruebe también que x ~4. y si y solo si existe un
subconjunto arco-conexo A de X tal que x, y € A.

9.3. Espacios localmente conexos

Definicion 9.3.1. Un espacio métrico X es localmente conexo si todo punto de X tiene una base de
entornos conexos. Un subconjunto de un espacio métrico es localmente conexo silo es con la métrica
inducida.

Definicién 9.3.2. El peine del topdlogo es el subconjunto

PdT := ([0,1] x {0}) U ({0} x [0, 1D U | ({177} x [0,1]),

n=1
de R?, con la métrica inducida.

Observacién 9.3.3. Las propiedades de ser conexo y de ser localmente conexo son independientes.
Los intervalos de R son conexos y localmente conexos, los abiertos de R que no son intervalos son
localmente conexos pero no son conexos, el peine del top6logo es conexo pero no es localmente
conexo (para cada (0,f) e PdTcont>0,ycada0<r <,

BX(0,)nPAT = ({0} x (t—r,t+ 1)U |J (1/nx (t—1,2+7)),

1/n<r

que es un conjunto que no incluye a ningtin entorno conexo de (0, ¢) en PdT), y Q no es conexo ni
localmente conexo.

Teorema 9.3.4. Un espacio X es localmente conexo si y solo si las componentes conexas de los subcon-
juntos abiertos de X son abiertas.

Demostracion. Supongamos que X es localmente conexo y tomemos un abierto U de X. Si V es
una componente conexa de U, entonces V es abierta, porque cada x € V tiene un entorno conexo
Vy (ver la Observacion[2.1.2). Reciprocamente, supongamos que las componentes conexas de los
abiertos de X son abiertas y tomemos un x € X. Una base de entornos abiertos conexos de x se
obtiene seleccionando una base cualquiera {U) : A € A}, de entornos abiertos de x, y tomando para
cada A la componente conexa V) (x) de U,, que contiene a x. O

Corolario 9.3.5. Un espacio métrico X es localmente conexo si y solo si cada punto x € X tiene una
base de entornos abiertos conexos.

Demostracion. Esto fue probado en la demostracion del Teorema|9.3.4} Para quienes objeten (con
razén) que un corolario de un teorema deberia ser un corolario del enunciado, y no de la demostra-
cién, damos la siguiente prueba: por el Teorema[9.3.4} para cada x € X, el conjunto {V;(x) : r € (0,00)},
donde V; (x) es la componente conexa de B, (x) que contiene a x, es una base de entornos abiertos
conexos de x. O
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9.4. Espacios localmente arco-conexos

Definicion 9.4.1. Un espacio métrico X es localmente arco-conexo si todo punto de X tiene una base
de entornos arco-conexos. Un subconjunto de un espacio métrico es localmente arco-conexo silo es
con la métrica inducida.

Ejemplo 9.4.2. Los espacios discretos son localmente arco-conexos y como las bolas abiertas de R”
son arco-conexas, también los abiertos de IR son localmente arco-conexos.

Observacion 9.4.3. Los mismos ejemplos que los considerados en la Observacién|9.3.3} muestran
que las propiedades de ser arco-conexo y de ser localmente arco-conexo son independientes.

Teorema 9.4.4. Un espacio X es localmente arco-conexo si y solo si las componentes arco-conexas de
los subconjuntos abiertos de X son abiertas.

Demostracion. Copiese la prueba del Teorema cambiando conexo por arco-conexo en todas
partes. O

Corolario 9.4.5. Un espacio métrico X es localmente arco-conexo si y solo si cada punto x € X tiene
una base de entornos abiertos arco-conexos.

Demostracion. Por el Teorema|9.4.4} para cada x € X el conjunto {V,(x) : r € (0,00)}, donde V,(x) es la
componente arco-conexa de B, (x) que contiene a x, es una base de entornos abiertos arco-conexos
de x. O

Teorema 9.4.6. En todo espacio metrico localmente arco-conexo, las componentes conexas y las
componentes arco-conexas coinciden.

Demostracion. Por la Proposicion(9.2.15(sabemos que cada componente conexa Cy de X es union
disjunta de componentes arco-conexa. Como, por el Teoremal9.4.4} estas son abiertas, y Cy es conexo,
necesariamente C§' = Cy. O

Corolario 9.4.7. Todo espacio métrico conexo y localmente arco-conexo es arco-conexo.

Demostracion. Esto es una consecuencia inmediata del teorema anterior. O

Ejercicios

1. Pruebe que la esfera unitaria euclideana S” es un espacio localmente arco-conexo para ca-
dan=0.

Ejercicios
1. Pruebe que el peine del topdlogo no es localmente conexo.
2. Pruebe que la curva seno del topdlogo no es localmente conexa.

3. Pruebe que un producto finitos de espacios métricos es localmente conexo si y solo si cada
uno de ellos lo es.
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CAPITULO

ESPACIOS NORMADOS Y ESPACIOS DE BANACH

En la Seccion[1.2] presentamos los espacios normados. Alli vimos las propiedades bésicas de esta
estructura, establecimos notaciones y mostramos algunos ejemplos. Ahora continuaremos el estudio
de estos espacios, con énfasis en los que son completos. Denotemos con k a R o C y recordemos que
una norma en un k-espacio vectorial E es una funcién || ||: E — R5( que satisface:

1. lxll=0siysolosix=0,
2. A~ xIl = 1Al xIl
3. lx+yl=lxl+1yl,
y que un espacio normado es un k-espacio vectorial E, provisto de una norma. Recordemos también

quesi || || es una norma en E, entonces la funcién d: E x E — R, definida por d(x, y) =[x — yll, es
una métrica que satisface:

1. d(x+z,y+z) =d(x,y) (Invariancia por traslaciones)

2. d(A-x,A-y)=|Ald(x, y) (Homogeneidad).

10.1. Espacios de Banach

Definicién 10.1.1. Un espacio normado espacio de Banach si, con la distancia asociada, es un espacio
meétrico completo.

Ejemplos 10.1.2. A continuacién damos una lista de espacios normados, sefialando cuales de ellos
son espacios de Banach.

1. Enlos Ejemplospresentamos los espacios normados (R”, | [I,), (C™, |l Ip), (Cla, bl, |l | »)
y (Bla, b], | llso), donde 1 < p < oo. Por el Corolario [5.1.12| sabemos que (R", | |l») €s un es-
pacio de Banach. Como veremos enseguida, también son espacios de Banach (Bla, b], || lloo)
y (Cla, b], || o). Por otra parte (Cla, b], || Il ,) no es completo cuando p < co.

2. Elitem 1 del Corolario|10.6.5|(vease la Seccién|10.6) dice que todos los espacios normados de
dimension finita son espacios de Banach. Esto prueba que los espacios nnormados (R", | I ,) y
(C™, 1 | p) son espacios de Banach.
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3. Un subespacio vectorial F de un espacio normado E es en si mismo un espacio normado
via la norma inducida. Cada uno de estos espacios es llamado un subespacio normado de E.
Dejamos como ejercicio probar que si F es un subespacio normado de E, entonces también
lo es su clausura F. Por la Proposici(’)nsabemos que si F es un subespacio de Banach de
E, entonces F es cerrado en E 'y, por el comentario que sigue al Teorema que si E esun
espacio de Banach, entonces también lo es todo subespacio cerrado suyo.

4. Fijados un conjunto Z y un espacio normado E, el conjunto B(Z, E), de las funciones acotadas
de Z en E, es un espacio normado via la suma de funciones, el producto por escalares y la
norma definidas por

- (f+8)R) =f(2)+g(2),
- A NHER=Af(2),
= N flloo =sup ez I f (2]l
Es evidente que la métrica asociada a esta norma es la distancia d, introducida en el Capitulo[5}

Por el Teorema|5.1.20} si E es un espacio de Banach, entonces también lo es B(Z, E).

5. Asumamos que Z es un espacio métrico. Por el Teorema[3.3.19} dados un escalar A y funciones
continuas f: Z—Vyg: Z— V,lafuncién f+A-g es continua. Por lo tanto el conjunto C(Z, E),
de las funciones continuas y acotadas de Z en E, es un subespacio normado de B(Z, E). Por el
Teorema si E es un espacio de Banach, entonces también lo es C(Z, E).

6. Para cada espacio de Banach E, el conjunto c(E), de las sucesiones convergentes de elementos
de E, es un subespacio cerrado de B(IN, E). Ademads, el conjunto ¢y (E), formado por las suce-
siones que convergen a cero, es un subespacio cerrado de c(E). En consecuencia, todos estos
espacios son de Banach. Siguiendo la préctica usual escribiremos I, (k), c(k) y ¢y (k) en lugar
de B(IN, k), c(k) y ¢o(k), respectivamente. De hecho, simplificando atiin m4s las notaciones,
frecuentemente escribiremos I, ¢y ¢ en lugar de I, (R), c(R) y ¢o(R) en lugar

7. El R-espacio vectorial [, (1 < p < 00), formado por las sucesiones x = (x;) sen de ntimeros
reales que satisfacen Z‘x’ 1 1xi|P < 0o, es un espacio de Banach via la norma || |, definida por

[e.°]
lxllp = {2 1xilP.
i=1

En efecto, para cada sucesion x = (x,) 5N y cada n € IN, denotemos con xj, a (xy, ..., x,). Por
elitem 11 de los Ejemplos|1.1.3]

X7+ YVinllp < 1 Xnllp + 1 yinllp < Ixllp + 1yl p.
Como esto vale para todo n,

lx+yllp = Hm (xin+yinllp) < 12l +1y1p.

[e.°] [e.0]
IA-xlp =Y ZMX;'I"EMI /2 1xilP = 1Alllxl p,
i=1 i=1

l,, es un subespacio de I, v ||l ||, €s una norma sobre [,,. Veamos que es completo. Supon-
p P Yilp p q p p

gamos que (x") ey es una sucesion de Cauchy en /,,. Entonces la sucesion (x7},) sew, de las
coordenadas m-ésimas de (x") eIy, €s de Cauchy para todo m € IN, y, por lo tanto, como IR es

Como ademas
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completo, existe x,, := lim x},. Escribamos x = (x1, X2, x3,...). Dado € > 0, elijamos ng € IN tal
!
que || x" —x" ||, <€, para todo n, n' = ny. Entonces

n _ 1« n n
15 = Ximllp = Hm {lxp, — X1l <e.
n'—oo
para cada m € IN y, por consiguiente,
IIx"—xII,,:n%gl})ollx|%—x|mllpse para todo n = ny. (10.1)
En consecuencia || x|, < | x"[|,+[lx—x", < oo, porlo que x € [,,. Por tltimo, la acotacién (10.1)

muestra que x =1lim, .o, x" en [,,.

8. Los argumentos usados en el item anterior, con el item 11 de los Ejemplos|I.1.3reemplazado
por el Ejernplo prueban que el C-espacio vectorial [,,(C) (1 < p < o0), formado por las
sucesiones z = (z) ey de nimeros complejos que satisfacen 392, z;|” < oo, es un espacio de
Banach via lanorma || ||, definida por

o0
Izl = ] ) 1zilP.
i=1

Teorema 10.1.3. Supongamos que (E,i (E— E) es una completacion de un espacio normado E.
Entonces E tiene una tinica estructura de espacio de Banach tal que i es una isometria lineal continua.

Demostracién. Por el Corolario [3.1.10|y las Proposiciones [5.1.11|y[2.2.25] sabemos que E x E es
completoeixi: Ex E— E x E es una funcién continua cuya imagen es un subconjunto denso de

E x E. En otras palabras, que i x i: E x E— E x E es una completacién de E x E. En consecuencia,

por los Teoremas|5.2.1]y[3.3.19|las funciones

EXL R, ExEZE y kxE-E
se extienden de manera tinica a funciones continuas

EAL Ry, ExEE vy kxE-E

que por simplicidad hemos denotado con los mismos simbolos. Para mayor simplicidad atn,
supongamos que i: E — E es la inclusi(’) y dados x e y en E tomemos sucesiones (X,)cN €
(¥n)new en E que convergen a x y y respectivamente. Por la continuidad de la suma y producto por
escalares en E,

X+Apy= ,}i_r.gox”J’A“'Enﬁlﬂloy” = r}ggo(xn+l-yn),

para cada A € k. Usando este hecho se comprueba facilmente que E es un k-espacio vectorial. Por
ejemplo, la suma es comutativa porque

x+y=r}glgo(xn+yn):r}i£glo(yn+xn):y+x,

y los restantes axiomas se demuestran de la misma manera. Ademdés como la suma y el producto
por escares de E extienden a los definidos sobre E, la inclusién de E en E es una funcién lineal (y ya
sabemos que es una isometria). Por tltimo, las igualdades

[x+yl=I im (x,+yu)ll = Im [l x,+ yull < Hm (x50 + 1 ynl) = lxll + Iyl
n—oo n—oo n—oo

1para hacer esto basta reemplazar E por i(E).
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IA-xl =1 lim (A-xp) [l = Hm [[A-x,]l = lim (IAlllx, ) =1A] lim (llx, 1) = 1Alllx],
n—oo n—oo n—oo n—o0

muestran que || ||z es una normay, las igualdades

lx =yl =1 lim (x, = yu)ll = Hm_llxp = yull = im d(xn, yn) = d(x, y),
que || ||z define la distancia de E. O

Ejercicios

1. [Desigualdad de Holder para sucesiones] Tomemos p, g € [1,00] tales que % + % = 1f°| Pruebe
que si x = (x1, X2, X3,...) € [,(C) e y = (31, ¥2, ¥3,...) € [4(C), entonces

xy:=(X1¥1,X2¥2,X3¥3,...) EL(C) 'y Nxyli=Ilxlplylg.

2. Pruebe que en la situaciéon considerada en el Ejemplo|1.2.10} F es un espacio de Banach via
I I/ siysolosi f(F) es un cerrado de E.

3. Pruebe, exibiendo una sucesion de cauchy no convergente, que (Cla, b], || [l ,) no es completo
cuando p < co.

10.2. Transformaciones lineales

Definicién 10.2.1. Sean E y F espacios normados. Una funcién lineal f: E — F, es acotada si existe
una constante ¢ = 0, llamada una cota de f, tal que || f(x)|l < c|| x|l paratodo x € E.

Notaciones 10.2.2. Denotamos con el simbolo Homy (E, F) al k-espacio vectorial de las transforma-
ciones lineales de E en F, y con el simbolo £ (E, F) al subconjunto de Hom (E, F) formado por las
transformaciones lineales acotadas. Como es usual, escribiremos Endy(E) en lugar de Homy (E, E)
y £(E) enlugar de Z(E, E).

Observacion 10.2.3. Supongamos que fi, f>: E — F son acotadas con cotas ¢; y ¢; respectivamente.
La desigualdad

1A +A- LI 1AGI+IA- 200 < (61 +[Ale2) 1 x]l
muestra que entonces fi+A- f, es acotada con cota c; +|Alco. Asi, £ (E, F) es un subespacio vectorial

de Hom(E, F).

Definicién 10.2.4. Una transformacion lineal f € £ (E, F) es un isomorfismo de espacios vectoriales
normados si es biyectivay f~! € £(F E). Dos espacios normados E y F son isomorfos si hay un
isomorfismo f: E — F.
Teorema 10.2.5. Para cada f € Homy(E, F), son equivalentes:

1. fe L(E,F).

2. f es uniformemente continua.

3. f escontinuaen0.

4. supj < I f ()1l < oo

2Cuando p = 1 tomamos g = oo, y cuando p = co tomamos g = 1.
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Demostracién. 1.= 2. Si ¢ es una cota estrictamente positiva de ff’} entonces
Ifx) = fEDI=1f(x=x"<clx-x"ll paratodo x,x'€E.

Por lo tanto, dado € > 0, basta tomar 0 < § <e€/c para que | f(x) — f(x")| <esi |lx— x| <.
2. = 3. Porque toda funcién uniformemente continua es continua.

3. = 4. Por hipétesis existe § > 0 tal que f(Bs(0)) < B;(0). En consecuencia,

_ Ly 1
IfGl= 18" f 0ol = IIf(5 0l <5

para todo x con ||x| <1ycada0<6'<é.

4.= 1. Escribamos M = sup <1 | f(X)Il. Es evidente que || f(0)| < MOy, para todo x # 0,

IF )l f(| ”)
x

Il

Esto termina la prueba. O

Ejemplo 10.2.6. Por los Teoremas|10.1.3|y[10.2.5} la inyeccién canénica i: E — E, de un espacio
normado en su completacion, es una funcion lineal acotada.

Definicion 10.2.7. Para cada f € £(E, F), definimos la normade f por || f|l := sup <, I f (201

Proposicién 10.2.8. Para cada par de espacios normados E y F, y toda funcion lineal acotada f: E —
F, es cierto que

£l = sup 17 = sup I Fwll = sup L _

llxll<1 lxl=1 xeb\oy 11Xl

infce Rxo: I f(X) |l < cllx|l para todo x € E},

donde los supremos y el minimo son calculados en Rx.

Demostracion. Cuando E = 0, todas las expresiones valen 0. Solo podria haber dudas con dos de
ellas, pero también valen 0, porque el supremo de un subconjunto vacio de un conjunto ordenado
es el elemento minimo de ese conjunto. De paso, este es el inico punto para el que es necesario
recordar que estamos tomando el supremo en R, y no, por ejemplo, en R. En el resto de la prueba
asumimos que E # 0. Como cada punto x de la esfera unitaria S; (0) es limite de una sucesion (x;) neN
de puntos de B; (0) (por ejemplo, tbmese x;, := ”T_lx) ylanorma de E es una funcién continua,

sup [ f(x)ll = sup [f)I=IfI,

lxll<1 lxll=<1
ycomo [ f(0) =0y
1
17N = il | - )H = J1xl Hf( ) < f(m-x) para todo x € By (01 {0},
también es verdad que || fI| = supy =, I £ (x)|l. Ademds, supy -y I f(X)]| = SUP e\ ‘ﬁjﬁ " porque
1 1
IFCN_ | L f(_ .x) para todo x € E\ {0}.
] llx] 1]

3Tomamos ¢ > 0 para no dividir por 0. Esta restriccién es innecesaria si convenimos en que, en este teorema, /0 = co.
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Resta probar que

If @l

xeEvop 11X

=min{ce Rxo: | f(x)|l < cllx| para todo x € E}. (10.2)

Para ello escribamos cp := sup e g\ (o ”]m) I Por la misma definicién de ¢y es cierto que || f() = coll x|

para todo x # 0, y es evidente que para x = 0 vale la igualdad. Por otra parte, para cada ¢ < cy,

existe x € E \ {0} tal que Hflgjl)“ > ¢, 0, lo que es equivalente, || f(x)|| > c|lx]|. Esto prueba que vale la

igualdad (10.2), con lo cual la demostracion estd terminada. O

Teorema 10.2.9. Para cada par E y F de espacios normados, £ (E, F) es un espacio normado via la
funcién || || presentada en la Definicion

Demostracion. Por la Observacion|10.2.3|sabemos que Z(E, F) es un espacio vectorial. Asi que solo
debemos probar que || || es una norma. Tomemos f, g € £ (E,F) y A € k. Por definicion,

IA-fll=sup A f(xX)l = sup [A[If)I =IAIFI

lxll=<1 lxll=<1

[ fll=0=|lf(x)| =0paratodo x€ Econ ||x|| <1= f=0.
Ademds, por las desigualdades
I+ 8= 1)+ g <N f N+ 1g)ll = UfI+Ighilxl,

validas paratodo x € E, esciertoque | f+ gl < fll + lIgll. O

Definicién 10.2.10. Para cada par Ey F de espacios normados, la funcién evaluacion de £(E, F) es
la funcion ev: Z(E, F) x E— F, definida por ev(f, x) := f(x).

Observacion 10.2.11. Como

1) =gl =11 (%) — g(x) + gx) — gl
< IIf-gI+1gx—yl (10.3)
<If-glilxl+lgllx—=yl,
para todo f,g € Z(E,F) y todo x, y € E, la evaluacion es una funcién continua. En efecto, por la
desigualdad (10.3), dadoe >0, si | f— gl < m vix—yl < m, entonces | f(x) — gl <e.
En consecuencia, si f =lim,_ f, en L (E,F) y x =lim,_, X, en E, entonces f(x) =lim;_.o f;(xn)
en F. En particular, esto muestra que i f;, tiende a f en £ (E, F), entonces f;, tiende a f puntualmente.

Ma4s atin, nuevamente por (10.3), si f,, tiende a f en Z(E, F), entonces f;, tiende a f uniformemente
sobre cada subconjunto acotado de E.

Proposicion 10.2.12. Si f € L(E,F) y g € L(F,G), entonces go f € £(E,G) y, ademds, ||go fl <
Ighifi.

Demostracion. Porque [|g(f)I < lgllfl < lgllfllx| paratodo x € E. O

Teorema 10.2.13. Si F es un espacio de Banach, entonces también lo es £ (E, F).
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Demostracion. Supongamos que (f7) ,eIN €S una sucesiéon de Cauchy en el espacio normado Z(E, F).
Entonces ( fn(x)) Lelv €8 una sucesion de Cauchy en F para cada x € E, porque

I fn () = fn (N < | fr = finllllxII.

Escribamos f(x) =1lim,_. f(x). Las igualdades

flx+x)= r}ggofn(x+x’) = r}ggofn(x)+,}g§ofn(x’) = f(x)+ f(x)

FA-x) = lim fu(d-x)= A« lim f,(x) = A+ £(x),

muestran que f es lineal. Afirmamos que f es acotaday (f),cy tiende a f en Z(E, F). En efecto,
como (fy) e es de Cauchy, dado € > 0, existe ng € IN tal que || f, — finll <€ si n, m = ny. Entonces

I(f = fr) (@) = ,}ggo 1(fn—frm)@) | <ellx||l paracadaxe€E, (10.4)

y, por lo tanto,
1F N =N fn O+ I (f = frd Q< Ul frnl + E) I,
para todo m > ny, lo que implica en particular que f € £ (E, F). Por tltimo, de la igualdad se

sigue que f =1lim,_ f5- O

Teorema 10.2.14. (Teorema de acotacion uniforme) Tomemos una familia de funciones lineales
continuas (fy: E — F)jen, donde E y F son espacios normados. Si E es de Banach y para cada x € E
existe My = 0 tal que || f(x)|| = My para todo A, entonces existe M = 0 tal que || fy| = M para todo A.

Demostracion. Por el principio de acotacion uniforme (Teoremal6.2.8) existe una bola abierta Bs (xo)
yun N =0 tal que | fi(x)|| < N paratodo A € A ytodo x € Bg5(xp). Si x € B5(0), entonces

I fACN = I fa(x+ x0) = fa(xo) | < Il fa(x+ x0) | + | fa(xo) | = N + My,.

Asi, para cada x € B;(0),
1 1
I fa)l = gllfa((s'x) | < 5(N+ My,).

De modo que podemos tomar M = %(N+ My,). O

10.3. Series

Definicién 10.3.1. Dada una sucesién (a;);cN, de elementos de un espacio normado E, la se-

rieY.2°. a; en E, es la sucesion (S,;) , de las sumas parciales S, :=Y." . a;.
i=1 i nJnelN n i=1%i

Observacion 10.3.2. Dada una sucesion (sy) ey de elementos de un espacio normado E, existe una
Unica serie } .72, a; en E, tal que s, = Zl’.’: , @i para todo n. En efecto, la tinica serie que satisface la
condiciénn pedida es la serie Z‘i’il a; definida recursivamente por a; := 1,y ap := S, —Sp—1 paran > 1.

Como una serie }'72, a; en E no es otra cosa que una sucesion de elementos de E, tiene sen-

tido decir que es convergente o converge. Esto significa simplemente que la sucesién (S,)eN €S
convergente. En este caso decimos también que la serie es sumable.
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10.3 Series Espacios normados y espacios de Banach

Definicién 10.3.3. Si una serie Z‘i’zl a; en E converge, y s = lim,_., S;, entonces decimos que s es el
limiteo la sumade }.52, a;, y escribimos s := Z‘i’zl a;, siguiendo la costumbre bien establecida, que
solo abandonaremos si es necesario para evitar ambiguedades, de denotar con el mismo simbolo a
las series convergentes y a su suma.

Proposicion 10.3.4. Supongamos Y32, a; y Y92, b; son series convergentes en E y A es un escalar.
Entonces las series Z‘l?jl (a; + b;) yZ‘l?il A - a; son convergentes. Ademds,

Z(a,-+b,~)=2ai+2bi y Z/l'aizl'zai'
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

[e.e]

Demostracion. Escribamos s:=3} 72 a;yt:= Z‘l?jl b;. Por hipétesis, dado € > 0 existe ng € IN tal que
|| s=Yr . a; || <ey || t=XY" b || < ¢ para todo n > ny. Entonces

n n n n n
s+t—) (ai+b)|=|s=-D ai+t=) bi||<|s-) a t—) bi| <2e

i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
y

n n n

”)L-S—Z/l-ai :H/l-s—)LZ/l-ai =|AM|s=A)_ ai| <IAle

i=1 i=1 i=1

para todo n > ny. Como € es arbitrario esto termina la demostracion. O

Proposicioén 10.3.5. Una serie} ;2 a; en un espacio de Banach E converge si y solo si para todo € >0
existe ng € IN tal que ||Z:’i+ni a; || <eparatodom=nyyl=0.

Demostracion. Escribamos S;, := Z?Zl a;. Como E es de Banach, Z‘i’il a; es convergente si y solo sila
sucesion (S;) ,ev es de Cauchy. Esto es, siy solo si para todo € > 0 existe ng € IN tal que

m+l
Y ai
i=m

siempreque m=ngyl=0. O

=ISm+1=Sml <€

Observacion 10.3.6. Por la proposicion anterior, para que una serie .72, a; en un espacio de Banach
sea convergente, es necesario que la sucesion (ay) ey tienda a 0. Pero esta condicién no es suficiente,
como se comprueba considerando la serie armoénica Y52, % en R, que la satisface y no converge.
Definicién 10.3.7. Decimos que una serie Z‘i’jl a; en un espacio normado E es absoliitamente
convergente si la serie de numeros reales Z‘i’zl lla;|l converge.

Proposicion 10.3.8. En un espacio de Banach toda serie absolutamente convergente converge.

Demostracién. Supongamos que E es un espacio de Banach y que }_72, a; es una serie en E, que es
absolutamente convergente. Entonces, como Z‘l?il lla;ll es de Cauchyy

lan, +--+am,ll < lap,ll +---+llam,|| paratodo ng < my,
la serie .72, a; es de Cauchy, y, por lo tanto, convergente. O

Proposicion 10.3.9. Si una serie }. | a; en un espacio de Banach E es absolutamente convergen-
te, entonces Y32 aj;) es absolutamente convergente para cada funcion biyectiva j: N — IN y, ade-
mds, Y2, ajiy = Y52, ai-
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Demostracion. Para cada e > 0, escribamos r, := max{ j‘l(i) l<i< no} + 1, donde ng es el minimo
namero natural tal que Z‘i’z o lla;ll <e. Porla misma definicién de r,

00 00
Y lajpll< Y lail <e,
i=re i=ny

lo que prueba que Y92, aj(;) es absolutamente convergente. Para concluir que la segunda afirmacién
es verdadera es suficiente notar que

o0
<) lail<e

i:n(]

n n
> ai— ) aji
i=1 i=1

para todo n = r,, porque para cada i < ng existe I; < r tal que j(I;) =i. O

El resultado anterior dice que en los espacios de Banach las series absolutamente convergentes
convergen en forma incondicional. Esto es, que todos los reordenamientos de estas series convergen,
y la suma siempre es la misma. Es bien sabido que para las series numéricas vale la reciproca, y esto
también es cierto para las series en espacios de Banach de dimensioén finita, pero deja de serlo en
espacios de dimension infinita. Por ejemplo, en I, la serie }.72, %e,-, donde e; es la sucesién cuya
tnica coordenada no nula es la i-ésima, que vale 1, converge en forma incondicional a (1, %, %, ),
pero no converge absolutamente porque Y2, | 1 ;|| = X2, + = co. Para un tratamiento profundo de
la convergencia condicional e incondicional de series referimos al lector al excelente libro [?].

Ejercicios

1. Complete los detalles de la Observacion[10.3.2]

2. Pruebe que si en un espacio normado E toda sucesién absolutamente convergente converge,
entonces E es de Banach. Dicho de otro modo, pruebe que vale la reciproca de la Proposi-
ci6on[10.3.8
INDICACION: Use que si una sucesion (x,) e de puntos de E es de Cauchy, entonces tiene

.2 1 .
una subsucesion (xnj)jE]N tal que ||x,-j — Xi;,, || < 37 para todo j.

10.4. Espacios normados separables

Proposicién 10.4.1. Si un espacio normado E tiene una sucesion de elementos (x,) neIN que genera un
subespacio denso, entonces es separable.

Demostracion. Consideremos el Q-subespacio vectorial

{24 xi: 4, € Qyhli: A; #0} < oo} sik=1R,

b Q = {{Z‘l?il/li-xi:AieQ[i]yh{i:/li;é0}<oo} sik=C,

de E. Es facil ver que (x1, x2,...)q e€s numerable y (xy, x2,...)qQ = (X1, X2,...) = E. O

Corolario 10.4.2. Los espacios l,(k) (1 < p <oo) son separables.

133



10.5 Cocientes de espacios normados Espacios normados y espacios de Banach

Demostracion. Por la Proposicion[10.4.1] para verificar que esta afirmacion es verdadera basta probar
que el conjunto {e; : i € N}, donde e; es el elemento de I, (k) cuyas coordenadas son todas 0, excepto
la i-ésima, que vale 1, genera un subespacio denso de [, (k). Pero esto es cierto, porque para cada
elemento x = (x1, X2, x3,...) de [, (k),

[z

i>n

n
x—in-ei
i=1

tiende a cero cuando 7 tiende a oo. O

Ejemplo 10.4.3. El espacio de Banach /. (k) no es separable, porque dado un conjunto numerable
arbitrario {x; = (xu,, Xn,,...) : n € N} S I, la sucesién y = (y1, y2,...), definida por

yj= 0 s1|xjj|21,
2 en otro caso,

estd a una distancia mayor o igual a 1 de cada x,,.

Definicion 10.4.4. Una base de Schauder de un k-espacio normado E es una sucesion (x) ,eiw de
elementos de E tal que para cada x € E hay tnica sucesion de escalares (1,) ey tal que x = 392, 1;x;.

Observacion 10.4.5. Por la unicidad de los 1,,’s, un espacio normado que tiene una base de Schauder
no puede tener dimension finita.

Ejemplo 10.4.6. Para cada p € (1,00), la sucesion (e;) e, donde e; es como en el Corolario(10.4.2} es
una base de Schauder de [, (k).

Observacion 10.4.7. Es claro que cada base de Schauder (x;,) ,c1v satisface la condicién pedida en la
Proposicién[10.4.1} Asi todo espacio normado que tiene una es separable. Banach pregunt6 si todo
espacio de Banach separable de dimensién infinita tiene una base de Schauder. En 1973 Per Enflo
respondio6 esta pregunta dando ejemplos de espacios de Banach separables de dimension infinita
que no tienen bases de Schauder.

10.5. Cocientes de espacios normados

Recordemos que el espacio cociente de un k-espacio vectorial V' por un subespacio S es el
conjunto V/S={v:v eV}, donde v denotaa v + Mﬂ con la estructura de espacio vectorial dada por

v+w=v+w y A-v paratodov,weVylek.

Recordemos también que la proyeccién canénica

p
V———VI/S
V——————— 7

es un morfismo de espacios vectoriales, y que dado un morfismo de espacios vectoriales f: V — W
con S cker f, hay un tnico morfismo f: V/S — W talque f = fop.

4El hecho de que la misma notacién es usada para denotar la adherencia de un conjunto no deberia causar problemas.
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Espacios normados y espacios de Banach 10.5 Cocientes de espacios normados

Teorema 10.5.1. Supongamos que E es un espacio normado y S es un subespacio de E. La fun-
cion || llgss: E!S — R, definida por

lgs=dw,S) =inf{lw||:wev-S=inf{|lw||:w=vev-S5},

es una pseudonorma que es una norma si y solo si S es cerrado. Mds aiin, |[v]| =0 siy solosiv e S. Por
tltimo, si E es de Banach y S es cerrado, entonces E/ S es de Banach.

Demostracion. Notemos primero que la definicién de ||v||g/s no depende de v, sino solo de su clase,
porque v—S = u—Ssiu ~ v.Esclaro | V||g/s = 0 para todo v € E. Ademads, por sumisma definicién, ||V
es cero siysolosi0e€ v—S, o, equivalentemente, v € ' La funcién || | g/s es homogénea, porque si
Aek\{0}, entonces A-v—-S=A71-(v—-2S),y, por lo tanto,

IA-Dlgs=IA-vlgs =inflllxll: xe A-v—8} = |AMlinf{llyl : y € v— S} = Al grs-
También es subaditiva porque, debido a las definiciones de sumaen E/Syde | ||g/s,
lv+wlgs=llv+wlgs=inf{lx|:xev+w-S5},

y porque
inf{|xll:xev+w-S<inf{llyll+ |zl : y+zev+w—-S}
sinf{llyll: yev-St+inf{|lz]: z€e w- S}
=vles+Iwlers,
donde la primera desigualdad vale por la subaditividad de || ||, y la segunda porque dado € > 0,

lyll+lzll <inf{llyll: ye v—S}+inf{l|z|| : z€ w— S} + 2¢

paracadaye v—-Syze w-Stales que |yl < |vlg/s+€y lzll < lwlg/s + €. Supongamos ahora
que E es de Banach, que S es cerrado (con lo cual E/S es un espacio normado) y que (7;);elN €S
una sucesiéon de Cauchy en E/S. Para cada i sea v; un representante de v; tal que ||v;|| < V7] + %
Entonces (v;) ey €s una sucesién de Cauchy en E, y por lo tanto converge a un elemento v. Cé6mo

Iv-vill=lv=v;ill <llv-wvil

y la tiltima expresion tiende a cero cuando i tiende a infinito, lim;_.., 7; =7, y, por lo tanto, E/S es
un espacio de Banach. U

En el resto de la seccién E es un espacio normado, S es un subespacio cerradode Ey p: E— E/S
es la proyeccién canénica.

Lema 10.5.2 (Lema de Riez). Si S # E, entonces para cada € > 0 existe un elemento v en la esfera
unitaria S;(0) tal que d(v,S) > 1 —e.

Demostracion. Tomemos u € E\Syescribamos a := d(u, S) = inf{u—s: s € S}. Puesto que S es cerrado
y u ¢ S, necesariamente a > 0. Fijemos 6 > 0 y elijamos s € S tal que a < ||u - s|| < a+ J. Entonces
v:= 1. (u-s)tienenormaly

lu—sll
1 a
lv—tl=|——F (Ww-9)-t|= lu—(s+llu=sl-Ol >——
llu— sl llu— sl a+é
para todo t € S. Por consiguiente, escogiendo ¢ lo suficientemente chico como para que %5 sea
mayor que 1 —¢€, conseguiremos que d(v, S) sea mayor que 1 — €, como deseamos. O
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Notas

Teorema 10.5.3. Si S # E, entonces p es una funcion lineal acotada de norma 1 que es abierta.

Demostracién. Ya sabemos que p es lineal. Por el Lema de Riez, ||pll = sup e, ) lP(W)llp/s = 1.
Pero || pll =1 porque

Ilp()l =inf{lw|: wev—-St<|v| paratodovecE.

Asique || pll = 1. Resta verificar que p es abierta. Como cada abierto U de E es union U = Uy B/, (%)
de bolas abiertas y

p(UB..0) = U p(B..0),

xeU xeU
para ello bastaré ver que p(B,(x)) =B, (p(x)) para cada x € E y cada r > 0. Pero p(B,(x)) < B,(p(x))
porque | pll =1, y, por la misma definicién de la distancia de E/S, dado y € B, (p(x)), existe s € S tal
que df(y—s,x)<r,conlocual y= p(y - s) € p(B,(x)). O
Teorema 10.5.4. Las siguientes afirmaciones son verdaderas:

1. Un subconjunto U de E|S es abierto en E/ S siy solo si su preimagen p~ (U), por la proyeccién
canonicap: E— E/S, es abiertoen E.

2. Una funcion g: E/IS — X, de E/S en un espacio métrico X, es continua siy solo si gop es
continua.

3. Dados un espacio normado F y una funcion lineal continua f: E — F con S Cker f, existe una
tinica funcion lineal continua f: E/S — F tal que el tridngulo

f
E—— F

conmulta.

Demostracién. 1. Como p es continua, si U es abierto, entonces p~!(U) también lo es. Reciproca-
mente, como p es abierta y sobreyectiva, si p_l (U) es abierto, entonces U = p(p_1 (1)) es abierto.

2. Por el item 1 sabemos que para cada subconjunto U de F, el conjunto f‘l (U) es abierto siy solo
si f71(U) = p~}(f~1 (1)) es abierto. En consecuencia, por la equivalencia entre los items 1y 2 del
Teorema la funcién f es continua siy solo si f lo es.

3. Esto es un corolario inmediato del item 2 y de la propiedad universal de (E/S, p) como cociente
de espacios vectoriales. O

Notas
[1]. Sixesunpunto fijoe ye X\ {x}, entonces
d(x, f()=d(fx), f(y) <dx,y),

porlo que f(y) #y.
[1]. Porque (v—s,)nelN €S unasucesion en v—S que tiende a cero si y solo si (s,) ,eIN €s una sucesion
en S que tiende a v.
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10.6 Normas equivalentes

10.6. Normas equivalentes

Definicién 10.6.1. Decimos que dos normas || [l; v || ll2, definidas sobre un espacio vectorial E,
son equivalentes, y escribimos || |[; ~ |lll2 si la funcién identidad id: (E,|l II;) — (E, | ll2) es un
homeomorfismo.

Observacion 10.6.2. Es suficiente comparar las Definiciones|10.6.1|y para concluir que dos
normas son equivalentes si y solo si las métricas asociadas a ellas son topolégicamente equivalentes.

El siguiente resultado explica, en particular, porque no se definen dos nociones de equivalencia
entre normas, como se hizo con las distancias.

Proposicién 10.6.3. Para cada par de normas || |1 y | |2, definidas sobre un espacio vectorial E, las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

L. Il ¥l ll2 son equivalentes.
2. las funcionesid: (E, || 1) — (E, |l l2) yid: (E, |l l2) — (E, |l ll1) son continuas en 0.

3. idg es uniformemente continua cuando consideramos al dominio con la normal | |l; y al codo-
minio con la norma | ||, y cuando consideramos al dominio con la norma || ||, y al codominio
conlanormal |;.

4. Existency yc, en R >0 tales que | x|y < c1llxll2 y |l xll2 < c2ll x|y para todo x € E.

Demostracion. 1. © 2. < 3. Por la equivalencia entre los items 2 y 3 del Teorema|10.2.5

3.=4. Comoid: (E,| l2) — (E, |l Il1) es continua, existe § > 0 tal que Bl‘s 2 [0] < Bﬂ h [0]. Por consi-

[l 11y
llxll2

primera desigualdad en el item 4 vale con ¢; = %. La otra desigualdad se prueba en forma similar.

guiente, 0 <1 paratodo x € E\{0}, o, lo que es equivalente, || x||; < %lellg paratodo x € E. Asi, la

4.=> 2. Dadoe>0,si| x| < c%, entonces || x1]| <€,y silx|l; < c%’ entonces || xy|| <e€. O

Supongamos que E y F son k-espacios normados. Como una funcién lineal f: E — F es acotada
siy solo si es continua, y la continuidad o no de una funcién depende solo de cuales son los abiertos
de Ey F, el espacio Z(E, F) no cambia si cambiamos las normas || [y || s, de E y F, por normas
equivalentes || [I’; y | I%. Por supuesto la norma sobre % (E, F) construida a partirde || [z y || I
no coincide con la construida a partir de | [|%; y | |I'; (pero vease el primer ejercicio al final de esta
seccion).

Teorema 10.6.4. Si E es un k-espacio vectorial de dimension finita (k = R o C), entonces todas las
normas de E son equivalentes.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que E = k" y que una de las normas es
lanorma | ||oo. Denotemos con | || ala otra normay con (e,..., e;) ala base canénica de k”". Cada
vector x = (x1,...,X,) € k" satisface

lxll = llx1-e1+--+xp-enll < lx1lllerll +--- +xnlllenll = nM| xlloo,
donde M =max(|le1ll,..., llex ). Asi, para todo par de vectores x, y € k",

Hxl =1yl <lx=yll < nMlx = yllco-
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10.6 Normas equivalentes

En consecuencia, la aplicaciéon | ||: (™, || lloo) — k continua. Como {x € k" : || x|lc = 1} es compacto,
existen c1, c; > 0, tales que c; < || x| < ¢, para todo x € k" con || x]ls = 1. Pero esto implica que

=1 llxlloo

X
— = clxleo y x|l = “x”ooH
IIxIIOOH lxll oo

para cada x € k" \ {0}. O

llxIl = ”x”oo‘

Corolario 10.6.5. Los siguientes hechos valen:
1. Cada k-espacio vectorial de dimension finita es completo con cualquier norma.

2. En cada espacio vectorial de dimension finita un conjunto es compacto si y solo si es cerrado y
acotado.
3. En cada espacio normado los subespacios de dimensién finita son cerrados.

4. En cada espacio vectorial de dimension finita las bolas cerradas son compactas.

Demostracion. 1. Tomemos un k-espacio vectorial de dimensién finita E. Como cada C-espacio vec-
torial de dimension finita tiene dimensidn finita sobre R, basta probarlo k = R. Ademds, como todo
R-espacio vectorial de dimension finita es isomorfo a R” para algtin n, podemos suponer que E = R".
Una vez hecha esta reduccion, el item 1 se sigue inmediatamente de la Proposicion[10.6.3} el Teore-

mal|l0.6.4} la observacién y el hecho de que (R", || ll«) es completo, por el Corolario[5.1.12

2. Sabemos que esto es cierto para (R"”, || [l«o). Pero entonces lo es también para (R”, || |I), donde || ||
es una norma arbitraria, porque, por el Teorema los espacios normados (R”, || l.o) Yy (R, 11 ),
tienen los mismos subconjuntos cerrados, los mismos subconjuntos acotados, y los mismos sub-
conjuntos compactos. Esto es suficiente para inferir que el enunciado del item 3 es verdadero para
todos los espacios normados de dimensién finita, porque cada uno es isométricamente isomorfo a
un (R, | |I) mediante un isomorfismo lineal.

3. Porelitem 1y la Proposici6n[5.1.9]

4. Por el item 2.
O

Proposicion 10.6.6. Sidim(E) < oo, entonces Homy (E, F) = £ (E, F) para todo espacio normado F.

Demostracion. Por el Teorema(10.6.4|basta probarlo cuando E es k" provisto con la norma || ||o. En
este caso toda transformacion lineal f: E — F es acotada porque, para cada x = (xy, ..., x,) € k"

IfN=1f(x1-e1+--+xp-e)l < Ix1lll fleD) +---+1xull fen) | = M Xlloo,

donde M = || fe))|| +-+- + | f(en) ). =

Ejercicios
1. Pruebe que bajo las condiciones anteriores la norma sobre Z(E, F) construida usando las
normas | |5y || Iz es equivalente a la construida usando las normas || ||jE vl IIS,.
2. Pruebe que las siguientes afirmaciones son equivalentes para cada k-espacio normado E.
a) dimE < co.
b) Las bolas cerradas de E son compactas.

¢) B;1[0] es un subconjunto compacto de E.

INDICACION: En el Corolario |10.6.5|se prob6 que el primer item implica el segundo. Para
probar que el tercero implica el primero use el Lema de Riez.
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10.7 Funciones multilineales

10.7. Funciones multilineales

Definicién 10.7.1. Unafuncién f: V; x---xV,; — W, del producto de una familia V1, ..., V;, de k-espacios
vectoriales en un k-espacio vectorial W, es multilineal si para todo i con 1 < i < ny toda familia
X1,.., Xi-1,Xi+1,..., Xn cON X;j € V}, la aplicacion x — f(xy,...,Xj-1, X, Xj+1,...,X,) €s una funcion
lineal de V; en W. Las funciones multilineales de n variables son llamadas también funciones n-
lineales. Las de una variable son las funciones lineales, y las de dos variables son llamadas funciones
bilineales.

Ejemplo 10.7.2. La multiplicacién de una k-algebra A es una funcién bilineal u: Ax A — A.

Ejemplo 10.7.3. la funcién que a cada n-upla de vectores columna v,...,v, € k" le asigna el
determinante de la matriz (v1 - v») es una funcién n-lineal de k" x --- x k" en k

Observacion 10.7.4. El conjunto de todas las aplicaciones multilineales de V; x - -- x V;; en W, provisto
de la sumay el producto por escalares definidos por

(f+8)x1,....,xpn) = f(x1,..., xp) + 8(x1,...,Xp)

(A/'f)(xlv---)xn) :A/f(xly---;xn))

es un k-espacio vectorial, llamado el espacio de las funciones multilinealesde Vy x ---x V, en W'y
denotado Mult(V7,..., V,; W).

Teorema 10.7.5. La funcién
VY. Mult(Ey, ..., Ey F) — Mult(Ey, ..., E,—1;Homy (Ey,, F)),
definida por ¥ (f)(x1,...,Xp-1)(x) = f(x1,...,Xpn—1,X), es un isomorfismo de espacios vectoriales.

Demostracion. Las igualdades

Y(f+8)(x1,...,xp-1)(x) = (f+ 8 (x1,..., Xp-1,X)
= f(x1,...,Xp-1,%) + g(x1,..., Xp-1,%)
=W()x1,.., Xp-1) (X)) + V() (x1,..., Xp—1)(X)

YA Nx1,..X0-1) () = A- fx1,.., Xp-1,X)
=Af(x1,...,Xp-1,%)
=AY () (x1,..., Xp-1)(x)
=A-(Y(N)x1,..0 Xp-1))) ()
=AY, Xp-1)(X),

muestran que W es lineal, y un cdlculo directo muestra la funcién
@: Mult(Ey, ..., Ey—1;Homg (Ey,, F)) — Mult(E;,..., Ey; F),

definida por ®(g)(xy,...,x,) = g(x1,...,Xp—1)(x,) es inversa a derecha e izquierda de V. O
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10.7 Funciones multilineales

Teorema 10.7.6. Fijados espacios normados Ey,...,E, y F, para cada f € Mult(Ey,...,E,; F) son
equivalentes:

1. f escontinuaenO.
2. f escontinua.

3. Existe M =0 tal que
1f e, xa)ll < Ml - Nl xp |l

para todo (x1,...,X,) € Ey x --- x Ey.

Demostracion. 3. = 2. Fijemos r > 0. Para todo par x = (xy,...,x,) e y = (y1,..., ¥n) de elementos
de E; x --- x Ey,

n
f(x) f(J/):Zf(xl; xi,J’i+1»---,J/n)_f(xl;---»xi—l»_)/iy---,,)’n)
"
Z (Xl,-.-,xi—l,xi—J/i»J/i+1,-~-,J/n)-
En consecuencia, si x e y pertenecen a Bu ||""(O) = Bfl 0) x--+x Bf" (0), entonces

n
Zf(xly---yxi—l)xi_yivyl'+l)---yyn)

i=1

If ) —fnil=

= Z ”f(xl»-'-)xi—l»xi —J/i,J/i+1»-.-,)/n)||
n
<Y Milxill--lxi—1 Il xi = yilllyieall - I yall

n
Z i = yill
i1

-1
< Mnr" 1 x = Ylloos

IA

por lo que f es de Lipschitz en cada bola Bu I~ (0), y, por consiguiente, continua.
2.= 1. esto es claro.

1. = 3. Por la continuidad de f en 0, existe 6 > 0 tal que si (x,...,x;) € B5(0) x --- x B5(0), enton-
ces || f(x1,...,xp) |l < 1. Esto implica que, fijado 0 < 6’ < §, para cada n-upla (x1, ..., x,) con x; € E;\ {0},

lxq 1l (B
”f(xl: xn)”_Hf( : : )---»6_’7'_)/72)
lxp !l llxnll
%nﬂyl, ol
6’" e ll---lxpll,

donde y; = - xj. Como esta desigualdad también vale cuando uno o varios de los x;’s se anulan,

O

IIx I
podemos tomar M = W'

Notacion 10.7.7. Dados espacios normados Ej,..., E; y F, denotamos con Z(Ey, ..., E,; F) al subes-
pacio de Mult(Ey, ..., E,; F) formado por las funciones multilineales continuas.
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10.7 Funciones multilineales

Definicién 10.7.8. Para cada f € £(Ey,..., Ey; F), definimos la norma | f|| de f por
I fII:=min{M : || f(x1,..., xp) Il < Ml x1l -+l xpll paratodo (xi,...,Xp) € Ey x -+ x Ep}.

Teorema 10.7.9. Dados espacios normados Ey, ..., E, yF, laaplicacién V¥ definida en el Teoremal10.7.5
induce por restriccion un isomorfismo de espacios vectoriales

V: L(Ey,....Ep;F) — ZL(Ey, ..., En_1; L (Ep, F)).
Ademds | (f)|| = | f|| para toda f € £(Ey, ..., Ep; F).

Demostracion. Paratoda f € £(Ey,...,En; F) ycada (xy,...,x5) € E; x -+ x Ep,

I x1,ee Xp-D) N = 1 f (X155 Xp—1, DN < DI~ D1 X

Porlo tanto W (f)(x1,...,Xp-1) € L(En, F) y IV () (x1,..., XD = I f Il x1 Ml -+ 1 X-11l, lo que implica
que ¥Y(f) e L(Er,...,En1; L(En, ) y YOI = fIl.

Tomemos ahora una funcién g € Z(Ej,..., Ey—1; £ (Ep, F)). Como

I~ (Q) (xr, e X))l = 18 (X, s X ) ) S G (XL -y X DI Xl < G XL -+ 1 X

para todo (xy,...,Xx,) € E; x--- x Ep, la aplicacion p-l (g) es continua'y ||‘~I"1(g) I <ligll. Esto implica
que no puede ser [V (f)l < |l fl, porque entonces seria

IFI =1 o w (DI ITWNOI<IfI.
Asi, PN = I fIl, como queremos. O

Teorema 10.7.10. Fijados espacios normados E,...,E, YV F, la funcion || |: £(Ey,...,En; F) — Rxp
es una norma. Ademds, para cada f € £ (Ej,...,Ey; F),

I fll = sup I f(x1,...,x0)l

(xl,...,x,,)erl [0] X...XBfn 0]

Demostracion. Para n = 1 ambas afirmaciones son verdaderas por la Definicién|10.2.7|y el Teore-
ma(10.2.9] Supongamos que son verdaderas para n = m—1 = 1. Entonces, por hipétesis inductiva,
paracada f,ge Z(Ey,...,Enm;F)ycada ek,

If+gl =¥ +I=1¥YH+F@UI=IT¥NOI+TT@@I=1fI+Igl,
IA-fI = 1Y QA- O =AY O = AN

y
1A= 1O
= sup W () (x1,-eny Xm-1) I
(X1 o0 X 1) EBY O] - B L 0]
= sup sup N f(x1,. ., Xm—-1, Xm) |
(X1 X1 EBT 0] %+ x By [0] Xpn€BY™ [0]
= Sup . ”f(xlr---;xm)”)
(X100 Xm) EBLL[0] - x BE™ (0]
COmo queremaos. O
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10.7 Funciones multilineales

Ejercicios
1. Supongamos que f es como en el Teorema(10.7.10} Pruebe que

£l = sup Ifx1,...,x)ll,

(X150 X)) EXy X2 x Xy

donde para cada i € {1,...,n}, el simbolo X; denota a uno de los conjuntos Bf" [0], Bf" 0
E.
0 577(0).
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CAPITULO

CALCULO DIFERENCIAL

11.1. Definicion y propiedades basicas

Definicién 11.1.1. Una funcién f: U — V, donde U <€ Ey V € F son subconjuntos abiertos de
espacios de Banach E y F, es diferenciable en un punto x, € U si existe T € £ (E, F), tal que

lfm Il f(xo+v)— f(x0) — TW)Il _

0. (11.1)
v=0 vl

Observacion 11.1.2. SeaU - xp:={ve E: v =u—xpparaun u e U}. Es evidente que f: U — V es
diferenciable en xy si y solo si existe una funcién R: U — xy — F, tal que

fo+v)=flxg)+ T(w)+R(v) vy lin%%:o,
y—>

Proposicién 11.1.3. Si f: U — V es diferenciable en xy, entonces hay una tinica funcion T € £ (E, F)

que satisface (11.1).

Demostracién. Supongamos que T € £(E, F) tiene la misma propiedad que T. Cé6mo para cada
ve E\{0}

IT(w)— Tl _ I G0+ ) — fxo) T() - (f(xo+ v) — f(x0) — T())
vl L
N o+ ) = fl) =TI I1f G0+ )= f o) = T

vl vl

)

y la expresién a la derecha de la desigualdad anterior es un infinitésimo cuando v tiende a cero,

y IT(w) - T
m——=
v—0 vl

0.

Por lo tanto,

-

0t JTA-=-TA- I _ . ITW-TwI _ITw-TW)]
A—0 IA-vl =0 Al ol
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11.1 Definicién y propiedades bdsicas Célculo diferencial

Asi, T(v) = T(v). Como T'y T también coinciden en 0, porque son funciones lineales, esto termina
la demostracion. O

Si f es diferenciable en xy, la funcién T, cuya unicidad acabamos de probar, es llamada la
diferencial de f en xy y denotada D f(xp). Dejamos al lector la tarea de probar que si las normas de E
y F se cambian por normas equivalentes, las funciones diferenciables y la diferencial permanecen
invariantes.

Definicién 11.1.4. Una funcién f: U — V es diferenciable si lo es en cada punto de U y es di-
ferenciable con continuidad o de clase C', si ademads la funcién diferencial D f: U — £(E, F) es
continua.

Proposicion 11.1.5. Si f: U — V es diferenciable en x, entonces f es continua en Xxy.
Demostracion. Supongamos que [ es diferenciable en xy. Entonces
Jim 1 f(x) = f(xo) | = Hm || f(x) = f(x0) = D f (o) (x = Xo) + D f (x0) (x = xo)
< lim || f(x) = f(x0) =D f (x0) (x = xo) Il + lim [| D f (x0) (x — x0)
X— X X— Xy
=0,
c6mo queremos. O

Observacion11.1.6 (Linealidad). Si f: U — Vy g: U — V son diferenciables en x, entonces A- f+u-g
es diferenciable en xy paratodo A, ue ky

DA-f+p-g)(xo) =A-D f(xo) + p-D g(xo).
En efecto, para comprobar esto es suficiennte verificar que

lfm A-f+u-gxo+v)—A-f+pu-g(xg)—(A-Df(xp) +u-Dglxe) _
50 vl

0.

Pero esto es consecuencia directa de que la norma es homogénea y subaditiva (ver la Definicién|1.2.1).
Dejamos los detalles al lector.

Teorema 11.1.7 (Regla de la Cadena). Sean U € E, V < F y W < G subconjuntos abiertos de espacios
de Banach E, F yG. Si f: U — V es diferenciableen xo y g: V — W es diferenciable en f(xy), entonces
go f esdiferenciable en xy y

D(go f)(x0) =D g(f(x0)) oD f(x0).

Demostracion. Como g es diferenciable en f(xo), existe Rg: V — f(xo) — G, tal que

. Re(w)
§(f (o) + w) = g(f(x0) =Dg(f )W) + Rg(w) 'y lim —~===0;
y como f es diferenciable enn xo, existe Ry: U — xo — F, tal que
- Rr()
S0+ v) =) =D f)W)+ Rp(w) y  lim =0 =
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Cdlculo diferencial 11.1 Definicién y propiedades bdsicas

Entonces

g(fxo+ ) —g(f(x0)) = g(f (x0) + f(xp + v) = f(x0)) — g(f (x0))
=D g(f(x0))(f (xo + v) — f(x0)) + Rg (f (x50 + v) — f(x0))
=D g(f(x0))(D f(x0)(v) + Ry (1)) + Rg (D f (x0) (v) + Ry ()
=Dg(f(x0)(D f(xo) () + R(v),

donde R(v) es la funcién de U — xq en G, definida por

R(v) =D g(f(x0))(Rf (1)) + Re (D f(x0) (v) + Ry ().

Para terminar la demostracion, sera suficiente mostrar que

R
- IR ~0 (11.2)
v—0 v
Escribamos ( )
IRg|D f(xo)(W)+Rp(w))l .
Do rR T SiDf(xo)®)+Rp(@) £0,
0 sin(xo)(v)+Rf(1/)=0.
Un cdlculo directo muestra que si v € U — x es no nulo, entonces
IR() |l IRr(W) IIRg(Df(xo)(v)+Rf(v))||
=IDg(f (xo)l +
1l 8=, vl
IRs () D f(x0)(v) + Re (W)l
= IDg(f xo)) Il ——— + B() !
vl vl
Estas desigualdades implican que vale, ya que
tim 1D g (£ o e — i By = 0
e e T =
y la funcién
D f(x0)(v) + Re ()l
vl
es acotada en un entorno reducido de 0. O
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