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PRACTICA 2
EcUACIONES DE CAUCHY-RIEMANN Y FUNCIONES HOLOMORFAS

. Para cada una de las siguientes funciones analizar dénde son derivables, donde son holomorfas
y calcular su derivada:

. Demostrar que la suma, producto y composiciéon de funciones holomorfas es holomorfa.
. Probar que vale la regla de L’Hopital para cocientes de funciones holomorfas.

. Dada f : 2 — C con €2 un abierto de C, consideremos la descomposicién candnica de f en parte
real e imaginaria
flz+iy) =u(z,y) +v(x,y)i con u,v:Q— R,

luego,
a) probar que f es continua en xg + yoi si y sélo si u y v son continuas en (g, yo),

b) probar que f es derivable en xy + yoi si y sélo si u y v son derivables en (zg,yo) y se
satisfacen las siguientes ecuaciones

0 0 0 0
a_z(xoayo) = 8_Z(x0’y0) Yy 8—3(370,3/0) = _8_Z<x0’y0)’

y calcularlas en funcién de la derivada de la funcién compleja.

. Probar que en z = 0 las derivadas parciales de la siguientes funcién existen y verifican las
ecuaciones del ejercicio anterior pero la funcién no es derivable:

o3 — 3 423 + )
7 .2
f(z) = sy

siz=ux+1y #0,

0 siz=ax+1iy=0.

. Con la notacién anterior, demostrar que la funcién f es holomorfa si y sélo si u y v son derivables
y se verifican las ecuaciones anteriores en todo punto del dominio y usar esto para analizar en
cada una de las siguientes funciones dénde son derivables y déonde son holomorfas:

a) f(z) =y+iz, c) f(z) = 2" +iy?
b) f(2)=a*—y* —2zy+i(x? —y* + 2xy), d) f(z)=e"(cosy+iseny).



7. Dada u : Q — R de clase C?, una conjugada armoénica v : €2 — R es una funcién C? tal que se

8.

10.

11.
12.

13.

14.

verifique

ou B ov ou ov

or oy Y oy ox
Probar que
a) cualesquiera dos conjugadas armonicas de la misma funcién difieren en una constante,

b) siuna funcién v admite una conjugada arménica v entonces las dos son arménicas, es decir
que
0%u N 0%u 0 A 0% N 0%
= — _— y V= —— _—
ox?  Oy? ox?  Oy?

¢) las curvas de nivel de dos conjugadas arménicas se cortan de manera ortogonal.

AU 07

Decidir si las siguientes funciones admiten conjugadas armonicas y en caso afirmativo calcular
su funcién holomorfa asociada:

i) u(z,y) = 2% — 9, i) u(z,y) = 2%y, i) u(z,y) =2z(1 —y).

Probar que si una funcién f es holomorfa y tiene derivada no nula en un punto zg, entonces
para cualesquiera dos curvas suaves que se cortan en zy con angulo «, su imagen por la funcién
son dos curvas suaves que se cortan en f(zg) con dngulo también igual a «.

Sea f : C — C holomorfa, demostrar que si f verifica cualquiera de las siguientes condiciones
entonces es constante

a) la funcién Re(f) es constante,

b) la funcién |f| es constante,

¢) la funcién f es holomorfa,

d) la imdgen de f estd contenida en una unién finita de rectas
Hallar todas las funciones holomorfas f : C — C que verifican f(x 4 iy) = f(x) + f(iy) + 2zyi.

Un biholomorfismo es una funcion holomorfa entre abiertos de C que admite una funcién inversa
que también es holomorfa. Dar un biholomorfismo entre

D={z:|z| <1} y H={z:Im(z) >0}
y mas aun, probar que el centro del disco se puede mandar a cualquier punto del semiplano.

Probar el teorema de la funciéon inversa que dice que si una funcién holomorfa con derivada
continua tiene derivada no nula en un punto, entonces la funcion se restringe a un biholomorfismo
entre un entorno del punto y un entorno de la imégen del punto.

Una funcién continua f : Q@ — C se dice una rama de la raiz n-ésima si f(z)" = z, probar las
siguientes afirmaciones

a) en toda bola abierta en C* hay exactamente n ramas de la raiz n-ésima,

b) en el abierto C \ R<y hay exactamente n ramas de la raiz n-ésima,

y que en general, toda rama de la raiz n-ésima es una funcién holomorfa.



