ANALISIS AVANZADO - PRIMER CUATRIMESTRE DE 2025

Practica 7

. Sea A un conjunto, y sea (Y,d) un espacio métrico. Sea f : A — Y, y para cada
neN,sea f, : A—>Y.

Pruebe que la sucesion (fy)n>1 no converge uniformemente a f si y solo si existen
a > 0, una subsucesion (fp, )r>1 y una sucesion (ag)r>1 C A tales que

d(fay(ar), flar)) > VEkeN.

. Analice la convergencia puntual y uniforme de las siguientes sucesiones de funciones:

(@) fon:R =R, fu(z) = 5 sin(na).
(b) fn R =R, fu(z )—sm( )

(c) fn R* = R?, fu(z,y) = n+1(3773/)-
(d) fn: C([0,1]) = C([0,1)), fulp) = 77 #-

Aqui en C([0,1]) consideramos la distancia d

(a) Encuentre el limite puntual de la sucesién de funciones f,, : A — R en cada uno
de los siguientes casos:

i fo(z) =2" A= (-1,1].
il. fp(z) =27, A= (1,400).
iii. fo(x) =n%z(1-2%)", A=10,1].
iv. fo(z)=ze " A=R.
(b) Para la sucesién de i., pruebe que la convergencia es uniforme sobre (0, %), y
para la de ii., que es uniforme sobre [2,5].

(c) ¢Es uniforme la convergencia de la sucesién sobre A en alguno de los casos?

. Sea X un conjunto y sea B(X) el conjunto de las funciones acotadas de X en R.
Sea (fn)n>1 una sucesién en B(X).

(a) Si (fn)n>1 converge uniformemente a f : X — R, muestre que f € B(X).
. Sigue valiendo esto si la convergencia es solamente puntual?

(b) Si (fn)n>1 converge uniformemente en X, muestre que existe M > 0 tal que
|fn(x)] < M para todo z € X y todo n € N. En otras palabras, la sucesién
(fr)n>1 es uniformemente acotada, o es acotada en (B(X), || - ||oo)-

. Sea (fn)n>1 la sucesién de funciones dada por

na?

fn:[0,1] = R, fu(x) = Trna?

Estudie la convergencia puntual y uniforme de las sucesiones (fn)n>1 v (f})n>1-



6. Sea X un espacio métrico y sean (fpn)n>1, (gn)n>1 : X — R dos sucesiones de fun-
ciones que convergen uniformemente a funciones f,g : X — R, respectivamente.
Pruebe que:

(a) La sucesion (fy, + gn)n>1 converge uniformemente a f + g.

(b) Si ambas sucesiones estdn uniformemente acotadas, entonces (f,gn)n>1 con-
verge uniformemente a fg.

7. Sean X,Y espacios métricos, y sea (fn)n>1 una sucesién de funciones f, : X — Y
uniformemente continuas que converge uniformemente a una funcién f : X — Y.
Pruebe que f es uniformemente continua.

8. Sea (fn)n>1: [a,b] — R una sucesién de funciones derivables que converge puntual-
mente a una funcién f : [a,b] — R. Pruebe que si existe ¢ > 0 tal que |f](z)| < ¢
para todo x € [a,b] y para todo n € N, entonces f es continua.




