ANALISIS AVANZADO - PRIMER CUATRIMESTRE DE 2025

Practica 6

. Pruebe que || - ||1,|| - ll2 ¥ || - ||co definen normas en R™, donde

n n 1/2
z[l1 = z; lzil, |zl = (2 w?) v o lzlleo = Jnax |
1= 1=

. Sea E un espacio normado. Pruebe que se verifican:

(a) Siz € Eyr >0, B(xz,r) = B(x,r) (es decir, la clausura de la bola abierta es
la bola cerrada).

(b) diam(B(z,r)) = 2r.

(c) Siy,z € B(x,r) entonces para todo t € [0,1], ty + (1 —t)z € B(x,r) (es decir,
toda bola es conveza).

. Sea E un espacio normado. Sean (z,)neny C E'y xo € E tales que limy, o0 z,, = 0.

Pruebe que si definimos (yp)neny € E por

r1+x2+ -+ Ty

n — )
n

entonces limy, o0 Y = g.

. Sea E un espacio normado y S C E un subespacio (vectorial). Pruebe que:

. Sea R, [t] el conjunto de los polinomios de grado menor o igual que n con coeficientes
en R. Consideremos para p € R,,[t] las normas

1
IPlloe = max [p(®)] vy llpls 2/0 [p(t)] dt.

(a) ;Son (Ru[t], || - lleo) ¥ (Ry[t], ] - |l1) espacios de Banach? ;Por qué?

(b) Justifique por qué ambas normas resultan equivalentes en R, [¢] para todo n € N.

—
o
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Si R[t] denota el conjunto de todos los polinomios con coeficientes en R, pruebe
que ahi las normas || [|so ¥ || - |1 no son equivalentes. ;Hay alguna contradiccién
con el item anterior, que afirma que las normas son equivalentes para polinomios
de grado hasta n para todo n € N7



10.

. Definimos £°° como el espacio de todas las sucesiones acotadas de ntimeros reales:

> = {a = (an)nen C R: sup|a,| < —i—oo}
neN

con la norma
alloo = sup |an|.
neN

(a) Pruebe que la bola cerrada de centro 0 y radio 1 de £°° no es compacta.
(b) Pruebe que no hay ningiin conjunto numerable denso en £°°.
Sea E C (> el (sub)espacio normado definido como
E ={a € (™ : existe ng € N tal que a,, = 0 para todo n > ng},

dentro del cual consideramos el subespacio
S=<ack: anp =20

Pruebe que S es denso en E.

Sean (E,| - ||g), (F,| - ||F) espacios normados. Sea T': E — F un operador lineal.
Pruebe que son equivalentes:

(a) T es continuo en 0.

(b) Existe zp € E tal que T es continuo en x.
(
(

)
)
) T es continuo.
d) T es uniformemente continuo.
)
)

C

e) T es acotado.

(
(
Sean (E,| - |lg), (F,|| - ||r) espacios normados, y sea T : E — F lineal y continuo.
Verifique las siguientes férmulas:

f) Para todo A C E acotado, T'(A) es acotado.

T
|z z<1 |zl z=1 =40 ||Z]|E

Consideremos en C([0, 1]) las normas

1
[flloo = max]\f(ﬂf)!a y o Iflk =/ /()] de.
0

z€[0,1

Sean £,7 : C([0,1]) — R las funcionales lineales definidas por

£f = f0), If= /0 f(x) da.

Decida, para cada una de las normas, si cada una de las funcionales es continua; en
caso afirmativo, acote su norma.



11. Consideremos en C([0,1]) la norma infinito. Fijada k : [0,1] x [0,1] — R continua,
sea K : C([0,1]) — C([0,1]) dada por

1
(K f)(x) = /0 k() f(y) dy.

Pruebe que K es lineal y continua. Acote su norma.

12. Sea R[t] el espacio de polinomios, con la norma || - ||« definida en el Ejercicio 5. Sea
0 : R[t] — R[t] dado por (dp)(t) = p'(t), donde p’ denota el derivado de p. Probar
que 0 es un operador lineal que no es continuo.

13. Sea ¢? el espacio vectorial de todas las sucesiones de cuadrado sumable:

2= {a — (an)nen C R: i |an)? < +oo}.

n=1

0o 1/2
lallz = <Z Ianl2> -
n=1

(a) {Es compacta la bola cerrada de centro 0 y radio 1 de £2?

Para a € ¢2 definimos

(b) Pruebe que 7 : £2 — R dada por
> a
@)=y "
n
n=1
es una funcional lineal continua.

Sugerencia: use la desigualdad de Cauchy-Schwarz.




