ANALISIS AVANZADO - SEGUNDO CUATRIMESTRE DE 2025

Practica 4

1. Decida cudles de las siguientes funciones son continuas:

(a) f: (R dy) = (R,dy), f(2,y) = 2° + 42
(b) f: (R2,dy) — (R, dy),

%7 si (x7y) 7é (0,0),
f( , ) = {2$ +(@—1)%y
“d 0, si (z,y) = (0,0).

(c) idg2 : (R%,8) — (R?,dy), la funcién identidad.
(d) idg2 : (R%,dy) — (R2,9), la funcién identidad.

Aqui ds es la métrica euclidea usual, y 0 es la métrica discreta.

,Cambia algo si en lugar de do consideramos dj 0 doo?

. Sea f: R — R dada por

_Jz, sizeqQ,
f(a:)—{()’ six ¢ Q.

Pruebe que f es continua Uinicamente en z = 0.

. Sea E un espacio métrico, y sea g € E. Sea f : E — R una funcién continua
en xo. Pruebe que si f(zg) > 0 entonces existe > 0 tal que f(x) > 0 para todo
x € B(xo,T).

. Sean FE y E’ espacios métricos y f,g: E — E’ funciones continuas.

(a) Pruebe que {z € E: f(z) # g(x)} es abierto.
(b) Deduzca que {z € E: f(z) = g(x)} es cerrado.

. Considerando en cada R” la métrica euclidea ds, pruebe que:
(a) {(z,y) € R?:2? + ysen(e” — 1) = —2} es cerrado.
(b) {(z,y,2) € R3: -1 < a®—3y* 4+ 2 — 2 < 3} es cerrado.
(c) {(:Ul,:vg,:cg,x4,x5) eER?:3 <z — xg} es abierto.
., Cambia algo si en lugar de dy consideramos las métricas di 0 dso?

. Sean f,g:R — R dadas por f(z) =22, g(x) = Pruebe que:

12
1+x2-
(a) f es continua, y sin embargo existe G C R abierto tal que f(G) no es abierto.

(b) g es continua, y sin embargo existe F' C R cerrado tal que g(F') no es cerrado.



7. Sean E y E’ espacios métricos y f,g: E — E’ funciones continuas.

(a) Sea D C E un subconjunto denso. Pruebe que si f|p = g|p, entonces f = g.
(b) Concluya que la funcién R : C([0,1]) — {f : QN [0,1] — R} dada por R(f) =
flonjo, es inyectiva.

8. Sean E y E' espacios métricos y f : F — E’ una funcién continua y suryectiva.
Pruebe que si D es denso en E entonces f(D) es denso en E'.

9. Consideramos las funciones £,Z : C(|[0, 1]) — R definidas por:

1
E(f)=f0), I(f) = /O f(z) de.

(a) Demuestre que si utilizamos en C([0,1]) la distancia d, ambas resultan con-
tinuas.

(b) Demuestre que si en cambio utilizamos en C([0,1]) la distancia di, Z es una
funcién continua pero £ no lo es.

(c) Analice si es posible que una funcién F : C([0,1]) — R sea continua para la
distancia d; pero no para du.
10. Sea (F,d) un espacio métrico.
(a) Sea zy € E, y sea f : E — R dada por f(x) = d(x,zp). Pruebe que f es
continua.

(b) Usando esto rehaga los items (b), (d) y (g) del Ejercicio 4 de la Practica 3.
11. Sea (FE,d) un espacio métrico.

(a) Sea AC E, yseag:E — R dada por g(z) = d(z, A).
i. Pruebe que g es continua.
ii. Pruebe que si A es cerrado entonces g(x) > 0 para todo = ¢ A.

(b) Sean A, B C E cerrados, no vacios y disjuntos, y sea h : E — [0, 1] dada por
d(z, A)

d(z,A) +d(z,B)’

h(z) =

Pruebe que h es continua, y que h(z) =0Vz € Ay h(x) =1Vz € B.

(¢) Sean A, B C F cerrados, no vacios y disjuntos. Pruebe que existen conjuntos
abiertos y disjuntos U y V talesque ACU y BCV.

Nota: esta tltima afirmacién esta comprendida en el llamado Lema de Urysohn.

12. Pruebe que las funciones f y g de los ejercicios 10 y 11 son de tipo Lipschitz. Deduzca
que son uniformemente continuas.

13. (a) Verifique que la funcién f(z) = 1 no es uniformemente continua en (0, +00).

.Y en [g,+00) para € > 07



(b) Verifique que la funcién f(z) = sen(l/z) no es uniformemente continua en
(0,1).

14. Sean E, E’ espacios métricos y sea f : F — E’ una funcién uniformemente continua.
Sea (zy)nen una sucesion de Cauchy en E. Pruebe que (f(z,))nen €s una sucesion
de Cauchy en F'.

15. (a) Dé un ejemplo de una funcién f : R — R acotada y continua pero no uniforme-
mente continua.

(b) Dé un ejemplo de una funcién f : R — R no acotada y uniformemente continua.

16. Sea f : (E,d) — (E',d’) una funcién uniformemente continua, y sean A,B C E
conjuntos no vacfos tales que d(A4, B) = 0. Pruebe que d'(f(A), f(B)) = 0.




