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ALGEBRA III
Practica 4 — Segundo Cuatrimestre de 2025

Teorema de Galois

Ejercicio 1. Calcule los grupos de Galois de E/Q, donde E es el cuerpo de descomposicién del
polinomio:

a) X3 —2. c) X*—-2.
b) (X2 —2)(X2%-3). d) (X*+1)(X2+5).

Ejercicio 2. Sea E = Q[v2+ v/2]. Pruebe que E/Q es normal, calcule su grupo de Galois
Gal(E/Q) y determine todas sus subextensiones.

Ejercicio 3. Determine todas las subextensiones del cuerpo de descomposiciéon del polinomio
(X2 —2)(X2% - 3)(X? - 5) sobre Q.

Ejercicio 4. Determine todas las subextensiones cuadraticas del cuerpo de descomposicién de
X4 —2X? — 1 sobre Q.

Ejercicio 5. Sea ®, = m(&,,Q) el n-ésimo polinomio ciclotémico. Sea K/Q una exten-
sién tal que ®,, es irreducible en K[X]. Pruebe que K[¢,]/K es normal de grado ¢(n) y que
Gal(K[¢,]/K) = Uy,

Ejercicio 6. Sean a y b algebraicos sobre K tales que a?,b*> € K y a,b,ab ¢ K. Caracterice
Gal(K[a,b]/K).

Ejercicio 7. Sea E/K una extensiéon Galois tal que Gal(E/K) = @} _Z/2Z. Pruebe que
existen ay,...,a, € E tales que E = Klay,...,a,) y a; € K para todo 1 < k < n.

Ejercicio 8. Consideremos la extensiéon E = Q[£1:1]/Q.
i) Pruebe que Q[cos(3X)] es la tinica subextensién de grado 5.

ii) Pruebe que hay una tnica subextension de grado 2 y determinela.

Ejercicio 9. Sea E/K una extensién Galois de grado 15. Pruebe que E/K tiene solo dos
subextensiones propias. Calcule sus grados y pruebe que dichas subextensiones son normales.

Ejercicio 10. Sea F/K una extensién Galois de grado 45. Pruebe que si F'//K es una subex-
tensién de grado 3 de E//K, entonces es normal.

Ejercicio 11. Sea p € N primo y sea E/K una extensién Galois de grado p™s con n,s € Ny
p 1 s. Pruebe que:

i) F/K tiene subextensiones de grado s y todas ellas son isomorfas.
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ii) Sip > s, entonces hay una tnica subextensién de grado s, que ademads resulta ser normal.

Ejercicio 12. Sea L/K una extension y sean F/K y F/K dos subextensiones algebraicas.
Pruebe que EF/K es abeliana si y solo si E/K y F/K son abelianas.

Ejercicio 13. Sea E/K una extensién algebraica. Pruebe que existe una subextension L/K
abeliana maximal (es decir, que contiene a todas las subextensiones abelianas). ;Cual es en el
caso en que E es el cuerpo de descomposicién de X4 + 2 sobre Q7

Ejercicio 14. Sea f € Q[X] irreducible de grado mayor o igual a 2, con una unica raiz real.
Sea F el cuerpo de descomposicién de f sobre Q. Pruebe que Gal(E/Q) no es abeliano.

Ejercicio 15. Sea K/Q una extensiéon de Galois de grado 4 tal que v/—3 € K. Caracterice la
clase de isomorfismo de Gal(K/Q).

Ejercicio 16. Sea a = V6 + 3v/3+1/6 — 3v/3. Halle m(«, Q) y deduzca Gal (Q [\/ 6+ 3\@} /Q) .

Ejercicio 17. Halle Gal(Desc(f|K)) para
1. f=X*-5X2+3, K=F3yQ. 3. f=X*—uX?+1—u, K=C((u)) y C(u).
2. f=X1-7X2+2, K=F;yQ. 4. f=X"+(1-u)X?*+u, K =C((u)) y C(u).

Ejercicio 18. Se define el discriminante de f(X) = an [[;1(X — z;) como

A(f) = ain—? H(Zz — Zj)Q.

1<j
1. Pruebe que si f € K[X] entonces A(f) € K.
2. Pruebe que si f € R[X] tiene todas sus raices reales, entonces A(f) > 0.
3. Si f es moénico, pruebe que A(f) = (—1)(3) [T, f'(z)-
4. Pruebe que si f = X3 + pX + q entonces A(f) = —4p® — 27¢°.
* 5. Pruebe que si f = X% + cX? 4+ dX + e entonces
A(f) = —43d? + 16c%e — 27d* + 144cd?e — 128¢%€? + 256¢3.

6. Pruebe que si f = X™ + aX + b entonces

A(f) = (=1)E) (bt 4 (1= n)»lan) .
7. Pruebe que el discriminante es invariante por las transformaciones

a) f(X)— XD X, b) f(X) > f(X +b)conbecK.

8. Dado a € KX, pruebe que A(f(aX)) = a™ " DA(f(X)).
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x 9. Calcule A(f) para
(TL _ 1)n—1Xn _ TLn(X _ 1)n—1
(X —n)? '

Sugerencia: considere X = nY/(nY — (n —1)).

fF(X) =

Ejercicio 19. Para cada caso, calcule el grupo de Galois del cuerpo de descomposicién de f
sobre Q, y determine todas las subextensiones intermedias.

a) f=at+T. c) f=a%+3. e) f=a3— 18z + 36.

b) f=a%-3. d) f=a*+ 4224 2. f) f=a%+523+7.

Ejercicio 20. Sea F = Q <\/(2 +v2)(3+ \/§)) :
1. Pruebe que E/Q es normal y calcule su grupo de Galois.

2. Decida si V6 + 6 € E.

Ejercicio 21. Sea f = X3 + pX + ¢ € F/[X] irreducible, con £ potencia de un niimero primo.
Pruebe que —4p3 — 27¢° € F; es un cuadrado perfecto.

Ejercicio 22. Sea f € Q[X] irreducible de grado 3. {Es posible que i € Desc(f|Q)?

Ejercicio 23. Sea f € K[X] ménico irreducible tal que f(0) ¢ K? con p > 2 primo. Pruebe que
f(XP) es irreducible en K[X]. ;Es esto cierto si p = 27

Ejercicio 24. Sea E = K (t) con t trascendente y K de caracteristica cero. Si H es el grupo
generado por las traslaciones t — t + a, a € t, muestre que K (t)H =K.

Ejercicio 25. Sea £ = K(t) y o el automorfismo determinado por o(t) = t~1. Calcule E°.

Ejercicio 26. Sea K un cuerpo con char(K) # 2. Sea f € K[X] tal que f(X) = f(—X). Pruebe
que existe g € K[X] tal que f(X) = g(X?).

+ Ejercicio 27. Pruebe que el producto de todos los 2% ntimeros de la forma
£VIEV2EV3... £V100

a) es entero. b) es un cuadrado perfecto.
Ejercicio 28. Sea K =TF,,.

i) Pruebe que Gal(K(X)/K) ~ PGL(2,K).

ii) Calcule el cardinal de G := Gal(K(X)/K).

o 27 +1
iii) Pruebe que K(X)¢ = K(Y), donde Y = %
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iv) Pruebe que el cuerpo fijo por los mapas afines (respectivamente, traslaciones) estd dado
por K(Y), donde Y = (X? — X)P~! (respectivamente, Y = X? — X).

Ejercicio 29. Sea £ = C(X) y sean f,g € Gal(E/C) dados por f(X) = X!y g(X) = &.X,
donde &, € C es una raiz n-ésima primitiva de la unidad. Pruebe que:

i) fP=g"=idpy fg=g'f.
ii) El subgrupo H generado por f y g es isomorfo a D,,.

iii) B =C(X"+ X").

« Ejercicio 30. Sea F un cuerpo maximal dentro de Q que no contiene a v/2. Pruebe que toda,
extension finita de E es de Galois, con grupo de Galois ciclico.



