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ALGEBRA III
Practica 2 — Segundo Cuatrimestre de 2025

Extensiones de cuerpos, polinomios minimales, elementos algebraicos y
trascendentes

Nota: Con m(z, K) se denotara el polinomio minimal del elemento x sobre el cuerpo K, y con
&, una raiz n-ésima primitiva de la unidad.

Ejercicio 1. Sea E/K una extensién, y sea x € E algebraico sobre K. Dada una subextensién
F/K de E/K, pruebe que m(x, F') divide a m(z, K). Dé ejemplos con m(z, F') = m(x, K) y con
m(x, F) # m(z, K).

Ejercicio 2. Calcule los siguientes polinomios minimales:

a) m(V2, Q). c) m(V2, Q[v2]). e) m (v=1, Qli]).

b) m (v2, Qv2]). d) m(v/-1,Q). f) m(w,R) con w € C\ R.
Ejercicio 3. Calcule el grado de las siguientes extensiones:

Q[v?2, i/Q. e) Q[v2-V3]/Q. h) Q :\/7+4\/§+ \/7—4\/§] /Q.
Q[V3,V7]/Q.
Qlv2,v3]/Q.
d) Q2 + V31/Q. 2 Q[Vi+ V5| /o i) QVa+ V15, Va-Vi5| jQ.

Ejercicio 4. Calcule [Q [{’/7+5\/§+ {)/775\@} :@] y [Q [{’/7+5ﬁ, {)/775\@] :@]

a

b

f>Q[ 2+V2+2| /Q i)@i\/4+\/ﬁ+\/4—\/ﬁ]/<@.

C

) Q
) Q
) Q
) Q

Ejercicio 5. Sea E = K|a] una extensién finita de un cuerpo K. Para cada a € E definimos
L, : E — FE la K-transformacién lineal dada por L, (z) = ax.

i) Pruebe que m(a, K) = xr, := det(z] — Ly).

ii) ;Para cudles a € E vale que m(«o, K) = xr,,7?

Ejercicio 6. Sea F/K una extensién. Pruebe que F/K es algebraica si y solo si todo anillo A,
con K C A C FE, es un cuerpo.

Ejercicio 7. Sea F/K una extensién de cuerpos de grado impar. Pruebe que si F' = KJu],
entonces F' = K[u?].

Ejercicio 8. Sea n € N, coprimo con 6, y sea F'/Q una subextensién de C/Q de grado n. Pruebe
que [F[V2,i]: F] =6.

Ejercicio 9. Sean L/K y M/K dos subextensiones de grado finito de una extensién F/K.
Pruebe que:
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i) Simed([L: K], [M : K]) =1, entonces [L.M : K| =[L: K] .[M: K].

ii) Si [L.M:K]=[L:K].[M: K] entonces LN M = K. ;Vale la reciproca?

Ejercicio 10. Sea K un cuerpo de caracteristica # 2. Sea FE/K una extensién de grado 2.
Pruebe que existe a € F tal que E = K[a] y a®> € K. ;Es esto cierto si K es de caracterfstica 27

Ejercicio 11. Factorice X° 4+ 6X® + 15X2 + 3 en Q(v/—3,v/—2)[X].
Ejercicio 12. Sea a € Z[i] irreducible y sea K el cuerpo primo de Z][i]/(a). Calcule [Z[i] fa) : K ].

Ejercicio 13.
i) Sea p € N primo. Calcule m (£,,Q) y deduzca [Q[¢,] : Q.

)
ii) Calcule m (&, Q).
iii) Pruebe que m (£,,Q) =1+ X + X2+ ---+ X" ! si y sélo si n es primo.
)

iv) Pruebe que Q(&5)/Q admite una subextensién cuadritica y caractericela.

Sugerencia: considere el elemento & + &5 1.

v) Calcule m (§7 + &L Q).

Ejercicio 14. Sea p € N primo y sea a ¢ QP.
i) Pruebe que m (¥/a,Q) = X? — a.
Sugerencia: recuerde el Ejercicio 23 de la Prdctica 1.

ii) Sea K C C el minimo cuerpo que contiene a todas las raices de m (¥/a, Q). Caracterice K

y calcule [K : Q] y [K : Q[¥/a]].

Ejercicio 15. Se define Q = {z € C : x es algebraico sobre Q}. Pruebe que Q es una extensién
algebraica que no es finita. Pruebe que QQ es algebraicamente cerrado.

Ejercicio 16. Sea {p;};. una numeracién de los primos positivos.

i) a) Pruebe que Va € Q [,/pl, D2,y ,/pn] cona ¢ Qya® e Q,existen b € Q y enteros
1 <4 <. <, <ntales que a = b,/Di; ... \/Diy-
Sugerencia: Pruebe por induccion un enunciado ligeramente mds fuerte.

b) Calcule [Q [\/171,@,,@] :Q].
¢) Calcule la cantidad de subextensiones de grado 2 de Q [\/pT s \V/P2s -5/ ] /Q.

ii) Calcule [Q [\/E]z‘eN : Q}

iii) jExisten aq,...,a, € C tales que Q [\/ﬁ]iEN =Qlag,...,an]?

iv) Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado tal que Q C K C C. Deduzca [K : Q].
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Ejercicio 17. Sea F/K una extensién algebraica de grado infinito. Pruebe que existen subex-
tensiones de F/K de grado finito arbitrariamente grande. ;Qué pasa si E/K es puramente
trascendente?

Ejercicio 18.
i) Pruebe que un cuerpo algebraicamente cerrado es infinito.
ii) Sea E/K algebraica. Calcule el cardinal de E en funcién del cardinal de K.

iii) Deduzca que para todo cardinal infinito a existe un cuerpo algebraicamente cerrado de
cardinal a.

Ejercicio 19.

i) Sea d € Z libre de cuadrados. Pruebe que hay solo dos morfismos de cuerpos f : Q[\/&] —
C y que en cada caso f((@[\/ﬁ] ) - Q[\/a} (de hecho, vale la igualdad).

ii) Sea d € Z libre de cubos.

a) Pruebe que hay solo tres morfismos de cuerpos f : (@[% ] — C pero, en general,
f(Q[Vd]) g Q[Vd].
b) Considere Q[\‘?’/g, 53]. ;,Qué sucede en este caso?

Ejercicio 20. Sea K C C el minimo cuerpo que contiene a todas las raices de 28 —2. Caracterice
K y calcule [K : Q]. Repita este procedimiento con z* 4222 4+ 2, z* + 322 +1, 25+ 3y 28 -3 .

Ejercicio 21. Sea « la rafz real de f(X) = X3 4 2X?% — 2X + 2. Escriba a (a + 3)~! como
combinacién Q—lineal de 1, y o?.

Ejercicio 22. Sean {a1,...,as5} las raices de X® — X — 1 € C[X]. Halle un polinomio cuyas
raices sean

a) {a1—2,...,a5—2}. b) {a7t,... a5} c) {af,...,ad}.

Ejercicio 23. Sea E//K una extensién de cuerpos y sean z,y € E. Determine si las siguientes
afirmaciones son verdaderas o falsas. Justifique su respuesta.

i) Si z e y son trascendentes sobre K, entonces = + y o x.y es trascendente sobre K.

ii) Si x es trascendente e y es algebraico sobre K, entonces x + y es trascendente sobre K.

)
)

iii) Si x es trascendente e y es algebraico sobre K, entonces x.y es trascendente sobre K.
)

iv) Si x es trascendente sobre K e y es trascendente sobre K (x), entonces { z,y } es algebrai-

camente independiente sobre K.

v) Si x e y son trascendentes sobre K, entonces {z,y} es algebraicamente independiente
sobre K.
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Ejercicio 24. Decimos que un nimero z € R es construible si existe una cadena de cuerpos
Q=FCF C...CF, CRtales que [F}: Fy_1] <2paratodok=1,...,nyz € F,, y que
un numero complejo z es construible si sus partes real e imaginaria lo son.

a) Pruebe que ¥/2 no es construible.
b) Pruebe que z € C es construible si y solo si existe una cadena de cuerpos
Qil=FCFHhHC...CF,CC
tales que [Fy : F_1] <2paratodo k=1,...,ny z € F,.

c) Pruebe quesi &, € C es construible, entonces ¢(n) es una potencia de 2, donde ¢(n) denota
la funcion de FEuler.

Ejercicio 25. Sea f(X) = m(&n, Q[&m]) € Q[&m][X].
a) Calcule gr f. b) Halle f(X) cuando (m,n) = 1.

Ejercicio 26.

a) Sea K un cuerpo y sea f = g/h € K(X) — K, donde g,h € K[X] sin factores comunes.
Pruebe que [K(X) : K(f)] = maz {gr(g),gr(h)}.

b) Para cada n € N, calcule m (X, K(X")).
c) Pruebe que exp(27iX) no es algebraico sobre C(X).

Sugerencia: considere X — X + 1.

* Ejercicio 27. Sea A, = Van(1,&,,£2,...,£" 1) € C™" la matriz de Vandermonde con las
raices n—ésimas de la unidad.

(a) Calcule A'A.
(b) Si n es impar, pruebe que /+n € Q[¢,] para cierta eleccién del signo.

(¢) Pruebe que cualquier extensién cuadrética de Q esté contenida en una ciclotémica.
x Ejercicio 28. Sean m,n > 1 enterosy A € C"*" y B € C™*™ matrices. Las transformaciones

lineales
LAyRB . (Cnxm RN (Cnxm

se definen por L4(X) = AX y Rp(X) = XB.
a) Pruebe que L4 y Rp conmutan.

b) Halle el polinomio caracteristico de L 4 en funcién del de A.

)
c) Si Ay B son diagonalizables, halle los autovectores de L4 + Rp en funcién de los de A y B.
d) Pruebe que el conjunto de enteros algebraicos

Z:={a € C : 3f € Z|X] ménico que verifica f(a) = 0}

es un anillo.

x Ejercicio 29. Sean {a1,a2,a3,a4} C C las rafces de f(X) = X* + X +1 € Q[X]. Halle
9(X) € Q[X] de grado 6 tal que sus raices sean los productos oa; con 1 <i < j < 4.



