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Topologia Algebraica
Primer cuatrimestre - 2025
Practica 3
CW-complejos, homologia celular y grupos de homotopia

. Probar que los revestimientos de CW-complejos son CW-complejos.

Sea X un CW-complejo y A C X un subcomplejo. Probar que X/A es un CW-complejo.
Sean X,Y CW-complejosy f : X — Y celular. Probar que el cilindro Z; es un CW-complejo.
Si X, Y con CW-complejos y X es compacto, entonces X X Y es un CW-complejo.

Sea RP™ = S™/ ~ donde ~ identifica puntos antipodales. Probar que RP™ es un CW-
complejo.

Probar que dos estructuras de CW-complejo de un mismo espacio tienen igual dimensién.

Sea X = S2/ ~ donde ~ es la relacién de equivalencia que identifica puntos del ecuador
S1 C 52 antipodales. Calcular los grupos de homologia de X.

Calcular los grupos de homologia de la botella de Klein.
Sea X un CW-complejo de dimensién n. Probar que H,, (X) es abeliano libre.
Probar que para todo grupo abeliano G' 'y n > 1, existe un espacio de Moore M (G, n).

Probar que para todo CW-complejo X, Hp(X x S™) = Hy(X) ® Hi—,(X) donde H;(X) =0
sie < 0.

Probar que los revestimientos inducen isomorfismos en todos los grupos de homotopia de
orden mayor a uno.

Probar que los grupos de homotopia relativos m, (X, A, z) son abelianos si n > 3.

El espacio proyectivo de dimensién infinita RP>° se obtiene de S identificando puntos
antipodales. Probar que RP* es un K(Z, 1).

Sean X, Y espacios topoldgicos. Probar que 7, (X xY) ~ m,(X) x m,(Y).

Sean xg,x; puntos en la misma componente arcoconexa de un subespacio A de un espacio

X. Probar que 7, (X, A, x0) ~ 7, (X, A, z1).
Calcular 7, (S™ Vv S1).

Sea (X, A) un CW-par y sea Y un espacio topoldgico arcoconexo tal que m;_1(Y) = 0 para
todo k tal que X tiene una k-celda que no estd en A. Probar que toda f: A — Y continua
se puede extender a X. Deducir que todo subcomplejo contractil de un CW-complejo X es
un retracto de X.

Probar que la suspensién de un CW-complejo aciclico es contractil.
Probar que RP? y §2 x RP* tienen los mismos grupos de homotopia pero no son homotépi-

camente equivalentes.
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Sea X un CW-complejo K(Z,1) (i.e. m(X) =2Z y 7,(X) = 0 para todo n # 1). Probar que
X es homotépicamente equivalente a S*.

(Dificil) Probar que todo CW-complejo es homotépicamente equivalente a un poliedro.
Probar que existe un CW-complejo que no es un poliedro.

Sea X un CW-complejoy A, B C X dos subcomplejos contractiles tales que ANB es contractil
y AN B = X. Probar que X es contractil.

Sea (X, A) un CW-par tal que todas las celdas de X que no estdn en A tienen dimensién
mayor a cierto n. Probar que (X, A) es n-conexo y en particular X” < X induce isomorfismos
en los 7 para todo k < n. De esto se deduce que agregar celdas de dimensién mayor o igual
a m + 2 no cambia el m,,.

Sea (X, A) un CW-par y sea Y un espacio contrictil. Probar que toda funcién continua
A =Y se extiende a X.

Sean X,Y CW-complejos de dimension n y sea f : X — Y una funcién continua tal que
fe i (X)) = mx(Y) es un isomorfismo para todo k < n. Probar que f es una equivalencia
homotoépica.

2 Practica 3



