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Topologia Algebraica
Primer cuatrimestre - 2025
Practica 1
Complejos simpliciales/poliedros

. Sea K el complejo simplicial con conjunto de vértices Vi = Ny y conjunto de simplices S =

{n}nen, U{0,n}nen. Probar que |K| no es un espacio métrico.

. Dar ejemplos de espacios métricos que no sean poliedros.

Probar que el plano proyectivo, la botella de Klein y el toro son poliedros. Comentario: En general
toda variedad topolégica de dimensién 2 6 3 es un poliedro (es falso en dimensién mayor o igual
a 4. Para dimensién mayor o igual a 5 esto se probd en 2015). Toda variedad diferenciable es un
poliedro.

Seal = {sot(v) | v € K}. Probar que el nervio (i) es isomorfo a K.

. Sea K un complejo simplicial y X un espacio topoldgico. Probar que una funcién f: |K| — X

es continua si y sélo si la restriccién f|: |K"| — X a cada esqueleto es continua.

Sea K un complejo simplicial. Probar que | K| es conexo si y sélo si para cada par de vértices
v,w € K existe una sucesion v = vy, v1, ..., v, = w de vértices tal que v;v;,41 € K para todo i.

Probar que todo poliedro es normal.
Probar que todo poliedro conexo tiene un revestimiento universal.
Probar que los revestimientos de poliedros son poliedros.

Sean K y L complejos simpliciales y sea ¢ : K — L un aproximacién simplicial de una funcién
o o
continua f : |K| — |L|. Probar que f(st(v)) C st(¢(v)) para todo v € K.

Sean K y L complejos simpliciales finitos y f : |K| — |L| una funcién continua. Probar que para
todo € > 0 existen subdivisiones K de Ky L de L y un morfismo simplicial ¢ : K — L tal que
d(f(x),|e|(x)) < € para todo = € | K|, donde d denota a la métrica usual de |L|.

Hallar dos morfismos simpliciales con realizaciones homotdpicas que no sean contiguos. ;Existen
morfismos simpliciales en diferentes clases de contiguidad que tengan realizaciones homotépicas?

Probar que dos aproximaciones simpliciales K — L de una misma funcién continua |K| — |L]
son contiguas.

Sea X un conjunto. Decimos que un cubrimiento V de X refina a otro cubrimiento U si todo
elemento de V estd contenido en uno de U. Una proyeccion candnica N'(V) — N(U) es una
aplicacién que elige para cada V' € V un elemento ¢(V) = U € U que contiene a V. Probar
que toda proyeccidén candnica es un morfismo simplicial y que dos proyecciones candnicas son
contiguas.

Sea K un complejo simplicial finito. Probar que Hy(K) es un grupo abeliano libre cuyo rango es
el ndmero de componentes conexas de |K]|.

Calcular a mano los grupos de homologia del borde del 3-simplex.
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Sea K un complejo simplicial y sean bed, acd, abd, abc € K cuatro simplices de dimensién 2 tales
que bed es maximal. Probar que | K| no tiene el tipo homotdpico de S3.

Probar que S? tiene triangulaciones con n vértices para cada n > 4, pero no tiene ninguna
triangulacién con 99 simplices.

Sea K un complejo tal que todo subcomplejo de 4 vértices o menos estad contenido en un cono.
Probar que H;(K) = 0. Lo anterior se puede probar directamente con homologia simplicial.
Alternativamente, probar este resultado mas fuerte: K es simplemente conexo.

Si Ky es un sucomplejo de un complejo K y Lg es subcomplejo de L, un morfismo (simplicial)
de pares ¢ : (K, Ko) — (L, Lo) es un morfismo simplicial ¢ : K — L que manda simplices de
Ky en simplices de Ly. Dos morfismos de pares o, v : (K.Ky) — (L, Lo) se dicen contiguos si
,% : K — L son contiguos y ¢|k,, |k, : Ko — Lo son contiguos.

e Probar que si dos morfismos de pares ¢, ¢ : (K.Ky) — (L, Lg) cumplen que p,¢ : K —
L son contiguos y L es subcomplejo pleno de L, entonces los morfismos de pares son
contiguos.

e Probar que si dos morfismos de pares p,v : (K.Ky) — (L, Lg) son contiguos entonces
inducen morfismos de complejos C\ (K, Ko) — C.(L, Ly) homotdpicos.
Sea K un complejo simplicial finito y no vacio. Probar que HO(K) @ Z es isomorfo a Hy(K).

Probar que si un complejo simplicial K es unién de dos subcomplejos L y M, se tiene una sucesién
exacta corta de complejos de cadenas

0— C.(LNM)— Cu(L)®Ci(M) = C.(K) =0

y por lo tanto se tiene una sucesién de Mayer-Vietoris para la homologia simplicial. También se
tiene una sucesién andloga para homologia reducida.

Sea o un 1-simplex, ¢ su borde, K un complejo simplicial y 5 K el join de ambos (la suspension de
K). Probar, usando la sucesién de Mayer-Vietoris, que H,,(6K) = H,,_1(K) para todo n € N.

Sea K un complejo simplicial finito. Un simplex ¢ € K se dice una cara libre de K si es cara
propia de un unico simplex 7. Notar que si removemos de K los simplices 0 y 7 obtenemos
un subcomplejo L < K. Decimos que K colapsa elementalmente a L. Un colapso es una
sucesion de colapsos elementales y K se dice colapsable si colapsa a un punto. Probar que todo
complejo colapsable es aciclico. En realidad vale que es contractil, pero evitar por ahora usar ese
argumento.

Sea K un complejo simplicial y sea K su subdivisién baricéntrica. Sea A : C,(K) — C,(K') el
operador subdivisién. Probar que si ¢ : K’ — K es una aproximacién de la identidad entonces
wsA 1 Cu(K) — C(K) es la identidad.

Sea X un poliedro compacto. Probar que toda funcién continua f : X — X null homotépica
tiene un punto fijo.

Probar que el Teorema de Lefschetz sigue siendo valido para retractos de poliedros compactos.

Probar que el plano proyectivo RP? tiene la propiedad del punto fijo.
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Si K es un complejo finito y H(K) tiene a Z como sumando directo, entonces S* es un retracto
de |K| (dificil). Probar que en este caso | K| no tiene la propiedad del punto fijo.

Un cubrimiento U de un espacio X se dice localmente finito si todo punto de X tiene un entorno

que interseca sélo finitos elementos de /. Un espacio se dice paracompacto si todo cubrimiento por

abiertos admite un refinamiento por abiertos localmente finito. Recordar que si X es paracompacto y

Hausdorff, todo cubrimiento por abiertos & admite una particién de la unidad subordinada (ver J.
Munkres. Topology, Thm 41.7).
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Sea U un cubrimiento por abiertos de un espacio X y sea N(U) su nervio. Una funcién continua
f:X — |N(U)| se dice candnica si f—l(sot(U)) C U para todo U € U. Probar que

(i) Si U es un cubrimiento localmente finito de X, hay una biyeccién entre las funciones candnicas
X — |N(U)] y las particiones de la unidad subordinadas a U.

(ii) Si U es un cubrimiento localmente finito de X, todas las funciones canénicas X — |N(U)|
son homotdpicas.

Decimos que un espacio X tiene dimensidn topoldgica menor o igual a n si todo cubrimiento por
abiertos de X admite un refinamiento abierto cuyo nervio tiene dimensién menor o igual a n.
Decimos que la dimensién topoldgica de X es dim(X) = n si es menor o igual a n pero no es
menor o igual a n — 1. Probar que:

(i) Si A C X es un subespacio cerrado, entonces dim(A4) < dim(X).

(i) Si K es un complejo simplicial finito y dim(K) < n, entonces dim(|K|) < n.

(iii) Si o es un n-simplex, entonces dim(|o]) = n.

(iv) Si X es paracompacto y dim(X) < n, entonces toda funcién continua X — S™ es nullho-
motdpica para m > n.

Sea X un espacio métrico compacto y sea C' el espacio de funciones continuas X — R?"+! con
la métrica infinito. Probar que

(i) C es un espacio métrico completo.

(i) Para cada m € N, el conjunto
1
Cm = {f eC | diam(f_l(z)) < _Vze R27L+1}
m

es abierto en C.
(iii) () Cyn es el conjunto de funciones subespacio X < R?7+1,

(iv) Si dim(X) < n, C,, es denso en C para todo m. Deducir que X es subespacio de R?"*1,

Se construye al azar un complejo simplicial K con Vx C {a,b,c}. Para cada vértice se lanza
una una moneda y si sale cara, se agrega al complejo. Una vez construido el 0-esqueleto, por
cada par de vértices que esté presente, se lanza la moneda vy si sale cara se agrega el 1-simplex
con ese borde. Finalmente, si todo el tridngulo estd completo, se lanza una moneda para saber
si incluir el 2-simplex. Cudl es la probabilidad de que K sea contractil? Se estudian propiedades
asintéticas de los complejos cuando el ndmero de (potenciales) vértices tiende a infinito.
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