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Segundo Cuatrimestre - 2025
Practica 3
Topologias iniciales y finales

Subespacios

Ejercicio 1. Sean X un espacio topolégico y A un subespacio de X. Pruebe quesi Z C A, entonces
la topologia de Z como subespacio de A coincide con la topologia de Z como subespacio de X.

Ejercicio 2. Sea X un conjunto ordenado con latopologiadel ordenyseaY C X unsubconjunto.

(I) Muestre que la topologia del orden de ¥ no necesariamente coincide con la topologia de
Y como subespacio de X.

(Il) Y se dice convexosiparacadaa,b € Y setiene que (a,b) C Y. Pruebe que si Y es convexo,
entonces estas dos topologias si coinciden.

Productos

Ejercicio 3. Sean X e Y espacios topolégicos. Sean A un subespacio de X y B un subespacio de
Y. Pruebe que la topologia producto en A x B coincide con la topologia de subespacio de X x Y.

Ejercicio 4. Sean X e Y dos espacios topoldgicos. Pruebe que si X e Y son (arco)conexos, en-
tonces X x Y es (arco)conexo.

Ejercicio 5. Sean X e Y espacios topologicos. Pruebe que las proyecciones px: X xY — Xy
py: X xY — Y son abiertas. Halle ejemplos en los que no sean cerradas.

Ejercicio 6. Sean X, Y y Z espacios topolégicos. Una funcion f: X x Y — Z se dice continua
en X si f(—,y): X — Z es continua para todo y € Y. Analogamente, f se dice continuaenY si
f(z,—):Y — Z es continua para todo z € X.

(I) Pruebe que si f es continua, entonces es continua en cada variable.
(I) Dé un ejemplo en el que f sea continua en cada variable y sin embargo no sea continua.

Ejercicio 7. Pruebe que la topologia del orden lexicografico en R x R coincide con la topologia
producto de R; x R, donde R, es el conjunto R dotado de la topologia discreta. Compare con la
topologia usual de R?.

Ejercicio 8. Sea RR; el espacio topoldgico cuyo conjunto subyacente es R y cuya topologia tiene
como base de abiertos al conjunto {[a,b), a,b € R}. Sea L una recta en el plano. Describa la
topologia de L como subespacio de R; x R y como subespacio de R; x R;.

Ejercicio 9. Seanzy € X e yp € Y. Pruebe que las funciones f: X - X xYyg:Y - X xY
definidas por f(z) = (x, yo), 9(y) = (x0,y) son subespacios.

Ejercicio 10. Sea X un espacio métrico con métrica d: X x X — R. Pruebe que la topologia
inducida por la métrica es la menos fina que hace que d sea una funcién continua.



Ejercicio 11. Sea {X;};c; una familia de espacios topoldgicos, y sea para cada ¢ € I un subespacio
A; C X;. Pruebe que [[,c; 4 = [[;c; 4i-

Ejercicio 12. Sean {X};c; una familia de espacios topolégicos y X = [],.; X; el espacio pro-
ducto con proyecciones {p;: X — X, }iesr - Dada (24 )aea unared en X, pruebe que z, — z siy
solo si p;(za) — pi(z) paratodoi € I.

Ejercicio 13. SeaR¥ =[] .y R el conjunto de sucesiones de niimeros reales.

neN

() Decida si la funcién f: ¢t € R ~ (¢,2¢,3t,...) € R¥ es continua al equipar a R con la
topologia producto. ;Y con la topologia caja?

(I) Decida si la la sucesion
(1,1,1,1,..), (0,2,2,2,...), (0,0,3,3,...),
converge en R“ equipado con la topologia caja. ;Y con la topologia producto?

(IlD) Calcule la clausura del conjunto de las sucesiones eventualmente cero en R con respecto
a las topologias producto y caja.

Cocientes

Ejercicio 14. Sea f: X — Y una funcidn continua. Pruebe que si existe g: ¥ — X continua tal
que f o g = idy, entonces f es un cociente.

Ejercicio 15. Sea p: X — Y una funcion cociente. Pruebe que si Y es conexo y ademas p~!(y)
es conexo para todo y € Y, entonces X es conexo.

Ejercicio 16. Sea G un grupo. Un G-espacio es un espacio topolégico X junto con una accién
-1 Gx X — Xtalquez — g -z escontinua paratodo g € G.

(@) Pruebe que los siguientes son G-espacios:

) X =R",G=7Z"ylaacciones (a1,...,an)  (X1,...,2n) = (a1 + T1,...,an + Tp).
) X =8"G=1Zy=1{0,1}ylaacciones0-z=x,1 -z = —z.
() Y =B:={(z,y) e R?: =3 <y < 3},G =Zylaacciones m- (z,y) = (m+z, (—=1)"y).

(b) Pruebe que la proyeccién canénica X — X/G es abierta; y que si G es finito, entonces
también es cerrada.

(c) Pruebe que R"/Z" = S§* x --- x S! es homeomorfo al producto de n copias del circulo.

(d) Pruebe que S™/Zs eshomeomorfo al cociente de I x I bajo la relacion que identificaa (0, y)
con (1,1 —y) paratodoy € [0,1] ya (z,0) con (1 — z, 1) para todo = € [0, 1]. Este espacio se
conoce como el plano proyectivo real RP".

(e) Pruebe que B/Z es homeomorfo al cociente de I x I bajo la relacion que identifica (0, y)
con (1,1 — y) para todo y € [0, 1]. Este espacio se conoce como la banda de Mébius.



Familias iniciales y finales

Ejercicio 17. Pruebe quesi f: X — Y es inyectiva y final, entonces es subespacio.
Ejercicio 18. Pruebe que si f: X — Y es suryectiva e inicial, entonces es cociente.

Ejercicio19. Sea X un espacio topolégico con topologia 7, ysea S = {0, 1} el espacio de Sierpiski.
Pruebe que la familia {x(x\v): X = S}ye- es inicial.

Ejercicio 20. Sea {f;: X — X, }icsr una familia inicial de funciones continuas, y sea ev: X —
[1;c; Xi la funcién evaluacion definida por ev(z) = (fi(z))icr. Pruebe que ev|: X — im(ev) es
abierta.

Ejercicio 21. Decimos que una familia de funciones continuas { f;: X — X, };c; separa puntosde
X siparatodoz # y € X existei € I tal que f;(z) # fi(y). Pruebe que si {f;: X — X;}ics separa
puntos, entonces es una familia inicial para la topologia de X si y sélo si la funcién evaluaciéon
ev: X — [],c; Xi es subespacio.

Ejercicio 22. Sean {f;: X; — Y };c; una familia de funciones continuas. Pruebe que {f;}:cs es
una familia final siy sélo si (f;)ier: [[;c; Xi — Y es final.



