Topologia
Segundo Cuatrimestre - 2025
Practical
Espacios topoléogicos

Ejemplos
Ejercicio 1. Sea (X, 7) un espacio topolégico ysea Y C X. Muestre que
v ={UNY:Uer}

es una topologia sobre Y. Llamamos a 7y la topologia inducida por 7 sobre Y o la topologia
subespacio.

Ejercicio 2 (Topologia cofinita). Sea X un conjunto. Pruebe que 7 = {U C X : X \ U es finito} U
{0} es una topologia en X.

Ejercicio 3. Sean X un conjunto infinito, zy € X y7 C P(X) el conjunto de las partes de X que
tienen complemento finito o que no contienen a z. Muestre que 7 es una topologia y describa
sus cerrados.

Ejercicio 4. Sea F el conjunto de todos los cerrados acotados de R en su topologia usual, junto
con R. Pruebe que existe una topologia en R para la cual F es el conjunto de todos los cerrados.

Ejercicio 5. Decimos que un subconjunto U de R? es radialmente abierto si su interseccion con
toda recta que pasa por uno de sus puntos es un abierto de esta. Muestre que el conjunto de
todos los conjuntos radialmente abiertos de R? es una topologia sobre R? y comparela con la
topologia usual.

Ejercicio 6 (La topologia Zariski). Considere un cuerpo k, n € N,y k[z1,...,z,] el anillo de poli-
nomios en n variables con coeficientes en k. Para cada subconjunto S C k[z1, ..., ;] se define
el conjunto algebraico dado por S como

V(S)={(#1,-.-,2n) €K™ : p(z1,...,2,) =0,Vp € S}.
Pruebe que existe una topologia en k™ cuyos cerrados son los conjuntos algebraicos.

Ejercicio 7 (Espacios de Alexandroff). Sea (P, <) un poset, es decir, un conjunto P junto con una
relacion reflexiva, transitiva y antisimétrica <. Un conjunto U C P se dice una seccion inicial si
paracadau € Uyzx € X setiene que z < w implica z € U. Pruebe que

7 ={U C P : U es seccién inicial}

define una topologia en P.

Construccién de topologias

Ejercicio 8 (Filtros de entornos). Sea X un conjunto. Un sistema de filtros de entornos F en X
es una funcién
F: X > PPX)), z—F,

que satisface las siguientes propiedades



(Al) siz € X, entonces F, # 0;
(A2) sizx e Xy A€ F, entoncesx € 4;
(A3) sizx € Xy A € F,, entonces B D Aimplica B € F;
(Ad4) sizx € Xy A B e F,, entonces AN B € F,;
(A5) siz € X y A € F,, entonces existe B € F, talque B C Ay B € F, paratodo y € B.
Pruebe que:
() Si(X,7)esun espacio topolégico y para cada x € X definimos
Fo={AeP(X): existeU e rtalquexz € U C A},
entonces F es un sistema de filtros de entornos en X.
(I) SiF es un sistema de filtros de entornos en X y definimos
T={Ae€P(X):paratodoz € Aes A € F,}U{0},
entonces 7 es una topologia sobre X.
(IlN) Las construcciones de los items anteriores son inversas.

Ejercicio 9 (Operadores de clausura). Sea X un conjunto. Una funcién ¢: P(X) — P(X) es un
operador de clausura en X si:

(C)) c(0) =0
(C2) AC¢(A)paratodo A C X;
(C3) ¢(c(A)) = c¢(A) paratodo A C X;
(C4) ¢c(AUB) =c(A)Uc(B) paratodo A, B C X.
Pruebe que
() Si (X, ) esun espacio topoldgico, entonces la funcién
c:AeP(X)— AeP(X)
es un operador de clausura en X.
(ID) Sie: P(X) — P(X) es un operador de clausura en X, entonces el conjunto
T={UePX):c(X\U)=X\U}
es una topologia sobre X.
(I Las construcciones de los items anteriores son inversas.

Ejercicio 10. Sean X un conjuntoy B C X. Pruebe que la funcién

AUBEP(X) siA#0

C:AEP(X)H{@EP(X) SiA=0

es un operador de clausura en X. Describa los abiertos de la topologia correspondiente.

Clausura, interior, frontera

Ejercicio 11. Sean X un espacio topolégicoy A, B, (Aa)aca € X. Pruebe las siguientes inclusio-
nes y decida cuales de ellas pueden ser estrictas:



) ANBCANB; (V) Usen Aa € Ugen Ao
(I) ANB C AN BsiAesabierto; V) Uner 42 € (Uaer 40)°y
() A\ B C A\ B; VD (Naea 4a)® S Nauen 42

Ejercicio 12. Sean X un espacio topolégicoy A C X. Pruebe que:

) oA=ANX\A=A\A°% (IV) A° = A\ 9A;
I X\04A=A°U(X\ A)°; (V) A esabierto siysélosi ANJA = 0
(1) A= AUOJA; (VD) AescerradosiysolosidA C A.

Ejercicio 13. Sea X un conjunto equipado con la topologia cofinita, es decir, la descrita en el
Ejercicio 2. Describa el interior, la clausura y la frontera de los subconjuntos de X con respecto
a esta topologia.

Ejercicio 14 (El cuadrado ordenado). Considere el conjunto X = [0, 1] x [0, 1] con la topologia del

orden lexicografico y determine la clausura y el interior de los siguientes subconjuntos de X:
M {(1/n,0):n € N},

(I {(1-1/n,1/2) :n € N},

(I11)
)
)

(

(
{(2,0): 0 <z <1},
(V) {(z,1/2):0 <z < 1},
W) {(1/2,y): 0 <y <1}

Ejercicio 15. Pruebe que todo cerrado de R? es la frontera de un subconjunto de R2.

Bases y sub-bases

Ejercicio 16. Sea {7, }neca unacoleccién de topologias en X. Pruebe que [ . » T« €5 una topologia

en X. ;Es J,ca 7o una topologia en X?

a€A

Ejercicio 17. Sean X un conjunto y A C P(X). Pruebe que existe una topologia o(.A) sobre X tal
que:

(1) todo elemento de A es abierto para o(.A), es decir, A C o(A), y
(2) siT esuna topologia tal que A C 7, entonces o(A) C 7.

En otras palabras o(A) es la topologia menos fina que contiene a .A. Se denomina la topologia
generada por A.

Ejercicio 18. Describa la topologia generada por A = {{a}, {b,c},{d}} sobre el conjunto X =
{a,b,c,d}.

Ejercicio 19. Sea (X, <) un conjunto ordenado. Para cada = € X, consideremos S, = {y € X :
y<zlyR,={yeX:z<y}.SeanS={S,:2€ X} yR ={R, : 2 € X} Pruebe que SUR es
una subbase para la topologia del orden.

Ejercicio 20. Considere las siguientes colecciones de subconjuntos de R:



» B={(a,b):a,beR, a<b};
» B ={[a,b) :a,b € R, a<b};
» B"=BU{U\{t:neN}:UceB}

Muestre que B, B’ y B” definen bases para una topologia en R y compare las topologias corres-
pondientes. Determine ademas la clausura del conjunto {1 : n € N} en cada caso.

Ejercicio 21. Sea B = {(a,b) : a < b} U {{n} : n € Z} C P(R). Muestre que B es base de una
topologia sobre R. Describa el interior de los subconjuntos de R con respecto a ella.

Ejercicio 22. Sean k un cuerpo y n € N. Consideramos sobre k™ la topologia Zariski, es decir, la
caracterizada en el Ejercicio 6. Para cada f € k[z1,...,2,], sea Dy = k™ \ V({f}). Pruebe que la
familia

B = {Df : f € k[xl,...,xn]}

es una base de abiertos. Pruebe ademas que si k es infinito y f # 0 entonces Dy es denso.

Redes

Ejercicio 23. Sea (X, 7) un espacio topoldgico y (z4)aea C X una red. Pruebe que se satisfacen
las siguientes propiedades:

(D) Si (za)aca es eventualmente constante, entonces (z4)aeca converge a dicha constante.
(ID) Si (za)aca converge a z, entonces toda subred de (x,)qaca converge a .

(IID) Si(x4)aea verifica que toda subred tiene una subsubred que converge a z, entonces (z4)aea
converge a .

Ejercicio 24. Sean X un espacio topoldgico y A, {T's }aea conjuntos dirigidos. Supongamos que
para cada o € A se tiene una red (zf)ger, que converge a z* € X,y que ademas (z%)qen
converge ax € X. Considere ® = A x [], ., I'o ordenado por el orden producto. Pruebe que la
red (o, (kg)gen) + xj, converge a x.

Ejercicio 25. Sea (X, 7) un espacio topolégico. Pruebe que
A={r € X : Ixs)aecr C Atal que 7, — x}.

Ejercicio 26. Si (z4)aea €s una red en un espacio X, decimos que = € X es un punto de acu-
mulaciéon de la red si para todo A € F, el conjunto {& € A : z, € A} es cofinal en A. Pruebe que
x es un punto de acumulacién de la red si y sélo si existe una subred de (z,).ca que converge a
x.

Sugerencia: para probar =), considere como conjunto dirigido el formado por los pares (a,U) cona € A
y U un entorno (abierto) de x que contiene a x..

Funciones continuas

Ejercicio 27. Sean X e Y dos espacios topolégicos y f: X — Y una funcién. Pruebe que cada
una de las siguientes condiciones es equivalente:

(I) La funcién f es continua.

(I) Paratodox € X y A € Fy(y), existe B € F, tal que f(B) C A.



(IlI) Paratodared (z4)aeca C X convergente a cierto z € X, lared (f(xa))aca converge a f(x).
(IV) Paratodo A C X se tiene que f (A) C f(A).

(V) Si B es una base para la topologia de Y, entonces f~!(B) es abierto en X para todo B € B.
(VD) Si S es una sub-base para la topologia de Y, f~1(S) es abierto en X paratodo S € S.

Ejercicio 28. Sean X un espacio topologicoy F C X.Sea xg: X — R la funcion caracteristica
de E. Pruebe que x g es continua en z siy sélosiz ¢ OF.

Ejercicio 29.

a) Sean X,Y conjuntos ordenados con la topologia del orden. Pruebe que si f: X — Y es
biyectiva y preserva el orden, entonces f es un homeomorfismo.

b) Sea X = (—o0,—1) U0, +00) con la topologia euclidea. Definimos f: X — R por:

f(x)_{x—kl siz < —1

T siz >0

Pruebe que f es biyectiva y preserva el orden. jEs f un homeomorfismo?

Ejercicio 30 (Lema de pegado). Sea f: X — Y una funcion entre espacios topologicos y { Aa }aeca
una coleccién de subconjuntos de X tal que X = |J, ., A« Supongamos que f|4, es continua
para cada a € A. Pruebe que f es continua en cada uno de los siguientes casos:

a) A, esabierto para todo « € A;
b) A es finito y A, es cerrado para cada « € A.

Ejercicio 31. Sea Y un conjunto ordenado con la topologia del orden. Sean f,¢g: X — Y funcio-
nes continuas.

() Pruebe que el conjunto {z € X : f(x) < g(z)} es cerrado en X.
(ID Pruebe que min{f, g} es continua.

Ejercicio 32. Pruebe que un morfismo de posets f: P — @ resulta continuo si equipamos a Py
@ con la topologia del Ejercicio 7.

Ejercicio 33. Sean k un cuerpoy fi,..., fm € k[z1,...,2,]. Pruebe que

F: k" — kma F(p177pn) = (fl(p17'"7pn)7"'af7n(pla'"apn))

es una funcién continua si equipamos a k™ y k™ con la topologia Zariski.



