TEORIA DE PROBABILIDADES SEGUNDO CUATRIMESTRE DE 2024

PrRAcCTICA 1: CONSTRUCCION DE MEDIDAS

“A mathematician is a device for turning coffee into theorems.”
PauL ERDOS

Definicién. Sea €2 un conjunto y sea D una clase de subconjuntos de §2. Decimos que D es una
semidlgebra cuando

(a) QeD
(b)) ABCD = ANBeD

(c) A€ D = 3Ay, -+, Ay € D disjuntos tales que A° = UF_  A;

Ejercicio 1. Sean €2 un conjunto y § una semialgebra sobre €. Probar que la clase

A(S) = {A ceN: A= UA,- con Ay,..., A, €S8 disjuntos}

=1

es un algebra de subconjuntos de 2.

Definicién. Sea ) un conjunto y sea D una clase de subconjuntos de €. Decimos que D es un
A-sistema si verifica las siguientes condiciones:

(a) Q€D
(b) Ae D= A°€D

(c) (An)nENgDyAnﬂAmZQSin#m:>UneNAnED-

Ejercicio 2. Verificar que la condicién (b) en la definicién de A-sistema puede ser sustituida por
la condicién

() ABEDyACB=B\A€cD.

Ejercicio 3. Probar que toda clase C que sea w-sistema y A-sistema a la vez resulta una o-
algebra.

Ejercicio 4.

a) Probar que en el Teorema de Caratheodory-Hahn la extensién resulta tnica si la medida
i es o-finita sobre S (p es o-finita sobre S si el espacio es unién numerable de conjuntos
de S de medida finita).

b) Mostrar con un ejemplo que la extensién puede no ser unica si p no es o-finita.
Sugerencia. Considere S = {(a,b] : —0o < a < b < 400} y la medida p sobre S dada por

0 silI=0

u(l) =
+oo  sil # 0.



Definicion. Sean 2 un conjunto y M una clase de subconjuntos de 2. Decimos que M es una
clase mondtona sobre () si verifica las siguientes condiciones:

(a) (An)nen S My Ay € Apyy paratodon € N=J, oy An € M.

(b) (An)nen €My Apy1 € Ay para todon € N = oy An € M.

Ejercicio 5. Sean ) un conjunto y A una clase de subconjuntos de €.
a) Mostrar que M(A) C o(A), siendo M(.A) la clase monétona generada por A.

b) Teorema de la clase mondétona. Si A es un élgebra entonces M(A) = o(A).

Ejercicio 6. (Construccién de distribuciones via Carathéodory-Hahn)

Sea F' : R — [0,1] una funcion de distribucion acumulada (es decir, una funcién mondtona
creciente, continua a derecha que ademds cumple que lim,_,  F(z) =0y lim, o F(z) = 1).
Definimos la clase S = {(a,b] : —0o < a < b < o0}, y la aplicacién pup : S — [0, 1] dada por

pr((a,b]) = F(b) — F(a)
para cada —oo < a < b < 00, donde notamos F'(—o0) =0y F(c0) = 1.

a) Notar que pp se extiende a una funcién o—aditiva sobre A(S), definido como en el ejercicio
1.

b) Concluir que pp se extiende a una medida sobre B(R).

¢) (Cémo podemos construir la distribucién de un vector aleatorio?

Ejercicio 7. (Construccién de medidas producto)
Sean (Q, F1,P1) v (Q2, Fa,P2) espacios de probabilidad.
Definimos la clase S = {A x B : A € Fi, B € F}, y la aplicacién P : S — [0, 1] dada por

P(A x B) =P1(A) - Py(B)
para cada A x B € S.

a) Notar que IP se extiende a una funcién o—aditiva sobre A(S), definido como en el ejercicio
1.

b) Concluir que PP se extiende a una medida sobre o(S).

c¢) Para pensar: En el caso que los espacios de probabilidad sean (R, 8(R), £) para £ la medida
de Lebesgue: ;coinciden o(S) y la sigma algebra de medibles Lebesgue de R?? 1

'Dado un espacio de probabilidad (2, F,P), su completacidén es (Q,]:"7 If”) donde
F={AUZ:Ac F,3B D Z tal que P(B) = 0}

y P es la extensién de P a P dada por P(AU Z) = P(A) para cada AU Z € F".



