MATEMATICA 4

PRACTICA 4: SERIES
PATRICIA JANCSA



Serie geométrica

Una serie geométrica es aquella en la que cada término es la
potencia k-ésima de una constante, llamada razén, z € C:

S = sz ozl <1
k=0
Calculemos la sucesién de sumas parciales
Sn:sz: l4+z4+224+- 42"

k=0
CA: multipliquemos por este factor (1 —z) (3°;_,z")
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Exponencial real con base a > 0
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— 00



La serie geométrica converge <> |z| < 1
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Siz+#1,|z| =1= z = e" entonces el término general no tiende a

Cero . '
= a, = Zn — (e/t)n — enlt

oscila indefinidamente en la circunferencia unidad: no converge.

Proposicién : La serie geométrica converge < |z| < 1
y en este caso, el valor de la serie es

oo 1
_E k _
S— Z—E \V/‘Z’<1

La serie es absolutamente convergente en el interior del
disco unidad.
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Ejemplo 2. a. Calcular > 77
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Ejemplo 2. b. Calcular Y2 ) ———

(3)"

1 1
Solucién: Usemos )~ z" = T V|z| <1lconz= 3

y , 1
Solucién: la razén es z = 3 =
)

i l n_1+i_1_i+...
3i) 3i 9 27i

n=0
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Ejemplo 2. c. Calcular 0.333333. ..

1
Solucién: Usemos >~ z" = 1= Viz| <1
—z

Solucién: Escribamos 0.333333 como una serie geométrica:

3 3 3 11
0.333333... = o+ 755+ "_1_0'{1+E+1_02+“'
“i0% ()
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Obtener una representacion en series de potencias

1

centrada en z = —2 de h(z) = 3 Vst region
Z —

de convergencia.

o Buscamos una serie de potencias de z — (—2) = z + 2.
Funcién racional = usar serie geométrica:
5

5 n=0
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:_ZW(Z+2)H Vi]z+2/ <5
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Regidn de convergencia: ‘Z—;‘:|W| <1=D={z:|z+2| <5}V



2
Regidn de convergencia: ‘Z—g'zlw\ <1=D={z:|z+2| <5}

w = 3 pertenece a la frontera pero w = 3 ¢ D abierto




La serie no converge sobre el borde

Si |z 4 2| = 5 entonces el término general no tiende a cero, es
z+ 2‘ _

decir, si a, = (£2)" donde

2\" . .
:>an:<z+ ) :(elt)n:enlt

5

oscila indefinidamente en la circunferencia unidad, pero no

converge \/



La convergencia (puntual) de la serie al valor h(z) es absoluta
en cada z en el interior del disco, como limite de sucesion de

sumas parciales.
Por unicidad, esta serie es |a serie de Taylor de la funcién h(z)

centrada en z = —2



n

zZ+1

Hallar z € C: la serie  °- [ —— ] converge
2 n=0 z+ 2i

Sol: Sea z € C tal que la serie anterior sea convergente:

5(z) = Z (ZZ;LQII) = Z w" converge <= |w| <1
n=0

n=0
z4+1i
dond = =:h
onde w = ——- (2)
. +1
iPara qué z resulta <17
zZ+ 21

iQué z manda h en la circunferencia unidad?

= Estudiemos la homografia inversa:

. . . A1 . . s
C|rcunferenC|a unidad — CII’CUﬂfel’enCIa O recta

circunferencia unidad <" circunferencia $ recta



= W) =ce. K= o= wi()= 0 _p

= la homografia inversa: lleva

circunferencia unidad —" ' recta por Ay B



Esta circunferencia divide el plano en 2 componentes conexas
(abiertas), y lo mismo la recta

-1 —3i —(1+3i
circunferencia unidad —" recta £: por A= TI y B = %

1 .
0 =" —

. . . . -1 . .
interior del disco unidad —™  semiplano superior a la recta £




h lleva el semiplano en el disco unidad

semiplano superior a la recta £ " interior del disco unidad

‘ —h

Concluimos que la serie 5(z) es absolutamente convergente en

la region

Q:{z:x—l—yiE(C:y>—
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Criterios de convergencia para series positivas

Criterio de D “Alembert. Dada una serie Y-, a,, calculemos

el limite
|any1]

L= lim € [0, 400)

n—o00 |an|
entonces
» Si L <1=laserie) ~a, converge

. . o0 .
» SiL>1= laserie )  ~,a, diverge
(no existe el limite de la sucesién de sumas parciales).

» Si L =1, el criterio no permite decidir si la serie converge.

Criterio de Cauchy. Es el enunciado andlogo pero calculando L
como el limite

L= lim v/]a,| € [0, +00)
D



Radio de Convergencia

El Radio de Convergencia de una serie de potencias

> o oan(z — 20)" es el dnico nimero real R > 0 tal que la

serie converge para todo z en el interior del disco abierto:
|z—2z| <R

y diverge para todo z: |z — z| > R.
El disco D se llama la regién de convergencia
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Calcular el radio de convergencia

too (M 1) z
"=t n2(1+ 3i)

n

Usemos el Criterio de D'Alembert: calculemos L = |im ’T":‘l’
n—o0 n
(n+1)!z|"*H
= i (n+1)21+3i] _ im (n+1)  n* |z
n—-+00 n!|z|” n—+oco  nl (n + 1)2 ’Z‘”

n?|1+ 3]
n 12
:nﬂrroo(n—kl) {m} |zl =400 VzeC, z#0=R=0
—1
Concluimos que la serie converge sélo para z=0 y diverge para

cualquier z # 0



Series de Taylor de las Funciones Fundamentales

f(")(0)

I obtenemos:
n!

A partir de la formula de los coeficientes a, =

V4 - 1”
oezzmz VzeC
n—=0

n

Mg

o0
o sen( 2 2™ e cos(z) = E eC
n
n:O + n=0
o0 o0
e Senh(z E 2l . Cosh(z cC
2n +1
n:O n= O

— Z(—l)”z” |zl <1 e Log(1+ Z):_Z (_1)nz" |zl <1

n= n=1



