MATEMATICA 4

PRACTICA 4: SERIES
SOLUCIONES DE LA PRACTICA

PATRICIA JANCSA

Criterio y Lema sobre la Convergencia Uniforme:

e CRITERIO DE WEIERSTRASS:
Si una sucesién de funciones satisface |f,,(z)| < a,, Vz € D y la serie ) | a,, es convergente

=la serie ) f.(2) converge absoluta y uniformemente en D.

e Lema: La Convergencia lim f,(z) = f(z) es uniforme en D
n—oo

‘ si y s6lo si existen los supremos S,, = Sup {|f.(z) — f(2)| : 2 € D} y S, = 0 cuando n — oo

xz

Practica 4, Ej 1. a) Analizar la convergencia uniforme de f,(z) = — en [1,400) y en (2, 5]
xn

Solucién: El limite puntual es
e st v=1

0 st >1

e Laconvergencia no es uniforme en [1, +00), pues el limite puntual no es una funcién continua.

Por ejemplo, si e = 1 y existiera N tal que |f,(z) — f(z)| < ¢, se tendria

e—e—0=|fulz) = flz)| < % absurdo!

e La convergencia si es uniforme en (2,5 pues:

1 1 1
Cualquierasean e Nyz > 2= — < —vy lim — = 0 luego, dado ¢ > 0, existe NV tal que

1 €
Vn>N=|—| < —

Por lo tanto, en (2, 5], dado € > 0, existe NV tal que:

5

e €

§—<e5—§e\/
on e’

x

ITL

Vn> N =
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T

Practica 4, Ej 1. b) Analizar la convergencia puntual y uniforme de f,(z) = i en (1, +o0)
I,L

Convergencia Puntual: lim f,(z) = 0Vz

n—oo
x

. . € .
La convergencia NO es uniforme en (1, 400) pues — no esta acotada en (1, +00)
./L-’I'L

(dado que tiende a infinito cuando  — oo, para cada n).
Es decir, cualquiera sea n € N, existe 2y > 1 tal que

T

x2x0:>—n>1
T

1
Por lo tanto, dados € = 3y N € N, sean > N, entonces existe x, que depende de n, tal que

o

e
|fn(x0)| = n >1>e€
Zo

Practica 4, Ej 1. d) Analizar la convergencia puntual y uniforme de f,,(z) = R zenC
n
Convergencia Puntual: lim f,(2) = 2 Vz € C.
n—oo
La convergencia NO es uniforme en C .
1
Sea la sucesion z, =n+1yseae = 5
n
= |ful2zn) — f(2n)]| = -n+1—n—|—1‘:1>e
alee) = ()| = [y -+ ) = (1)
P . . . . n+1
Practica 4, Ej 1. e) Analizar la convergencia puntual y uniforme de f,,(z) = <2+3> sen(2nr —m) en R
n
Solucién:
Convergencia Puntual: lim f,(z) = 0enR.
n—oo
. on+1 . n+1
lim = 0, luego, dado, € > 0, existe N talque n > N = <e€
n—oon? + 3 n?+3

La Convergencia es UNIFORME pues el seno estd uniformemente acotado en R:

|sen(2nz — )| <1 Vzx, Vn
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Por lo tanto, cualquiera sea € > 0, existe IV tal que

1
n>N=|f.(z) = f(z)] = ;;—:_3 |sen(2nx — )| < e Vzx
1
Practica 4, Ej 2. Probar que f,(x) = —— — 0 converge puntualmente pero no uniforme-

(1+nx)
mente en (0, 1).
Probar que esta sucesion converge uniformemente sobre todo intervalo [a, b] C (0, 1).

Solucién: )
C ia Puntual: lim f, =lim——=0 0,1).
onvergencia Puntua nlg)lof (x) nglgo(l T en (0,1)
1
La convergencia NO es uniforme en (0, 1) pues si z,, = — entonces
n
1 1
n\dn) = 77— 1 — & 0
fal@n) (1+nd) 57

Convergencia Uniforme en [a, b] C (0, 1):
0<a<z=1+na<1+nz,porlo tanto, el siguiente limite no depende de z:

1 1
0 < |falz) = flz)] = (1 +n2) < Thna
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EJERCICIOS ADICIONALES Y DE CLASES EN PIZARRON

Ejercicio Adicional 1. Analizar la convergencia puntual y uniforme de

fo(z) = %sen(nx) R—R

Solucién. Convergencia puntual: es de tipo 0 x acotado en R, cualquiera sea z € R:

1
fo(z) = —sen(nz) = 0
n
El candidato a limite uniforme es la funcién dada por el limite puntual f(z) = 0 Vx €
R, que es un buen candidato porque es continua (condicién necesaria). Comprobemos
esto; notar que la sgte desigualdad no depende de z, lo cual dice que la convergencia es
uniforme:

o)l = | seno)| <

Ejercicio Adicional 2. Analizar la convergencia puntual y uniforme en [0, 1], en [0,1) y [0, r]:
0<r<ldef,(z)=2":R—R.
Solucién. Convergencia puntual:
Siz=0— limz" =0

n—o0

Siz=1— lima"=1
n—oo
Sio<z<1—= lima"=0

n—oo

Por lo tanto, la sucesién converge puntualmente a la funcién
0: st 0<zx<1
f(@) = { 1: si z=1

Por lo tanto, en cada intervalo:
En[0,1) = lim f,(x) =0
n—oo
En [0,7) — lim f,(x) =0
n—oo
En [0,1] — lim f,(z) = f(x) que no es continua, por lo cual la convergencia no es
n—oo

uniforme.

En [0,7) la convergencia es uniforme pues

() = f(@)] < [a"] < |r"| =0
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En [0, 1) la convergencia no es uniforme pues, no vale que dado € > 0, existe un
N:Vn>N, |fu(z)|<eVzel0,1)

Probemos lo contrario, es decir, que existe un ¢ tal que cualquiera sea N se puede
encontrar un z € [0, 1) que para alginn > N,

[fn(z)] > €
-
-] -4+

Llegamos a un absurdo, por lo cual, la convergencia no es uniforme en [0, 1).

Tomemos € = 1 y la sucesion

entonces

Obs: En general, si f,, f son continuas, para probar que f, no converge uniforme-
mente a su limite puntual f en algtn dominio (2 es suficiente hallar una sucesién z,, € §2
tal que

Ejercicio Adicional 3. a) Analizar la convergencia puntual y uniformeen 2 = {z: z # 1} de

1

fn(2)

1
b) Probar que si K C 2 es cerrado y acotado en C, entonces f,(z) = nd=2) converge a cero,
n(l—z

uniformemente, en K.
c) ¢Existe algtin U C ), no acotado, tal que f,(z) converja a 0 uniformemente en U?
Solucién. Convergencia puntual: para cada z # 1 fijo
1
VzA1, = lim f,(2) = lim ——— =0
AL = ke =

Pero la convergencia no es uniforme en () pues elijamos

1
Zn = 1——
n
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entonces 1 L 1
T (Rt R T s
luego
. ] 1
e = iy = 1

b) e Sea K C (2 cerrado y acotado en C, entonces 1 ¢ Ky h(z) =

estd acotada en K pues es
continua, es decir, existe M/ > 0 tal que

—Z

1
1—=2

<MVze K

Dado € > 0, sea N > %4, Juego para todo n > N y cualquier z € K:

1 1
M< SM<e

[fn(2)| = w2~ N i

c) Vimos que es suficiente que

1
h(z) = ] sea acotado en la region | donde queremos probar la
—Z

convergencia uniforme, es decir, sea R > 0y

U:={2€C:|z—1|> R}6también U :={z€C:|z— 1| > R}

Veamos que f,, — 0 uniformemente en U:

1
1—=z2

1 1
T < gles decir, h(z) esté acotada en U.

z €U = |1 —z| > Rentonces | h(z) := ‘

Dado ¢ > 0,sea N > -, luego para todo n > N tenemos

1 1 1 Re

VEU MG =TT SN R R S

€
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CRITERIOS DE CONVERGENCIA DE SERIES

Criterio de Leibnitz: Dada la sucesién de nimeros positivos {c¢, }, monétona decre-
ciente, la serie alternada:

o0

Z(—l)”cn es convergente
n=0
: o0 1 oo 1 :
Ejemplos: > >~ (—1)" = y también ) > (—1)"— son series convergentes por el
n n

Criterio de Leibnitz.

Criterio de D * Alembert: Dada la sucesion de nimeros {a, }, consideremos el limite:

. |An41
L := lim @1
entonces
oo
SiL < 1,laserie E a, esconvergente.
n=0

SiL > 1,laserie Z a, es divergente.

n=0
oo

Si L = 1, el criterio no permite decidir sobre la convergencia de la serie E Qn, -
n=0

Criterio de Cauhcy: Las mismas conclusiones valen si tomamos el limite

L := lim "\/|ay|

n—
Criterio de Comparacién: Dadas dos series de términos no negativos » a,, »_ by,
consideremos los limites:

. an
L= lim 2=

Entonces si
SiL =0y )b, converge entonces »  a,, converge

Si L =00y )b, diverge entonces ) a, diverge

Si L > 0 entonces )  a,, converge si y sélo si ) b, converge

7
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1
SERIE p: La serie Z — converge siy s6losip > 1
n

Ejercicio Adicional 4. Analizar la convergencia de las sgtes series

en n?+3i\"
a)zn!n” b)S_Z(4n2+2)
Solucién:
n+1

e

| n+1 n
L := lim [t = lim (n+1).(7711+1) = lim < n > =el<1

n—00 |an+1| n—00 e n—00

nlnn®

en

entonces la serie ) | es convergente \/

nlnn

2 3 n
b) La serie S = ) (Z 2++ ;) es convergente por el Criterio de Cauchy:
n
. n . [Inr 3" n? + 3i
A VIl = DY e | T (i
31
1+ =
1 1
— lim > |— 2| =2 <1
n—oo 4 14 L 4
2n?

entonces la serie es convergente \/

n—o0

Lema: Si una serie fo:o ¢, es convergente, entonces lim a,, = 0 \/
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SERIES DE POTENCIAS

LA SERIE GEOMETRICA converge absolutamente en el disco unidad y di-

verge fuera de él:

Sigue la cuenta de comprobacion.
RADIO DE CONVERGENCIA

Se puede calcular también como

1
=7
donde
¢ = lim @41

n—o0 ‘an

O bien como
¢ = lim superior "+/|ay|
n—oo

REGION DE CONVERGENCIA': Si el radio de convergencia de una serie de

potencias g a,(z — z)" es R > (0 entonces
n=0
la serie converge absolutamente en el disco abierto centrado en z, de radio R

D={ze€C:|z— 2| <R}

Ademas, la serie
converge uniformemente en todo disco cerrado de radio menor con centro en z

es decir, en cualquier

K={ze€C:|z—2|<r}: 7‘<R.\/
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Ejercicio Adicional 5. La regién de convergencia de la serie de Taylor de f(z) = e* centrada en
z2=0esC:

fle) = e = T2y 2”

En efecto, por D “Alembert, se obtiene R = +oc:

1 . !
R=-= lim 0] = lim M = 400
( nooolany|  noe nl

Ejercicio Adicional 6. La regién de convergencia de la serie f(z) = > n!2" es un solo punto, es
decir, D = {z = 0}, por D "Alembert, se obtiene ¢ = +oo, luego R = 0:

1 n . '
R=-= lim |a ’ = hmni:()
{ n—oo ‘(Ln+1‘ n—00 (n —+ 1)'

Ejercicio Adicional 7. La region de convergencia de f(z) =Y~ 27" es el disco unidad abierto
D={zeC:|z| <1}

Atencion: Ojo con la notacién de f(z) que tiene sentido sélo dentro de la regién de convergencia.

Entendamos primero que esta serie tiene muchos coeficientes iguales a cero, es decir:
1: k=n? paraalginn
ar =
0: k#n%

1
No se puede calcular R = 7 pues hay infinitos a,, = 0 y tampoco existe el lim ™y/|a,|.
n—oo

1
Pero podemos calcular R = 7 por el criterio de Cauchy el limite superior:
¢ = lim Sup™/|ay|
n—o0

Recordemos la definicién: Dada una sucesion {X,,} C R, se define el limite superior
como el limite de los supremos en la forma sgte:

lim Superior {X,} = lim {Supremo X,,, : m > n}
n—oo n—oo

En este caso, tenemos

¢ = lim Sup™y/|a,| = lim Sup™\/ap2; = lim 1 =1
n—00 n—oo

n—oo

10
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Convergencia en el borde: la serie diverge para todo |z| = 1, por lo tanto, la regién de
convergencia es
D={zeC:|z] <1}

CRITERIO DE DIRICHLET: Sea la serie >, bow, donde

la sucesién {b,, }, C [0, +00) es decreciente y tal que lim b, =0
n—oo

Existe un M > 0 tal que para todo n se tiene

Entonces la serie ) b,w, converge

CRITERIO DE DIRICHLET PARA LA
CONVERGENCIA UNIFORME DE FUNCIONES

(Sirve para el ejercicio 9.)
Sea la serie ) f.(2)gn(2) donde f,, g, : 2 = Rcon Q C C, tales que:
la sucesién {g, }. es decreciente y converge uniformemente a g(z) = 0 en €2, g,(z) € [0, 4+00) Vz.

Existe un M > 0 tal que para todo n se tiene, independientemente de n y de z:

k=n

1>z <M

k=0

Entonces | la serie ) f.(2)gn(2) converge uniformemente en €.

Lema: La convergencia absoluta implica la convergencia condicional

11
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Ejercicio Adicional 8. Hallar las regiones de convergencia y convergencia absoluta de la serie de

: (=n" :
t "
potencias ) o (z + 3i)
Veamos que R = 1 pues R = L donde: | ¢ = 1in | | _ b
/ n%oo ‘an‘ n— 00 (n + 1)

Por lo tanto, obtenemos que
La serie converge absolutamente en el disco abierto D = {z € C: |z + 3¢ < 1}.

La serie diverge en la region {z € C: |z + 3i| > 1}.

Veamos que la serie no converge de forma absoluta en el borde: si |z + 3i| = 1 entonces
=17
3" = 00
Z nt 1 srsilt=2 e

Convergencia condicional en el borde: Si |z + 3i| = 1 entonces z + 3i = ¢, luego, por el criterio
de Dirichlet para ¢” # —1:

E ( )T/ ni S
n ]

pues

1
La sucesion {bn = —— ¢ C [0,400) es decreciente y lim b, =0
n+1 n n—00

Existe M > 0 (que no depende de n) tal que para todo n se tiene

k kt — k 1—wm!
S (et = S = 3w = |
k=0 k=0 k=0
1_(6it)n+1 2 .
= . — = M(t Vz+3i # -1
e R e

Entonces

1 n
la serie ) ( +)1 "t converge condicionalmente Vz + 3i = e sit # 7 + 2k7

es decir, para todo |z + 3i| = 1, pero z + 3i # —1.

o , . 1
La serie diverge para z = —3i — 1 pues en ese caso se tiene > Tl +oo
n

12
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Ejercicio Adicional 9. Hallar las regiones de convergencia y convergencia absoluta de

la serie de potencias
Sel()
n? \z+1

n

1 z

Consideremos la serie —w" con w :=

25 W=

1
Veamos que R = 1 pues R = 7 donde:
2
! = lim ’ "H’ = lim i =1
=00 ‘an| n—o0 (n + 1)2

Por lo tanto, tenemos
La serie converge |w| < 1

La serie diverge |w| > 1

Para w en el borde = |w| = 1, se tiene la serie absolutamente convergente

1 1
2l =20

n n

Por lo tanto, la serie converge absolutamente en el borde para la variable w, es decir, |w| = 1.

Para la variable z recordemos que w := © | es la transformada inversa de H(z) = i .
2
HE) = —meG+lv=ze:w-)=uwez=——=Gw)
w=H(z) = 2 w=zezw—-1l)=wsz=——=_=Gw
z+1 w—1
Transformemos primero puntos de la circunferencia unidad por G(w) = le
w J—

G(1) = oo por lo cual G lleva la circunferencia unidad — a una recta

13
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Por lo tanto, G(w) = Ll lleva la circunferencia unidad a la recta vertical = —5
w —_—
Como ademas manda G(0) = 0, obtenemos que G lleva el disco unidad en el semiplano

que se encuentra a la derecha de la recta y = —5

Concluimos que la serie original
Converge absolutamente en la regién 2 := {z € C: Re(z) > 0}.

Diverge en la region Q¢ = {z € C : Re(z) < 0}.

Ejercicio Adicional 10. Hallar las regiones de convergencia y convergencia absoluta

einz
de la serie )

"yn+3

Solucién: estudiar para w = e

inz

y volver al final a la variable z.

14



