REsoLUCION DE INTEGRALES REALES coN RESIDUOS
Patricia Jancsa
En este texto vamos a desarrollar la resolucion de integrales reales, usando el Teorema de los Residuos.

Definicion. La integral impropia de una funcién continua f a lo largo de todo R estd dada por la suma
de dos limites:

+00 R C
f f(x)dx = lim f f(x)dx+ lim f f(x)dx
o R—+00 c N—oo _N

Sabiendo previamente que la integral impropia converge, es posible calcularla como su valor principal

dado que ambas son iguales es decir, como un dnico limite:

+00 +00 R
f f(x)dx=V.P. f f(x)dx = Rlim f f(x) dx
—00 —00 —+00 —R

A continuaciodn, el valor principal de la integral impropia sera calculado de forma exacta, a partir de la

integral de linea a lo largo de una curva cerrada, que es el segmento [—R, R] seguido de la semicircunferencia
centrada en el origen, de radio R, contenida en el semiplano superior, usando el teorema de los residuos.

Proposicion a) Criterio del limite: Sean f, g : (c,+00) — (0, +00) funciones continuas tales que

i £ _
m ——

=L>0
X—+00 g(_x)

entonces las integrales impropias fc e f(x)dxy fc e g(x) dx convergen ambas o divergen ambas.
Es decir, la integral impropia fc o f(x) dx converge si y sélo si f( o g(x) dx converge.

b)

too 1
fl — dx converge <= p > 1
xP

1 —
[Ty

y, en este caso, flm Es decir que converge para todo p > 1y diverge si p < 1.
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eiz
——d
ﬁRz2+21+4 ¢

donde R > 2 y I'y es la curva cerrada definida como el segmento [—R, R] seguido de la semicircunferencia

Ejemplo 1. Calcular

centrada en el origen, de radio R, contenida en el semiplano superior, recorrida una sola vez en sentido
antihorario.

Solucion: » Lacurvaes [ : [-R,R]Uyz donde g :z(f) = Re",0 <t < 7. Llamemos Q a la regién
cuya frontera es la curva anterior, es decir, el semicirculo apoyado sobre el eje real, de radio R.

Teorema de los residuos = f dz = 2ri Z (Res f(2), zk)

2+ 2z +4
ZkEQR

donde la suma incluye un término por cada singularidad de f en Qg.
El calculo de las singularidades de f arroja la siguiente informacion: El denominador se anula en
w=—1 +i\/§; w=-1 —i\/§,esdecir,

P42 +4r=(z— (-1 +iV3))(z— (-1 -iV3))

iz
entonces f(z) = Zz-i-(;ﬁ es holomorfaen {z€ C:z # —1 +iV3} y

iz

———— tieneunpolodeordenm =1len z=-1+iV3
2 +2z7+4

f@) =3

| —1+iV3] =2 < R entonces sélo w = —1 + i V3 € Qg, porque W no pertenece al semiplano superior:

ALEE I'g:[-R,RlUvyg donde 1vyg:z(t)=Re",0<t<n

Comprobacién del orden del polo y calculo del residuo de f en w:

lZ

(Res f(z),w=—-1+iV3) = wl—iﬂnf(z_( 1+ivV3))- @+22+4)
. . e
= Z,_}_lﬁli\@(z -(-1+ z\/g)). (Z B i\/§)) (z— i i\/§))
‘ o oi-1+1V3)
) zﬁl_l?fm(z —(-1-iv3)  (2iVB)
Por lo tanto
i(—14iV3)

e , e T i
——— dz=2ni ) (Res f(z),z1) =27 ——— = — €'
er 2+2z+4 Z;R ! (2i \/§) V3
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Ejemplo 2. Calcular integrales impropias usando Teorema de los Residuos, en el caso de un integrando

sin singularidades en R.

+00 e
Resolver f_oo m dx.

Solucion: Procederemos en cuatro etapas.
Etapa 1: Sabemos que |e™*| = 1 pra todo x € R, y vale la acotacion

' +00 eix I < oo |€ix| _ oo 1 d
Lo 2+ 2x+4 X\Lo |x2+2x+4|_£>0 EFTrEv

donde la dltima converge por comparacién con las integrales
f+oo 1 f—l 1
X Y oo X
Por lo tanto, las integrales impropias

+00 el‘x 0 eix
—d —d
ﬁ x2+2x+4 vy Imx2+2x+4 o

ambas convergen. Por esta razon, la integral impropia en (—oo, +00) se puede calcular como un solo limite,

es decir, como su valor principal:

+00 eix +00 eix R eix
————dx=V.P ———— dx= lim — dx
[w X2 +2x+4 f_;, x2+2x+4 Ro+oo ) p X2+ 2x+4

Etapa 2: Consideremos ahora un funcién nueva f(z) de variable compleja, tal que si z = x € R entoces
f(z) coincide con el integrando:

Sea la curva cerrada definida como el segmento [—R, R] seguido de la semicircunferencia centrada en el
origen, de radio R, contenida en el semiplano superior:

o Ir:[-R,RIUyg donde vyg:z(f)=Re",0<t<n

1

L R Qg: semicirculo apoyado sobre el eje real, de radio R.

3 2 S0 1 2 3

-1

2

Siempre que R > 2, el ejemplo 1 nos dice el resultado de la integral a lo largo de I'g:

iz
f g 4=y (Res [0z = <z -V
[_

2
R.R|Uyg Z° + 2Z + 4 o \/§
donde la suma incluye un término por cada singularidad que f tenga en el semiplano superior, es decir:

R es mayor que el médulo de todas las singularidades del semiplano superior
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Ademas, la integral anterior, a lo largo de la curva cerrada, se descompone como la suma:

eiz R eix eiz
—  dz= f ———dx+ | =——dz
f[_R,R]UyR 22+2z+4 RX2+2x+4 w i +2+4

= 2mi Z (Res f(2),zx) = % et V3

ZkEQR

Etapa 3: Tomemos limite cuando R — +co en la suma anterior, observando que el primer término
tiende a la integral impropia que queremos calcular, y el segundo va a tender a cero como veremos en la
etapa 4, mientras que la sumatoria y su resultado quedan igual porque no dependen de R:

eiz R ex ez
lim > dz= lim -5 dx+ lim - dz
R+ Ji_gRjuye 2° + 22+ 4 Ro+oo J_p X2 +2x+4 Roteo ) 22+ 2z +4

+00 eix d
= ———dx
e X2 +2x+4

= 2mi Z (Res f(2),zx) = % . e_’._‘/§

-0

ZKESsem. superior

Etapa 4: Justifiquemos que en el limite cuando R — +oo el segundo término tiende a cero:

: e
lim - dz=0
Ro+oo ), 72+ 27+ 4

Esto es consecuencia del lema de Jordan para la funcién que multiplica a la exponencial, h(z) =

22+2z+ 4
1
li h() = lim —— =
e e O = O d T AT % 2/ 4 4/
. 1 1
= im — =
k=R, R—+eo R2 |1 + 2/ + 4 /22|
entonces el lema de Jordan (que se muestra mas adelante) asegura:
. e
lim e* - h(z) dz = lim =0
R—+

— Z_
—teo ). 22+ 27+ 4

R—+00 YR

Demostremos en este caso que la integral que agregamos, sobre la semicircunferencia del semiplano
superior, tiende a cero, cuando R — +co. Evaluemos primero el integrando sobre la curva parametrizada

. d .
por z(f) = Re'" = R(cost + isent) con d_i = 7/(t) = Rie"

eiz
=
?+2z+4 R(1+2+ )

eR(— sen t+i cos t)

Rie"dt

entonces

e
—dz'z
2
ﬁRz +2z+4

pues e R¥" < ¢ = 1 dadoquesi0O <t <7m= —1<—sen(t) <0

T |€R(_ sen t+i cos t)l ) 1 T e—R sen t 1
< f 1 2 i~ |Ri€lt|df = = PP S dt< -7 — 0(R—>+x
o R(1+3+ %) R J, 1+5+3) R

eR(— sen t+i cos t) )
f 2ﬁRielt dt
w R+ %+ %3)
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) too  COS(X) oo Sen(x)
Ejemplo 3. Calcular j;oo m dx Yy - m X.

Solucién: Sabemos que si x € R entonces la descomposicién en parte real e imaginaria de e es
e = cos(x) + isen(x)

En consecuencia,

cos(x) Re( e ) sen(x) Im ( e )

X2 +2x+4 X2 +2x+4 2 +2x+4 X2 +2x+4

Por lo tanto, tomemos parte real e imaginaria, respectivamente, en el resultado del ejemplo 2:

ix

oo COS(X) +oo e b4 iV
—— =R ————dx|=Re|[—= ¢V
o X2 +2x+4 e(“"’ X2 +2x+4 x) e(\/§ ¢ )

- e ‘/gcos(l)

V3

+""L(X)dlem( *“e—dx)zlm(

e V3
o 24 2x4+4 o 24 2x+4

el

_T . -
= —-¢e Ysen(—1)
V3

Resumamos este procedimiento y sus justificaciones en la siguiente proposicion, que incluye otros casos
también.
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Proposicion: Resolucion de integrales reales a partir del Teorema de los Residuos.
Sea f : U — C una funcion holomorfa, salvo por una cantidad finita de polos {zi, . . ., zy} ninguno de ellos
en R y supongamos que U contiene al semiplano superior. Supongamos que f satisface algunas de las
siguientes hipotesis:

P
1) f(z) = ﬁ con P(z) = ayz" + - +aygy Q@z) = bxgzX + -+ + by cada uno de ellos una suma finita

()’

de potencias racionales tales que K — N > 1.

i1) f(z) cumple
lim |z-f(2)=0

|zI=R, R—+0o0

iii) Lema de Jordan. La funcién f es de la forma f(z) = e““- h(z), con a > 0y el factor & que multiplica
a la exponencial verifica
lim |a(z)| =0

|zI=R, R—+0c0

Entonces, en casos i, ii 0 iii

Jim [ 190
En el item iii), esto significa

R—+00

lim f e h(z)dz =0
YR

donde la curva abierta es la semicircunferencia centrada en el origen, de radio R, contenida en el
semiplano superior, recorrida una sola vez desde p = —R hasta q = R:

o : Yr:2(t) = Re",0<t<nm

Mds atin, si consideremos f(x) a la funcion evaluada en z = x € R y llamamos Qg al semicirculo de
centro 0, apoyado sobre el eje real, de radio R, contenido en el semiplano superior; es decir, a la region
cuya frontera es la curva cerrada dada por el segmento real [-R, R] seguido de yg, entonces, si la siguiente

integral impropia es convergente, lo hace a su valor principal que se obtiene como

f oof(x) dx = 2mi Z (Res f(2),zx)

zresemiplano superior

donde la sumatoria incluye un término por cada singularidad que f(z) tenga en el semiplano superior.
En el item iii), esto significa f(x) = e“* - h(x) y

f ) e . h(x) dx = 2mi Z (Res f(2),zk)

* zkEsemiplano superior
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DEMOSTRACION DEL LEMA DE JORDAN

Notar primero que en C:
lim I(R) =0 < Rlim I(R) =0
—+00

R—+00

En este caso, queremos ver que el limite de la integral a lo largo de la semicircunferencia (curva abierta)

< lim f
R—+00
YR

vr - 2(t) = Re", 0 < t < 7 es cero. Calculemos entonces

f eaiz . h(Z) dZ
YR

lim |[(R)| = lim e - h(z)| dz
R—+o00 R—+o0

T

= lim eaiR(cos(t)+isen(t))| . |h(R€it)| 'iReit|d[
R—+0 0
T
= lim eaiR(cos(t)+isen(t))| . |h(Reit)| R di
R—+0c0
0

= lim f” |e‘”R Sen(t)| . |h(Re”)| R dt (x)
0

R—+00

Sabemos por hipdtesis que existe My := max {|h(z)| : |z = R}, esto es, por la continuidad de la funcién
en el compacto |z] < R, , existe el miximo y éste tiende a cero lo mismo que la funcién, es decir:

lim |h(Re")|=0= lim Mz =0
R—+ R—+00

sen(m — t) = sen(m) cos(—t) + cos(m) sen(—t) = (—1)(—sen(?)) = sen(?), luego, la integral es dos veces
la integral en la primera mitad del intervalo

Por lo tanto, (x)

T
< lim |e—aR sen(?)
R—+oo ]

sen(?) es concava hacia abajo en [0, 7r/2], por lo tanto, su grafico se encuentra por encima del segmento

dt (%)

R—+0c0

/2
-Mgr R dt = lim 2R - MRf |e—aR sen(r)
0

que une los puntos inicial y final, es decir: sen” () = cos’() = —sen(t) < 0V r € [0, /2],

e Punto inicial: P = (0,0)

2 2
e Punto final: P = (3,1) = sen(?) > -tV 1€ [0,7/2]|= ——1 < —sen(r) YV 1 € [0, /2]
Vs Vg

2aRt

. e—aRsen(T) <e m Yte [O, 71'/2]

Tomando primitiva del integrando que queda, concluimos que:

/2| _ 2aRt - _ZCIRZ t=r/2

(#%) = lim 2R -MRf ¢ 7 |di=-lim == 2R -Mgle =
R—+c0 0 R+ 2aR t=0

= lim " -MR(I—e_“R)< limz -Mr — 0

R—+coq R—+c0q
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RESOLUCION DE INTEGRALES REALES
TRANSFORMADAS DE FOURIER

Ejemplo 4 de Adicionales Practica 7, campus. a) Célculo Auxiliar. Probar que la integral de la

—+00
f e dt = \r

(o)

funcion Gaussiana vale

Solucion: Calculemos una integral que veremos estd relacionada con la anterior:

, +00 , +00 X +oo 2
ff e ) dx dy = (f e dx) (f e” dy) = (f e’ dt)
R2 —00 —00 —00

Luego, tomemos raiz cuadrada a ambos miembros:

+00
—00 R2

Por otra parte, podemos resolver en coordenadas polares en el plano con J = r:

+00 21 +00
(*) = ff e gy dy = f [f ey d@] dr = f [27r ey ] dr
R2 0 0 0

R r=R
= —7 lim [e-rz (=27) ] dr = -1 lime™

R— 0 R— o0

= —x lim[e® - 1]=7x

r=0 R— o0

Por lo tanto, la integral que buscamos es la raiz cuadrada de la anterior:

+00
= f e dt = \n

(%)

b) Comprobar el valor de la siguiente Transformada de Fourier

Fle™)(w) = f;:o e e dx = ﬁe‘%

Solucion: Vamos a probar el ejercicio para w > 0; el caso w = 0 es el cdlculo auxiliar anterior. El caso
w < 0 queda como ejercicio para el lector.
Sea w > (. Calculemos primero el integrando completando cuadrados:

2 C(xgit? w2
exeth:e(x+12)e T

luego la integral que uno quiere es

—00

+00
+o0 2 _ - _ﬁ _ Swy2
e e ™ dx=e 1 f e T dx (%)

(o]

I
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Para calcular esta integral vamos a considerar la funcién de variable compleja, holomorfa en todo C

f@=e7

y su integral a lo largo de la curva cerrada o, positivamente orientada, de la cual la integral en el segmento

real [-R, R] es el primer término y la integral en total da cero.
Sea o la concatenacion de las sgtes:

e segmento [-R, R] C R,

e seguido del segmento vertical £;(f) = R+it:0<t< ¥

2
e seguido del segmento horizontal (con orientacion opuesta) £,(¢) =t +

w

e el segmento vertical (con orientacion opuesta) £3(1) = —R+it: 0 <7< 3

-R+ 3i

A

%i: —-R <t

< Ry finalmente

R+%i

A

-8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1

=>0:fezzdz:f exzdx+fezzdz—fezzdz—f
o [-R,R]

18 %) 03

R

R w R w
—1? Y _(Rin? —(t+i¥%)? Y _(“R+ir?
= e dt+ e dt — e "M dt — e
-R 0 - 0
e

(x)tiende—0 (x)tiende—0
R—+c0

R—+c0
Al tomar limite cuando R — +o0 y pasar de miembro, queda:
R

0= lim e dr+0— lim

R—-+o0 ] _p R—o+eo ] _p

e, e w2
= f e "dt —f e i) dy

o0

© s w2 *© 2
:>1:f e(”’2)dt=f e "dt = \n

[Se]

R
w2
e dr+ 0

Por lo tanto,

—+00
+o0 2 - _w2 — w2 w2
() j;oo et e dx=e17 f e dx =

(o9

Observacion: Esta integral es la Transformada de Fourier de f(x) ’

Il
®

w2

F(e™)w) = Vre T

2
e “dz

dt
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(%) Célculo Auxiliar: Veamos por qué los dos términos (*) tienden a cero: f(f e~CR+i0” gt 5 (. El exponente es

—(+R + it)> = —(R*> £ 2Rit — 1*) = —R* £ 2Rit + 1*

f —(+R+1t)2dt f ' —(£R+ir)? dt = e~ f ' —2th 12
0

w

w 2 w2
:e_sz 1-edt < f Ddr= —e e’ 50
0 0 2 R—+00

= 0<
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RESOLUCION DE INTEGRALES
DE SENOS Y COSENOS

21 1
— dt
L S+4cost

Solucion. e El integrando esté bien definido y es una funcién continua en [0, 27] = la integral es una

Ejemplo 4. Calcular

integral usual de Riemann (no es impropia).
e No conocemos su primitiva = cambio de variable a una integral compleja:

2 - o]
z=e = —
> z
d
dt:,—z
1z
. 1 241
ecost = Re(e") = §(Z+E) = §(Z+E) =2 7

2 +1 _5z+222+2
2z Z

= 5+4cost=5+4

1 z dz 1 1
| df:(—z).—: —S—dZ
5+4cost 5z2+222+2) iz 2’(§Z+Z2+1)

=>~‘f27r ! dt = ! ! d
0 S5+4cost _21 lzl=1 Z2+%Z+1 ¢

e Singularidades = {z € C : 7> + §z+ 1} ={w= —%; u= -2}
e Denominador de f tiene un CERO de ordenm = 1l enw = —%; u=-2

o f tiene un POLO de ordenm = 1 enw = —%; u=-2
eu=-2¢Q:|z7 <1
e Comprobacién del orden del polo y célculo del residuo de f en w:

2

N I . 1 o oo )
R”(f’wz_5):zlir?;(z_(_i))'f@_zlirfl;(z+5)'<z+%)(z+2>_zlir—n;Z 2) et v 3

:fzn L gl L e L oniRests L
— dt= — ———— dz= — - 2ni Res(f,w = —=
o Stacost 24zl 2 2

1 2 2
:—,'27Ti—: —ﬂ

21 3 3
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Ejemplo 5. Calcular

27
1
——dt
fo 2 +cos?t

Solucion.

Integrales por Residuos

e El integrando esta bien definido y es una funcion continua en [0, 27] = integral real usual

1
ecos’t = 5(1 + cos(2t))

e Cambio de variable z = ¢* : 0 <t < 27

— la curva parametrizada recorre dos veces la circunferencia unidad

2+1
2z

cos(2t) = %(z+2): %(Z+%):

£

5 1 1 2+ 1 1 5
:>cos‘t:§(l+c0s(2r)):— 1 + (22+z +1)

2 2z ) %

2
:>2+coszt:2+4iz(2z+z2+1):w

e Integrando:
1 4z dz 2 1

di = T . S—
2tcost T (0z+ 2+ D2iz i (10z+2+1)

e Singularidades = {z € C: 2+ 10z + 1 =0} = {z = -5 + 2 V6}
e Denominador tiene un CERO de orden m = 1 encada - = =5 + 2 V6
o f tiene un POLO de orden m = lenz = -5 + 26

eSiQ: |7l < 1,entonces:;=—5—2\/€¢ques
|-5-2V6|=5+2V6>5>1

e La singularidad 7, = -5 + 2 V6 € Q pues

4<6<9=2<V6<3=4<2V6<6=—-1<-5+2V6<1

(=]
®.,
>
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e Comprobacién del orden del polo y cdlculo del residuo de f en

Res(f,m = —5+2\/6) = lim (z—(—5+2‘/€))~f(z)

7-—-5+2V6
1
= 1 —_ —5 2\/8 *
Zﬁ_‘ﬁ‘m(z (=5 +276) (z—(=5+2V6)(z +5+2V6)
= lim M : :
755426 M(Z +5+2 ‘/6)
1 1

= lim =

7—-5+2V6 (z+ 5+ 2\/6) 4\/6

Por lo tanto,

o 1 2 1
— dt= - ——d
ﬁ 2+ cosii " f|;|:1i(10Z+Z2+1) ¢

2
la curva se recorre dos veces —= 2 - = - 2mi Res(f,zo) = 87 -
i

46

_27T 2

s
V6 3
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2
. +oo  COS”™ X
Ejemplo 6. SABIENDO QUE ES CONVERGENTE, CALCULAR f —— dx
—00 (x2 + 1)2

Solucion: Etapa 1. Recordemos la identidad para reescribir el integrando de forma conveniente

1 + cos(2x)

20 —
cos“(x) = >

entonces nos queda una suma de dos integrales impropias

f“’“’ cos? x 4 1 f“’" 1 Jrt 1 f“” cos2x J
— = dx=- —  dx+ - — = dx
o (X2 +1)2 2 ). (X2+1)2 2 J. (2+1)2

Si x € R entonces la descomposicién en parte real e imaginaria de ¢** es

e = cos(2x) + isen(2x)
En consecuencia, .
cos(2x) R ( e )

@+ o\t
o cos? x 1 [ 1 1 oo g2
2 dx=- — — _dx+-R 4
L @+ 2[00 @12 72 e(L @2+ 17 x)

Etapa 2: Resolvamos la segunda integral. Consideremos ahora un funcién nueva f(z) de variable

Por lo tanto,

compleja, tal que si z = x € R entoces f(z) coincide con el integrando:
2zi

(Z2 + 1)2

f@) =

Sea la curva cerrada definida como el segmento [—R, R] seguido de la semicircunferencia centrada en el
origen, de radio R, contenida en el semiplano superior:

I'z:[-R,R]U YR donde Yr: z(t) = Reti,() <t<nm

Llamemos € a la regién cuya frontera es la curva anterior, es decir, el semicirculo apoyado sobre el eje
real, de radio R suficientemente grande, el resultado de la integral a lo largo de la curva cerrada I'k:

eiz ‘
f[RR] @+1y2 dz = 2ni Z (Res f(z),z)
—R,R]Uyr

ZkeQR

donde la suma incluye un término por cada

Raices del denominador z = i;z = —i ¢ semiplano superior:
e f tiene un polo de orden m = 2 en z = i € semiplano superior, pues

) eZzt 2 eZZi -1
li -0y -—— | =1 ) 5=
zlgil ((Z i) (22 n 1)2) Zliril ((Z i) (z— i)z(Z + i)Z) 4¢2
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e Calculemos el residuo:

((Z—i)2€2Zi) 1 i( ~ eZzi )
@+ ) ima |G i =2+ i)

d e2zi
= lim—
i dz ((z n i)z)
. (€FRi(z + i) -2z + )] (20 ez + 20)
= lim - =lim|—————
i @+ i N
_2ie(3i)
@)
La integral anterior, a lo largo de la curva cerrada, se descompone como la suma:
1 ¥ 1 ;
f (2 ydz=3 o4 f TR
[-RRlUyx 2 (27 + 1) R (x +1) (Z2+1)

Etapa 3: Tomemos limite cuando R — +co en la suma anterior, observando que el primer término
tiende a la integral impropia que queremos calcular, y el segundo va a tender a cero como veremos en la
etapa 4, mientras que la sumatoria y su resultado quedan igual porque no dependen de R:

1 +00 ix 1 R 2ix 1 2iz
—f e—dx:—limf — % dx+-1lim | =S4
2 ) (2410 2Rt Jp (2 + 1)2 7 2Rk ), (224 1)

= %Zni(Res f@),z=1)

. =3 3r
M — = —
4e2  4e?

Etapa 4: Justifiquemos que en el limite cuando R — +co el segundo término tiende a cero:

eQiz
li — _4z=0
e fy @+1p "

1
Esto es consecuencia del lema de Jordan para la funcién que multiplica a la exponencial, /(z) = m:
Z
lim |h( )| = ! = lim !
R, Robeo T @+ 12 e I+ 17207
1 1

- lm ==
ld=R, R—+co R* |(1 + 1/72)?|
entonces

. e
li % W(z) dz = i ———dz =
Jim me (z) dz RiTwﬁk @+12 %
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Etapa 5: Resolucion de la primera integral.

e Raices del denominador z = i; z = —i ¢ semiplano superior.

e s tiene un polo de orden m = 2 en z = i € semiplano superior, con residuo:

Res(} ) = lim 4 (z— i) ! Jim & lim [ ——2
os(n,z=1) = — —1 = — = -
( =i dz ¢ (2 +1)? i dz | (z +10)? i \(z +10)3
2 -1 i
Q203 4(-i) 4

Por los mismos argumentos,

1 f*‘” 1 J 1 i fR 1 J +1 i f 1 p
= ——— dx == lim ——— dx+= lim —_—
2 )., 2+1p 2roiee J q (2412 2k ) (@12

1
= 52m'(Res h(z),z = i)

-1
=mi-— = -
4 4

Conclusion: Finalmente, la integral original es la suma de ambas:

f“’" cos? x 4 1 f+°° 1 drt 1 f+°° cos 2x J
— dx=- —  dx+ - — = dx
o (X2 +1)2 2 ). (2+1)2 2J.o (2+1)2

_7r+371
T4 4e?
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eax

dxsi0O<ax< 1.
e+ 1

+00
EJEMPLO 7 SABIENDO QUE ES CONVERGENTE, CALCULAR L .

Solucion, solo el planteo: Queremos calcular

+00 0% R ax
dx = lim dx
_ oo er+1 R—+eo ) _p e+ 1

az

Para ésto, consideremos la integral de linea compleja de f(z) = a lo largo de la curva cerrada o,

e+ 1
positivamente orientada, de la cual la integral en el segmento real [—R, R] es el primer término.
Sea oy la concatenacion de las sgtes:
e segmento [-R, R] C R,
e seguido del segmento vertical ¢1(f) = R +2nti : 0 <t < 1,
e seguido del segmento horizontal £,(t) = R — 2tR + 2ni : 0 <t < 1 y finalmente
e el segmento vertical £3(f) = —R + 2ni — 2mit : 0 <t < 1

S f fodz= [ peode+ f fdz+ [ f@dz+ f )z
o [-R.R] 0 0 03

—R + 27 R+ 2ni
8
@ —
6| *
v A

2
R
O = O
-8 -6 4 19 of 2 4 6
D

az

Singularidades de f(z) = ,0<ax<1:

e+ 1

1= z7=02k+ Dmi

= Singularidades(f) = {zx = 2k + 1)ri}
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Infinitas de ellas, todos los z; € semiplano superior ¥ k£ > 1: la integral no se puede resolver integrando en
el semiplano superior como en los ejemplos anteriores.

Pero, en cambio, nos interesa el rectangulo de la figura, que incluye la tnica singularidad zo = ni, en
el cual tomaremos el limite cuando R — +00; nuestra region Q es la franja horizontal no acotada hacia los

lados:
Q:={z=x+yi: 0<y<2n}
Residuo:
. . . “ ani 1: (Z - 7”) _ ami 1 1 _ ani
Res(f,zo = mi) = Z11_>r£i(z - m)eZ 1" e Zggim =e Zh_)rg; =—e O<ax<l1

Luego, la integral compleja vale

Lf(Z)dZ = 2ni Res(f, zo = mi) = —2mi e™

= [ pp J@dz+ [ fQdz+ [ f(2)dz+ [, f2)dz

Calculemos cada término y veamos que:
La integral a lo largo de cada uno de los segmentos verticales tiende a cero cuando R — +co
La integral a lo largo del segmento horizontal a la altura de 277 es un multiplo de la integral en [-R, R]

Empecemos por éste cédlculo:
Integral a lo largo del segmento horizontal a la altura de 27i:

1
f f(2)dz = f f(R —2tR + 2mi)) - (-2R)dt
[2 0

1 ea(l—Zt)R
= —2R j; m dt ETC



