Ecuaciones Diferenciales A /B — 2° cuatrimestre 2024

PRACTICA 5: ECUACION DEL CALOR

Ejercicio 1. Sea v: R — Ry sea u: R x (0,00) la funcién definida por:
u(z,t) = v(z?/t).
1. Verificar que u satisface la ecuacion del calor en R x (0, 00) si y sélo si v es solucion de
la siguiente ecuacion diferencial ordinaria:
420" (2) + 2+ 2)0'(2) =0 2 >0,

v que la solucion general de esta tltima ecuaciéon esta dada por:
z
v(2) = Cl/ e s Vs + 0y 2>0  (C1,Cy €R).
0

2. Usar el item 1 para deducir la solucién fundamental de la ecuaciéon del calor en R x
(0, 00).
Sugerencia: Verificar primero que si u es una solucion suficientemente derivable de la ecuacién del calor
en R x (0, 00) entonces d,u también lo es.
Ejercicio 2. Sea v:R"™ — R y sea u : R" x (0,00) la funcién definida por:
u(x,t) =t~ %v(xt™P),
para a, 3 € R dados.

1. Verificar que u satisface la ecuacion del calor en R™ x (0,00) si y s6lo si v es solucion
de la siguiente ecuacion:

(1) at= @y (y) 4+ gt~y o (y) + @2 Au(y) = 0 y=tPreR" t>0.

2. Verificar que si f = 1/2 entonces la ecuacion (1) se reduce a:
1
av(y) + 5y Voly) + Av(y) =0 y R,

y que si una funcién radial v, digamos v(y) = w(|y|) para w : R — R, es solucién de
esta ecuacion entonces w satisface:
1 -1
aw(r) + 57“10'(7“) +w”(r) + [ w'(r) =0 r > 0.
r
3. Deducir la solucion fundamental de la ecuacion del calor en R™ x (0,00) a partir de
considerar a« =n/2y f=1/2.

Ejercicio 3.
1. Hallar todas las soluciones u de la ecuacion del calor en R x (0, 00) que satisfacen:
u(z,t) = u(Az, \2t) Ve, A€ R, t>0.

2. Repetir el ftem 1 para la ecuacién no lineal 0, (K (u)0,u) = dyu, donde K € C1(R).
3. Verificar que si u es solucion de la ecuacion del calor en R™ x (0,+00) entonces la
funcién wuy definida por uy(x,t) = u(Az, A\%t) también lo es, cualquiera sea A € R.

Ejercicio 4. Sea w; una solucién de la ecuacion del calor en R x (0,00) que satisface la
condicion inicial u;(-,0) = ¢;, donde ¢; esta dado e i = 1,...,n. Probar que la funciéon
u: R™ x [0,00) — R definida por:

u(x,t) = ui(xy,t) ug(xe,t) . .. up(Tp, t),

es solucion de la ecuacion del calor en R™ x (0,00) y satisface u(-,0) = ¢, donde ¢(x) =

o1(z1) pa(z2) . . . on(n) para z € R™.
1
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Ejercicio 5 (Ecuaciones que se pueden reducir a la ecuacion del calor). Determinar explici-
tamente el cambio de variables sugerido en cada item para obtener que u es solucién de la
ecuacién dada si y s6lo si v es solucién de la ecuacién del calor:

1. w(x,t) = a(t)Au(z,t) en R™ x (0,00), a: (0,00) — R continua y positiva.
Cambio de variables: t = ¢(7), v(z,7) = u(z, ¢(7)).

2. wy(z,t) = Au(z,t) + b(t) - Vu(z,t) en R™ x (0,00), b: (0,00) — R™ continua.
Cambio de variables: z = ¥(y,t), v(y,t) = u(¢(y,t),1t).

3. ur(x,t) + c(t)u(z,t) = Au(x,t) en R™ x (0,00), ¢: (0,00) = R continua.
Cambio de variables: v(z,t) = u(z,t)p(t).
Ejercicio 6 (Principio de Duhamel). Para s > 0, sea v(-;s) : [0, /] X [s,00) — R solucion del
problema:
ve(x,t;8) — Vgg(x,t;8) =0 O<x<t t>s,
v(0,t;8) =v(l,t;8) =0 t> s,
v(z,s;s) = g(x,s) 0<z<d.

Probar que la funciéon w : [0, ] X [s,00) definida por:

t
u(x,t) = / v(z,t; s) ds,
0
es solucién del siguiente problema para la ecuacién del calor no homogénea:

ut(x,t) — ugg(x,t) = g(z,t) O<x <t t>0,
u(0,t) =u(l,t) =0 t>0,
u(z,0) =0 0<x<t.
Ejercicio 7. Deducir la soluciéon dada para cada uno de los siguientes problemas:
1o ug —uge =0 >0,t>0, u(z,0)=0 x>0, u(0,t) = h(t) t>0,
donde A(0) = 0.
2

x t 1 _—a®
Solucién: t) = 4tt=5) h(s)ds.
olucion: u(x,t) 47r/0 (t—s)3/26 (s)ds

Sugerencia: Definir v(z,t) = u(x,t) — h(t) y extender a v(-,t) por imparidad.
2. U —Uge =0 x>0,t>0, u(z,0) = f(z) x>0, ugy(0,8) =0 ¢ >0.

Solucion: u(z,t) = /000 N(z,&,t)f(&)dE,

donde N(z,&,t) = ®(x—&,t)+P(x+£,t) v @ es la solucion fundamental de la ecuacion
del calor.

Sugerencia: Extender f por paridad a —oo < z < 0 y resolver el problema de valores iniciales para la
f extendida.

Definicion: Para T > 0 y U C R™ abierto y acotado, definimos:
UTZUX (O,T], 8pUT=U7T\UT.

Al conjunto 9,Ur se lo denomina “frontera parabélica” de Ur.
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Ejercicio 8 (Principio  débil del maximo para subsoluciones de la ecuacion del calor). Se dice
que u € C*Y(Ur) N C(Ur) es una subsolucion de la ecuacion del calor en U si:

u — Au <0 en Ur.

Demostrar que si v es una subsolucién de la ecuaciéon del calor en Ur entonces méxﬂu =
maxg, vy U

Ejercicio 9. Sea u € C*Y(Ur) N C(Ur) solucién del problema:
wu—Au=7f en Up, u=0 sobre 0,Ur,

donde f no depende de t. Probar que si f <0, entonces u; < 0.

Sugerencia: Definir w(z,t) = u(z,t + &) — u(z, t), calcular wy — Aw y aplicar el principio del maximo.

Ejercicio 10. Sea u € C*!(Ur) N C(Ur) una solucién de la ecuacion del calor en Ur y sea
K c Ur \ 8,Ur compacto. Probar que existe C' > 0 constante que depende de dist(K, d,Ur)
tal que:
sup |Vgu| < Csup |ul.
K Ur
Sugerencia: Probar primero que si u es solucién de la ecuacion del calor en C(0,0;2) entonces existe C' > 0
constante tal que:

sup |Vyu| <C sup |ul,
C€(0,0;1) C(0,0;2)

donde C(z,t;7) = By(z) x (t —r*,t] parac €R™, t >0y r > 0.

Ejercicio 11. Para n € N, sea u,, € C>'(Ur) una solucién del siguiente problema:
Oy, — Au, =0 en  Urp, up = fn sobre 0,Ur.

Probar que si f, — f uniformemente en 9,Ur, entonces existe u € C*(Uy) tal que u, — u
uniformemente en Ur y u es solucién de:

u —Au=0 en Up, u=f en O,Ur.

Ejercicio 12.
1. Probar que si v es una solucién acotada de la ecuacién del calor en R™*! entonces u es
constante. ;Es cierto el resultado si eliminamos la hipétesis que u sea acotada?
2. Sea u una funcién Lipschitz continua que satisface la ecuacion del calor en R*+! y tal
que u = 0 si 1 = 0. Probar que existe o € R tal que u(z,t) = ax;.

Ejercicio 13 (Principio del miximo para problemas parabélicos). Sean 7' > 0y U C R"
abierto y acotado. Probar que si u € C?1(Ur) N C(Ur) satisface:
u+Lu=0 en Ur,

entonces méXUT u = maxy,y, u, donde d; + L es el operador parabslico definido por:
n n
Ou + Lu = O — Z aij(z,t)0ju + Z bi(z,t)0;u,
ij=1 i=1
los coeficientes a;j, b; son continuos en Ur y la matriz A = (a;5) es simétrica definida positiva
para cada (z,t) € Ur.



