Ecuaciones Diferenciales A /B — 2° cuatrimestre 2024

PRACTICA 0: RESULTADOS PRELIMINARES

Antes de empezar, se sugiere revisar los siguientes resultados:

= Teoremas de la convergencia dominada y de la convergencia mondtona. Lema de Fatou.
s Teorema de la divergencia de Gauss.

s Teoremas de la funcién implicita y de la funcién inversa.

» Teorema de Ascoli-Arzela.

s Teorema de la particién de la unidad.

Ejercicio 1 (Diferenciacion bajo el signo integral). Sean U C R™ abierto, V' C R medible,
f:UXxV — Rmedible, g € Uy je{l,...,n}.

1. Demostrar que si existe € > 0 tal que:
» f(z,-) € LY(V) para todo = € B.(wg),
= f(-,y) es derivable con respecto a x; en B.(zg) para casi todo y € V,
= existe g € LY(V) tal que |0, f(z,y)| < g(y) para todo € Be(x¢) y para casi todo
yev,
entonces la funcion F(z) = [, f(z,y) dy es derivable con respecto a x; en Be(z9) y la
derivada est& dada por:

2. Verificar que si f y 0y, f son continuas en U x V, con V acotado, entonces f satisface
las condiciones del item anterior para cualquier xg € U.

Ejercicio 2. Sean f,g: R — R derivables.

g(x)
1. Sean h: R — R continua y F(z) = / h(s)ds, © € R. Verificar que:
f(=)

F'(x) = h(g(x))g'(x) = h(f(2))f (z).

2. Sea h: R? — R continua con dih continua y acotada, y sea G(x) = / h(z,s)ds,
f(=@)
x € R. Verificar que:

g(z)
G'(w) = h(w.g(a))g (0) ~ ha. SN @)+ [ Duh(a,s)ds.
f(x)
Ejercicio 3. Sean f,g: R® — Ry F: R" x R"™ — R medibles. Demostrar los siguientes
resultados:

1. (Desigualdad de Holder) Si 1 < p < oo entonces:

IFglle < 1 Flpllgllp s

donde p’ es el exponente conjugado de p, definido por:

1% si 1<p< oo,
p = oo si o p=1,
1 si p=oc.

1,1 _
Notar que sty = 1.

2. (Desigualdad de Minkowsky) Si 1 < p < oo entonces:

1F =+ glly < 1 £1lp + [lgllp-
1



3. (Desigualdad integral de Minkowsky) Si 1 < p < oo entonces:

(/m /n Py da| dy)l/pg/n (/m|F(ﬂf>y)!pdy>l/p dz.

Ejercicio 4. Sean f € LP(R™) y h € R™. Se define 7_ f(x) = f(x + h) para x € R™.

1. Considerar 1 < p < oo y probar que || 7_pf — f|l, = 0si h = 0.
Sugerencia: Considerar primero f € C.(R") y luego extender el resultado por densidad.
2. Mostrar que el item anterior no vale para p = co.

Ejercicio 5. Sean f,g: R™ — R. El producto de convoluciéon f * g : R” — R se define por:

(Feo)a) = [ fo—v)aw)do

siempre que el lado derecho sea finito. Demostrar los siguientes resultados:
1. (Desigualdad de Young) Si f € LY(R") y g € LP(R"), donde 1 < p < oo, entonces
fxgeLP(R")y:
1f* gllp < [ fllllgllp-

2.8 fe LP(R") y g € LV (R"), donde 1 < p < oo y p es el exponente conjugado de p,
entonces fx g € L>®(R") y:

1] * glloe < [Ifllpllglly-

Ademas, f * g es uniformemente continua.
3. Si f € CH(R"), donde k € N,y g € Ll (R") entonces f * g € C¥(R") y:

loc

D(f*g) = (Df) * g,
n
para todo multiindice @ = (o, ..., a;,) € Nij de longitud |a| = Z a; < k.
i=1

Ejercicio 6 (Nucleo regularizante estandar).
1. Sea p: R™ — R la funcién definida por:

_ 1
2 = ce EE sz <1,
p(z) { 0 sifz| > 1,

donde ¢ = ¢(n) > 0 es tal que [p, p(z)dx = 1. Probar que p € C°(R™).
2. Para cada € > 0, sea p.: R" — R la funcién definida por:
1 x
pe(x) == onf (g) .

Probar que p. € C°(R") y sop(p:) C B:(0). Notar que [, pe(z) dx = 1.
La familia {pc}:>0 se conoce como nicleo regularizante estindar.

Ejercicio 7 (Regularizacion por convolucion). Sea p € L'(R™) una funcién no negativa tal
que ||p|[1 = 1. Para cada € > 0 se define p, : R" — R por:

1 T
o= 2).
Demostrar los siguientes resultados:

1. Si f e LP(R™), donde 1 < p < oo, entonces || f * p. — f||, = 0si e = 0.



2. Si f € L>®(R") y f es uniformemente continua en el abierto V' C R™ entonces

sup |f * pe(x) — f(z)] =0 si &—0,
zeV’

para todo V' CcC V.
La notacion V' CC V significa que V' es un abierto tal que V' C V.
3. Si f es continua y acotada en R™ entonces f * p. — f uniformemente sobre conjuntos
compactos de R".
4. Si pe CX(R™) y f € LP(R™), donde 1 < p < oo, entonces f * p. € C°(R"™).
5. Calcular f * p, donde f = 1,4 ¥ {p}e>0 el nticleo regularizante estandar.
La notacion 1 4 indica la funcién caracteristica del conjunto A.

Ejercicio 8. Considerar 1 < p < oo y demostrar que C2°(R"™) es denso en LP(R"™).

Ejercicio 9.
1. Sea f € L (U) donde U C R™ es abierto. Probar que si [;; fode = 0 para toda
p € CX(U) entonces f =0 en casi todo punto.
2. Sea f € Li..(R). Probar que si [, f¢'dz = 0 para toda ¢ € C2°(R) entonces f es
constante en casi todo punto.

Ejercicio 10. Sea U C R" abierto y acotado con frontera de clase C'. Usar el teorema de la
divergencia de Gauss para demostrar las siguientes identidades:

1. (Primera formula de Green) Si u € C2(U)NCYU) y v € CH(U) N CO(U) entonces:

/ (vAu + Vu - Vv)dx = / vOpu dS.
U oU

2. (Segunda férmula de Green) Si u,v € C2(U) N CH(U) entonces:
/ (VAU — uAv) dx = / (VOnu — udpv) dS.
U ou
3. (Formula de integracion por partes) Si u,v € C1(U) N C°(U) entonces:

/u@ivdx:—/aiuvdx—i—/ uon; dS.
U U oU

La notacién Onu indica la derivada normal de u en la direccién del vector n normal unitario exterior a oU,
Onu = Vu - n. La notaciéon Awu indica el Laplaciano de u, Au = > | Osu.



