ANALISIS AVANZADO - SEGUNDO CUATRIMESTRE DE 2024

Practica 9

En lo que sigue M serd la o-dlgebra de los conjuntos medibles Lebesque de R y u la
medida de Lebesque. Ademds, E denotard a un subconjunto medible Lebesgue de R.

1. Sea f una funcién simple. Probar que |f| es simple.

2. Probar que dada una o-édlgebra A de subconjuntos de X y dada f : X — R, son
equivalentes:

> a} € A para todo a € R.
< a} € A para todo a € R.
> a} € A para todo a € R.

Concluir que si X € M y A= M, entonces f es medible si y sélo si vale alguno de
(y por lo tanto todos) los items de arriba.

3. Sean f,g: E — R. Probar que:

(a) Si f es medible entonces {z € E: f(x) = a} € M para todo a € R.
(b) Si f y g son medibles entonces {z € E: f(x) < g(x)} € M.
(¢) Si f es medible y f(x) = g(x) para casi todo = € E, entonces g es medible.

4. Sean f,g: E — R funciones medibles. Probar que:

(a) f+ g es medible.
(b) af es medible para todo o € R.
(c) f? es medible.
(d) f-g es medible.
(f=9)*

Sugerencia: f-g= %
5. Sea f: R — R mondétona. Probar que f es medible.
6. Sea f:[0,1] — R una funcién. Probar que:

(a) Si f es continua en [0, 1], entonces es medible.

(b) Si f es continua en casi todo punto de [0, 1] (esto es, si su conjunto de discon-
tinuidades es nulo), entonces es medible.



10.

11.

12.

13.

14.

. Dada una sucesion (f,,), de funciones en E, consideremos las funciones

S(x) = sup fule) y (@) = inf ful2).

Probar que si las funciones f,, son medibles, entonces S e I también lo son.

. Dada (f,), una sucesién de funciones medibles y no negativas F, sea f(x) =

Yo fn(x). Probar que f es medible, y que

/Iifduzg/Efndu-

Sea f : ' — R una funcién medible, no negativa e integrable. Probar que si A € M,
entonces

[ @t ndut) = [ @ duto)
A A+y
para todo y € R tal que A+y C E.

Sea f : E — R una funcién medible y acotada. Supongamos que E tiene medida
finita. Probar que f es integrable.

Sean f,g : E — R funciones medibles e integrables tales que para todo A C E
medible se tiene que fA fdu= fA gdu. Probar que f = g en casi todo punto de E.

Consideremos E = [0,+00). Sea f, : £ — R dada por f, = (=1/n)xo). Probar
que la sucesién (fy,), converge uniformemente a la funcién nula en E. Probar que,
sin embargo [ fn dp = —1, de manera que

liminf [ f,du=-1<0= / liminf f, du.
E E

n—oo n—oo

Deducir que el lema de Fatou no vale si las funciones f,, no son no negativas, atn
cuando converjan uniformemente.

Sean f : E — R una funcién integrable y (E),)nen una sucesién de subconjuntos
medibles de E tales que E = UpenEy. Probar que:

(a) Silos E,, son disjuntos dos a dos entonces

[Efduzg/Enfdﬂ.

(b) Si (En)nen es creciente entonces

lim/ fdu:/fd,u y  lim fdu=0.
n—oo Jp E n—oo E\E,

Sea f : (0,400) — R integrable. Probar que para todo x > 0 la funcién F, :
(0,+00) — R dada por F,(t) = f(t) e~ es integrable, y que la funcién

g:(0,400) 3R, glz) = /(0+ Ot

es continua.



