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Practica b

Compacidad

10.

11.

12.

13.

. Sea K = {0} U {% :n € N} CR. Probar, por definicién, que K es compacto.

Sea K un subconjunto compacto no vacio de R. Probar que K tiene minimo y
maximo.

Sea K C R compacto. Probar que los subconjuntos de R
S={r+y:x,ye K}, P={z-y:xz,y€ K}

también son compactos.

. Sea E un espacio métrico y sea {F;};c; una familia de subconjuntos cerrados de E.

Probar que si existe ig € I tal que Fj, es compacto, entonces N;crF; es compacto.

Sea E un espacio métrico. Probar que F es compacto si y solo si para toda sucesion
(Fy)n>1 decreciente de cerrados no vacios de E se tiene que Ny>1F, # 0.

Sea E un espacio métrico discreto. ;Cudles son los subconjuntos compactos de E?

Probar que la uniéon de un niimero finito de conjuntos compactos es compacto.

. Probar que en un espacio métrico (F,d) la distancia de un punto a un compacto se

realiza. Esto es, que para todo compacto K C F y para todo x € E existe y € K
tal que d(z,y) = d(z, K).

Sea (F,d) un espacio métrico, y sea d 1a funcién definida en el Ejercicio 12 de la
Préactica 3. Probar que si A C E es compacto, B C E es cerrado y se cumple que

~

AN B =0, entonces d(A, B) > 0. ;Sucede lo mismo si A es sélo cerrado?

Consideremos en (C[0, 1], dx ) la funcién fy nula. Probar que B( fo, 1) no es compacta
(pero si es cerrada y acotada). ;Qué pasa si cambiamos d, por d;?

Sea E un espacio métrico compacto, y sea f : E — (0,400) una funcién continua.
Probar que existe a > 0 tal que f(z) > a para todo = € E.

Sea f : R — R continua tal que

lim f(z)= lim f(z)=0.

T——00 T—+00
Probar que f es uniformemente continua en R.

Sean E y E’ espacios métricos y f : E — E’ continua. Probar que si E es compacto
y f es biyectiva, entonces f es un homeomorfismo.



Teoremas de punto fijo
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Sea E un espacio métrico y sea f : £ — E continua. Probar que el conjunto de
puntos fijos de f es cerrado.

Sea f: R — R dada por f(z) =  arctan(z) + 3. Probar que f es una contraccion.

Sea E =R\ {0}, con la distancia usual de R. Sea f: E — E dada por f(z) = 3z.
Probar que f es una contracciéon pero no tiene punto fijo. ;Qué falla del Teorema
de Banach?

Sea E un espacio métrico y sea f : E — F una funcién. Para n € N denotemos por
fm":E— E alafuncién fo fo---o f (n veces). Probar:

(a) Siz € E es punto fijo de f, entonces es punto fijo de f™.

(b) Si E es completo y existe n € N tal que f™ es una contraccién, entonces existe
un dnico punto fijo de f en E.

Sugerencia: probar que si x € E es punto fijo de f™, entonces f(x) también lo es.

(c¢) Deducir que existe un tnico = € R tal que cos(z) = z.

Consideremos en R” la métrica dz. Sea f : R™ — R" una funcién continua. Supong-
amos que existe M > 0 tal que para todo ¢ > 0 existe z € B(0,M) tal que

dQ(l‘,f(ﬂf)) <Eé.
Probar que f tiene un punto fijo.
Sea f : [a,b] — [a,b] continua. Probar que f tiene un punto fijo.

Sugerencia: usar el teorema de Bolzano.




