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Nota: se aprueba con dos ejercicios bien y completos. Buena suerte, justifique todas sus respuestas y escriba con
claridad.

1. Consideremos A y B conjuntos en R no vacios y acotados. Probar que inf(A4) + inf(B) = inf (4 + B).!
2. Calcular el cardinal del conjunto {B € Q : #B = #(Q \ B)}.

3. Sea (X, d) un espacio métrico. Supongamos que toda sucesion (A, )nen de subconjuntos cerrados y no vacios
tal que 4,1 < A, para todo n € N con diam(A,,) — 0 cuando n tiende a infinito cumple que (), .y An # .
Probar que X es completo.

4. Sean (X,d) y (Y,d') espacios métricos con X = C([0,1]) y F : X — Y una funcién. Probar que si F es
continua con d = d; entonces también es continua con d = d,. ¢ Vale la reciproca?

Maryam Mirzakhani (1977 — 2017) fue una matematica irani pro-
fesora en la Universidad de Stanford que trabajé en teoria de
Teichmdiller, geometria hiperbdlica, teoria ergddica y topologia
simpléctica. En 2014 fue la primera mujer en recibir la medalla Fields.

TDefinimos el conjunto suma como A+ B ={a+b:a€ A, be B}.


https://en.wikipedia.org/wiki/Maryam_Mirzakhani
https://es.wikipedia.org/wiki/Medalla_Fields

Resoluciones
1. Dado un elemento en A + B podemos escribirlo como a + bcona € Ay be B. Luego
a+ b= inf (A) + inf(B)
y llegamos a que inf (A) + inf(B) es una cota inferior del conjunto suma. Es decir,
inf(A + B) > inf (A) + inf(B).

Resta ver la otra desigualdad. Fijemos ¢ > 0 cualquiera. Existen a € Ay b € B tales que

inf(A) > a —¢/2,

inf(B) > b—¢/2
y asi

inf(A) +inf(B) >a+b—¢c > inf(A)+ B) —¢
puesa +be A+ B.Y como ¢ era cualquiera, llegamos al resultado.
2. Llamemos A = {B < Q : #B = #(Q \ B)}. Notemos que A < P(Q) que tiene el mismo
cardinal que P(N) y que es el cardinal de los reales c. Por lo tanto #.A < c.
Nuevamente usando que ¢ = #P(N) construimos una funcién inyectiva
P(N) — A

B— Bu((1,2)nQ)

que estd bien definida pues
Ro = #((1,2) Q) < #(B U ((1,2) n Q) < #Q < Xy

’ Ro = #((2,3) n Q) < #(@Q@~ (Bu ((1,2) nQ))) < #Q < R,.
Esto implica que el cardinal de A no puede ser menor al de P(N). Por lo tanto ¢ < #Ay

obtenemos ¢ = #A.

3. Consiremos una sucesion (z,).en < X de Cauchy, debemos probar que tiene limite. Para

cada n € N definamos .

Ay = | Bwm, 1/n).

m=n

Notemos que A,, =2 A,;; y que son no vacios. Por lo tanto A,, es cerrado, no vacio y

Necesitamos estudiar el didmetro. Fijado ¢ > 0 existe n, tal que 1/ny < ¢/5y d(z,, ) < €/5
si'm, n > ng (pues la sucesion es de Cauchy). Entonces, dados dos elementos a, b € A,, con
n = ng, resulta que existen o, b’ € A, tales que d(a,d’), d(b,b') < ¢/5. Ademas existen z,,
y x; elementos de la sucesion tales que ¢’ € B(zy,,1/n), V' € B(z;,1/n) (con m, j = ny).

Entonces

d(a,b) < d(a,a’) + d(a’,b)
< d(a,d) +d(d,xy) + d(xm, x;) + d(x;,b") + d(b,b)
<e/5+1/n+¢e/5+1/n+e/b
<e/b+e/b+¢e/5+¢e/5+¢/b=c¢
y probamos que el didmetro tiende a cero.
Entonces existe = € (), .y An. Resta ver que es el limite de la sucesién original. Dado & > 0

existe n, tal que si n > n, entonces diam(A,) < ¢ y luego d(z, z,) < € pues ambos estdn en
A,



4. Primero veamos que dados f € X y r > 0 sucede que B%*(f,r) < B%(f,r) donde la
primera bola estd considerada en el espacio (X, dy) y la segunda, en (X, d;). Entonces sea
ge X tal que d(f,g) <r,luego

0 (f.g) = f (@) - g(a)) d

< —
| e 1f(z) — g(2)| d

= doo(f7 g)

y obtenemos lo buscado.

Entonces probemos el ejercicio. Por la tedrica sabemos que F es continua con la métrica d;
es equivalente a que dados f y € > 0 existe 6 > 0 tal que

F(B"(f.9)) € B(F(f),e)

donde la ultima bola es en (Y, d'). Por lo anterior tenemos que F(B*(f,d)) = F(B%(f,d))
y asi

F(B™(f,9)) < B(F(f).e)
que prueba la continuidad de F en (X, d,).

Para la dltima pregunta vimos en clase que la funcién evaluacién € : X — R es continua en
dy y no en dy, por lo cual no vale la vuelta.



