Algebra Lineal
Segundo cuatrimestre - 2024
Practicay
Espacios vectoriales con producto interno

Ejercicio 1. Determine si las siguientes funciones son o no productos internos. En caso afirmativo en-
cuentre su matriz en la base canénica del espacio correspondiente.

1) O: RZ X RZ - R, (I)(x,y) = le)’l + 3x2y1 —X2)2 + 3x1y2;

1) &: RZ X RZ - R, (I)(x,y) =x1)1 txo + 2x2y2 - 3x1y2;

1) &: kz X kz e k, d)(x,y) = 2x1y1 + XY — X1)2 — X215 parak = Ryk =G

)
)
)
1v) ®: C*x C* = C, ®(x,9) = 2x1y1 + %292 — X192 — X201

Ejercicio 2. Sea (V, (-, —)) un espacio vectorial con producto interno. Recuerde que se define la norma
de un vector v € V como ||v|| := +/{v, v). Pruebe que [{x, y)| = ||x]|||y|| si y solosi {x, ¥} es un conjunto

linealmente dependiente.

Ejercicio 3. Pruebe que las siguientes funciones definen productos internos sobre los espacios vectoriales
considerados:

1) (= —): K" XK >k, (4, B) = tr(4B*), parak=Rok =C;

) (- -): C[0,1 X C[01] = R, (£g) = [ f(x)g(x) dus
m) (- —): k' xk" =k, (xy) =9 Q"Qx, conk = Ryk = C;donde Q € k”*” es una matriz

inversible;

1v) Dadok =R ok = C,Vy W dos espacios vectoriales sobre k, (—, —) un producto interno sobre
Wy T:V — W unmonomorfismo,

(=), VXV >k Xy, =(T(x), T(y)).

Ejercicio 4.
1) Se considera C**” con el producto interno (4, B) = tr(AB*). Halle el complemento ortogonal

del subespacio de las matrices diagonales.

11) Se considera R3[X] con el producto interno (f; ¢g) = f_ 11 f(x)g(x) dx. Aplique el proceso de
Gram-Schmidt a la base {1, X; X2, X>}. Halle el complemento ortogonal del subespacio S = (1).

1) Se considera C[—1,1] con el producto interno (f, g&) = f_l f (x)g(x) dx. Halle el polinomio de
grado menor o igual que 3 mds préximo a la funcién f(x) = sin(zx).

Sugerencia: Observe que basta considerar el subespacio S =< 1, %, x%, x°, sin(7x) >.



Ejercicio 5. Sea V un espacio vectorial con producto interno (—, —). Sea W C V un subespacio de
dimensién finita de V. Pruebe que six ¢ W, entonces existe y € W+ tal que (x, y) # 0.

Ejercicio 6. Calcule la adjunta de las transformaciones lineales siguientes:

I) f: R?> — Rz, f(xl, xz) = (3..961 + X, —x1 +x2)

n) £:C* > C3  flxg,x2,%3) = (201 + (1= 1), %2 + (34 20)x3, %1 + ixp + x3)
0 1
0o -1]1.
1 0

m) B={(1,2-1),(1,0,0),(0,L,1)}, f: R3 - R3tl que |f|z =

S N =

) f: Ry[X] = Ry [X], f(p) =p, donde(p,q) = folp(x)q(x) dx.
v) P € GL(nC), f:C™" —C™" f(4)=P"'AP, donde(4,B) = tr(4B").

Ejercicio 7. Sea (V, (-, —)) un espacio vectorial con producto interno de dimensién finita. Sean f'y ¢
endomorfismos de V y sea k£ un escalar. Pruebe que:

N (f+o9" ="+,
m (k) = kf",
) (fog)*=g"of",
1v) Sif es un isomorfismo, entonces /* es un isomorfismo y (£*) ! = (£71)*,
v) [ =1
vI) sif* of =0,entoncesf = 0.

Ejercicio 8. Sea (V, (—, —)) un espacio vectorial con producto interno de dimensién finita y sea / un

endomorfismo de V. Pruebe que im(f™) = ker(f)* y ker(/*) = im(f)*.

Ejercicio 9. Sea (V, (—, —)) un espacio vectorial con producto interno de dimension finita y sea S un
subespacio de V. Pruebe que la proyeccién ortogonal p: V. — V sobre S es autoadjunta. Calcule sus
autovalores.

Ejercicio 10. Sea (V, (-, —)) un C-espacio vectorial con producto interno de dimensién finita y sea
£+ V — V una transformacién lineal. Se dice que f es normal sif o f* = f* o f.

1) Pruebe que si / admite una base ortonormal de autovectores, entonces /* es normal.

11) Pruebe quessi f es normal valen las siguientes afirmaciones:

a) [|[fIl =)l VYo e V.Enparticular, ker(f) = ker(f™);
b) f = Aidy es normal paratodo A € C;
)
)

¢) Sivesun autovector de / de autovalor 1, entonces v es un autovector de /* de autovalor 1;

d) Ej esf*-invariante.



1) Pruebe que si / es normal, entonces admite una base ortonormal de autovectores.

Sugerencia: observe que (Ey)* es f-invariante y f*-invariante.

1v) Deduzca de lo anterior que las matrices unitarias son diagonalizables sobre C. Encuentre un ejem-
plo de matriz ortogonal que 70 sea diagonalizable sobre R.

Ejercicio 1. Seaf: R? — R? la transformacién lineal cuya matriz en la base canénica es

1 _N2 1
2 2 2
2y ¥z
2 2
1 _¥2 1
2 2 2

Decida si f es una rotacién, una simetrfa o una composicién de una rotacion y una simetria. Encuentre
la rotacién, la simetrfa 0 ambas, segin corresponda.

Ejercicio 12. Seaf: R3 — R3 la transformacién lineal cuya matriz en la base candnica es

\olco
|

FCIN \o|co o=

|
[T TS

ol ol

1) Pruebe que f es una rotacién.
u) Halleg: R?> > R3talquegog=f.

Ejercicio 13. Recordemos que la distancia entre dos puntos x, y € R? se define como d(x, ) = [|lx — y||.
Una funcién f: R? — R? se llama isometria si preserva las distancias, es decir, si satisface

d(fx).f()) =d(xy)  VxyeR”

1) Pruebe quesif: R* — R? es una isometria tal que £(0) = 0, entonces f resulta una transforma-
cién lineal y ademds f es ortogonal.

1) Deduzca que £: R* — R? es una isometrfa si y solo si existen una transformacién ortogonal
¢:R* 5 R*yo € R? tales que £ (x) = g(x) + v paratodox € R?.



