Algebra Lineal
Segundo cuatrimestre - 2024
Practica 6
Subespacios invariantes y forma normal de Jordan

Ejercicio 1.

1) Seaf : R* — R? la transformacién lineal definida por £ (x, ) = (x + 2y, 2x — 2y). Halle todos
los subespacios de R* que sean f-invariantes.

1) Sead € Rygp: R* — R? la transformacién R-lineal cuya matriz en la base canénica es

cos(9) —sen(ﬁ)). (0)

lgsle = (sen(é’) cos(8)

Para cada 6 estudie si g4 es diagonalizable, y halle todos los subespacios gs-invariantes de R2. ¢Qué
cambia si consideramos gg: C* — C? la transformacién C-lineal que tiene la matriz (¢) en base
E={(10),(0,1)}2

Ejercicio 2. Seaf : R” — R” una transformacién lineal nilpotente tal que 1 # 0.
1) Pruebe que paracada 0 < ; < 7 existe un subespacio S; de R” de dimensién j que es f-invariante.

11) Pruebe que existe un hiperplano de R” que es f-invariante pero que no admite un complemento
f-invariante.

Ejercicio 3.

1) SeaV un k-espacio vectorial de dimensidn finitay seaf: V — V una transformacion lineal diago-
nalizable. $i S es un subespacio de V que es f-invariante, pruebe que /: § — S es diagonalizable.

11) Sean 4, B € k™" tales que AB = BA y sea E)(A) = {x € k” /| Ax = Ax}. Pruebe que E;(A) es

B-invariante.

1) Sean 4, B € k™" dos matrices diagonalizables tales que 4B = BA. Pruebe que existe C €
GL(n k) tal que CAC™' y CBC™! son diagonales; es decir, pruebe que 4 y B se pueden diago-

nalizar simultineamente.

1v) Pruebe por induccién que si 4y,..., 4, € k”*” son matrices diagonalizables que conmutan dos a
dos, entonces existe C € GL(#, k) tal que C4 ;C “leg diagonal paratodoj =1,..., » Deduzca que
sifi,..., [ sonendomorfismos de un k-espacio vectorial V de dimensién finita que conmutan dos
ados, entonces existe una base B de V tal que [];| g es diagonal paratodoj =1,..., 7~



Ejercicio 4. Sean 4, A" € k**” las siguientes matrices:

00 0 0 01 0 0
10 0 0 00 1 0
4=]0 1 00 4= , 1l
: : : 00 0 1
00 .. 10 00 0 0

1) Pruebe que ambas matrices son nilpotentes y que A4 es semejante a 4"

11) Sead : Rc,_1[X] — Rc,—1[X] dadapor §(P) = P’. Encuentre bases By B’ de R, [X] tales
que|d|g=Ay|dlg =4".

111) Sea B una base de k” y sea f: kK — k” tal que |f|g = 4. Pruebe que no existen subespacios
propios f-invariantes Sy 7" de k” tales que k” = S & 7.
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Ejercicio 6. Sif: k" — k” es una transformacién lineal tal que £ tiene un vector ciclico, pruebe que
f tiene un vector ciclico. ¢Es vilida la reciproca?

Ejercicio 7. Sean 4, ..., A¢ matrices nilpotentes de C8*8 tales que my, = X3 paratodo; € {1,...,6}.
¢Es cierto que necesariamente dos de estas matrices son semejantes?

Ejercicio 8. Sean 4, B € C®*® nilpotentes tales que m4 = mp y rg(A4) = rg(B). Pruebe que A y B son
semejantes. ¢Es cierto esto en C"*72

Ejercicio 9. Halle la forma y una base de Jordan de la matriz 4 = (4,;) € C**” dada por

0 siz<y,
éll‘j:{ ]

1 en caso contrario.

Ejercicio 10. Decida si existe 4 € C*® nilpotente tal que rg(4) = 6, rg(4%) = 4, rg(4>) = 3,
rg(A4*) = 1y rg(4®) = 0 simultineamente. En caso afirmativo, exhiba una tal matriz.

Ejercicio 1. Sea /' € C*(R) el subespacio dado por V' = (¢*, x¢%, 22", ). Sead: V — Vla
transformacion lineal definida por d(f) = f”. Halle la forma y una base de Jordan para J.

Ejercicio 12. Sean 4, Be C 4x4 Jas matrices

20 0 0 0 -1 -1 0
0 0 -1 -1 1 2 1 0
A‘0110’B_0010'
00 1 2 0 0 0 2

Decida si 4 y B son semejantes.



Ejercicio 13. Sead € C"*”. Pruebe que 4 y A* son semejantes.

Ejercicio 14. Sean 4, B € C talesque y4 = yg = (X — 1)>(X — 3)*> y my = mp. Decida si
necesariamente 4 es semejante a B.

Ejercicio 15. En cada uno de los siguientes casos, encuentre todas las formas de Jordan posibles de una
matriz4 € C"*” con polinomios caracteristico y minimal dados.

D xa(X) = (X -2)"(X =3)%  mu(X) = (X -2)*(X -3)%
m) ya(X) = (X -7, muX)=(X-7)*
) yi(X) = (X =2), ma(X) = (X -2)%
v) 7a(X) = (X =3)*(X = 5)%  mu(X) = (X -3)*(X - 5)~
Ejercicio 16. Sea 4 € C*!5 una matriz con autovalores 11, 1, y A3 y que cumple, simultineamente:

rg(d—-0I) =13, rg(d-uD)?>=11, rg(d-N4I)>=10, rg(4-NLI)*=10,
rg(d—20) =13, 1g(d—20)* =11, 1g(d—201)> =10, rg(d—0)* =9,
1g(A—230) =13, r1g(d—30)* =12, rg(d—231)° =1L

Halle su forma de Jordan.

Ejercicio r7. Calcule las posibles formas de Jordan de una matriz 4 € C>*° sabiendo que cumple si-
multineamente:

» X2 - 6X +9 | my(X),
» rg(d+1) =3y
s (A-3D3A+D3A-T) =0.
Ejercicio 18. Seanx,y € C"y 4 € C™” dada por 4;; = x; - y;.
1) Calcule todos los autovalores y autovectores de 4.

11) Calcule las posibles formas de Jordan de 4.



