Algebra Lineal
Segundo cuatrimestre - 2024
Prictica s
Autovalores, autovectores y diagonalizacién

Ejercicio 1. Calcule el polinomio caracteristico, los autovalores y los autovectores de las siguientes ma-
trices, analizando por separado los casosk = Ryk = C.
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1 (—a o) m) [-4 -1 0 gt o Lo
4 -8 -2 01 0 1
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000 0
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Ejercicio 2. Para cada una de las matrices del Ejercicio 1, sean U unabase dek” y f: k” — k” la transfor-
macion lineal tal que ||y = 4. Decida si es posible encontrar una base B de k™ tal que |f| g sea diagonal.
En caso afirmativo, calcule C(B, U).

Ejercicio 3. Sean k un cuerpoy 4 = (a;;) € k™" una matriz tal que toda fila suma 1, es decir, tal que
] poy ij q q
Z};l a;; = 1para todo 7 = 1,..., n. Pruebe que 1 es autovalor de 4 y exhiba un autovector correspon-
diente.

6X6

Ejercicio 4. Diagonalice las matrices 4 € R”*” y B € R°*® encontrando sus autovectores:

111 21 21 21
111 1 2121 2
21 21 2 1

_l1 11 _
4 _ Bl 01 21 2
: 21 2 1 21
L 11 1 121212

Ejercicio s. Sead : C*(R) — C*(R) la transformacion lineal derivacién. Muestre que todo nimero
real es un autovalor de J'y exhiba un autovector correspondiente.

Ejercicio 6. Halle todos los valores de # € R tales que la siguiente matriz es diagonalizable:

Eoo1 2k+k -1
0 k+1 0 -4
0 1 k 1
0 0 0 k+1



Ejercicio 7. Seaf : R? — R la transformacién lineal definida por
f(%9,2) = (—x = 2y + 62, 4y, —x — 3y + 42).

1) Encuentre una base B de R3 tal que |f 5 sea diagonal.

-1 -2 6\"
1) Calcule[ 0 4 0] paracadan € N.
-1 -3 4
-1 -2 6
1) Halle, si es posible, una matriz P € R3*3 tal que P =10 4 O0f
-1 -3 4
0 1
Ejercicio 8. Sea 4 = (1 1) € R?*2,

1) Recordemos que la sucesién de Fibonacci se define como

FO =0, E =1 E‘+1 = E +E'—1 (l. 2 1)

4 ((1)) ) (Fil)

1) Encuentre una matriz P € GL(2, R) tal que P14 P sea diagonal.

Pruebe que

1) Halle una férmula general para F,, » € N.
Ejercicio 9. Resuelva el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales
x' () = 6x(2) +2y(2)
{y’(r) =2x(2) +3(2)
con condiciones iniciales x(0) = 3, y(0) = 1.

C sea diagonal y considere el cambio de variables

Sugerencia: halle una matriz C € GL(2,R) tal gue C™* (g 3

u(®)\ .y [x(2)
)= G

Ejercicio 10. Sea d € k¥ Pruebe que A4 y A" tienen los mismos autovalores. Encuentre un ejemplo
en el que los autovectores sean distintos.

Ejercicio 11. Analice la validez de las siguientes afirmaciones:
1) unamatriz4 € k" es inversible si y slo si 0 no es autovalor de 4.
1) sid € k™" es inversible y v es autovector de 4, entonces v es autovector de 4.

III) siz esimpar, entonces toda matriz4 € R”*” tiene un autovalor real.



Ejercicio 12.
1) Seaf: k" — k” un proyector. Pruebe que f es diagonalizable y calcule su polinomio caracteristico.

11) Sea k un cuerpo incluido en C y sea /' : k* — k” un endomorfismo nilpotente. Calcule su
polinomio caracteristico. ¢Es /* diagonalizable?

Ejercicio 13. Sea 4 € R™" una matriz que satisface 4> + 1, = 0. Pruebe que A es inversible, que no
tiene autovalores reales y que 7 debe ser par.

Ejercicio 14. Sea V un k-espacio vectorial de dimensién finita y sea f: V' — V una transformacién

lineal tal que dim(im(f’)) = 1. Pruebe que /" es diagonalizable si y solo si ker(f) N im(f) = 0.

Ejercicio 15. Sea f: C* — C” una transformacidn lineal. Pruebe que existe una base B de C” tal que
|f | 5 es triangular superior.

Ejercicio 16. Sea 4 € C*"” ysean 1;,..., A, las raices de y4 contadas con multiplicidad. Pruebe que
det(d) = [ | Ay u(d) = Y 2
i=1 i=1

Ejercicio 17.

1) Sead € R¥3 diagonalizable con #7(A4) = —4. Sabiendo que los autovalores de 4> + 24 son —1, 3
y 8, calcule los autovalores de 4.

1) Sead € R*** tal que det(A4) = 6,1y —2 son autovalores de 4 y —4 es autovalor de 4 — 3 ;. Halle
los restantes autovalores de A.

Ejercicio 18. Sean 4 € k""" y B € k**”.

A I T

de k(m+n)x(mn) gon semejantes.

1) Pruebe que las matrices

11) Deduzca que si z = m, entonces Y43 = YB4-
Ejercicio 19. Dadas las matrices 4 € C**? y polinomios p € C[X], calcule p(A).

1 0
L P

1) Acomoenelitemr),p=X>—-1;
1) A comoenelitem1),p= (X —1)%;

7 0
) 4= (1

_l‘

),p:X3—zX2+1+z‘.

Ejercicio 20. Halle el polinomio minimal de las siguientes matrices y compdrelo con su polinomio ca-
racteristico.



I)(z'o) 1 0 0 0 a 0 0 0 a 0 0 0
1 i V)IIOOVIII)OﬂOO XI)laOO
00 -1 0 00 2 0 01 a4 0
L 11 00 0 -1 00 0 « 00 1 4
m [0 1 1
0 1 0 -1 0 0 2 0 0 0
1 0 0 0 1 2 0 0
100 Ol 2 21 o ™Moo« o
1) 2 0 3 4 0 -1 00 1 a
0 0 2
1 71 0 a 0 0 0
00 1 01 0 -1 1 2 0 0
w) o 1 VID o 0 2 o 10 1 4 0
1 00 000 2 00 0 4
Ejercicio 21. Sea 4 € k”*” la matriz
0 0 0 0 —aq
1 0 0 -a
01 0 0 -a
4= )
000 ... 0 —a,,
00 0 ... 1 —a,

Calcule su polinomio minimal y su polinomio caracteristico.
Ejercicio 22. Calcule el polinomio minimal para cada una de las siguientes transformaciones lineales.
D) £ RalX] > Ro[X], f(P) = P’ + 2P
) f: R — R, £(A4) = A4

Ejercicio 23. Sead : R[X] — R[X] la transformacién lineal dada por derivar. Pruebe que 9 no admite
polinomio minimal.

Ejercicio 24. Utilizando el Teorema de Cayley-Hamilton:

1) calcule A% — 44% — A% + 24 — 51, parad = (i _31);

1 0
1) calcule /1% parad =1 0
0 1

(==l

1) dadad = (_1

1 i) , exprese a A ~1 como combinacién lineal de 4 e I;

1v) dada 4 = (; _51), exprese a (24* —124% +194% — 294 + 371,) ! como combinacién lineal de
A € [2;



v) calcule (i} _21) paracadan € N.

Ejercicio 25. Sea V un k-espacio vectorial de dimensién finita y sea f: V. — V una transformacién
lineal. Pruebe que f" es un isomorfismo si y solo si el término constante de Xf €s no nulo. En dicho caso,
expresea f ! como polinomio en f.

Ejercicio 26. Exhiba una matriz.4 € C™" tal que 4> + I,, = 0. Compare con el Ejercicio 13.
Ejercicio 27.
1) Halle una matriz 4 € C> tal que m4(X) = X° — SX* + 6X + 8. Decidassi A es diagonalizable.
11) Halleunamatriz4 € C*** tal que m4(X) = X*+4X>+8X?+8X +4. Decidasi 4 es diagonalizable.
Ejercicio 28. Sea 4 € k™*”.

1) Pruebe que si A es nilpotente, entonces existe £ € N tal que m4(X) = X k. Calcule todos los

autovalores de A.
11) Pruebe que sik = Cy el tinico autovalor de 4 es 0, entonces A4 es nilpotente. (Qué pasa sik = R?

Ejercicio 29. Sea4 € C"” una matriz de traza nula. Pruebe que 4 es semejante a una matriz que tiene

toda la diagonal nula.



