Algebra Lineal
Segundo cuatrimestre - 2024
Préctica 4
Espacio dual

Ejercicio 1. Halle una base del subespacio S = {¢ € (R?)* : (1, -1, 2) = 0}.

Ejercicio 2. Para cada uno de los siguientes R-espacios vectoriales 7 con base B, halle la base dual co-
rrespondiente:

(1) V=R% B={(L-1),(20)}
() ¥V =R3, B={(1,-1,0),(0,1,0),(0,0,1)},
(m) V=R3[X], B={-X+2, X -1, X*-3X +2, X>—3X>+2X}.
Ejercicio 3. Sea B’ = {¢1, $2, $3} la base de (R3)* definida por
P1 (1, X2, X3) = 21 + X, $2 (1, X2, X3) = X1 + X3, $3(x1, %2, X3) = 22 + 3.
Halle la base B de R? tal que B’ = B".

Ejercicio 4. Sean fi, /2y /3 € (Ry[X])" los siguientes funcionales:

1 2 0
fp) = /0 p(x) dx, fp) = /0 P(x) dx, fp) = / 1 p(x) dx.

(1) Pruebe que {fi, f2, f3} es unabase de (R, [X])*.
(11) Halle una base Bde R, [X] tal que B* = {f1, f2, 3}
Ejercicio 5. Sea V" un k-espacio vectorial de dimensién 7.

(1) Sigy, @2 € V*\ {0}, demuestre que ker(p;) = ker(@,) siysolosi{@1, @»} eslinealmente depen-

diente.

(11) Sean @, @y,..., @, € V. Supongamos que para todo x € V tal que ¢;(x) = @2(x) = -+ =
PP 4 pong que p que @ 4
@(x) = 0, se tiene que @(x) = 0. Pruebe que ¢ € {(@y,..., ;).

(1) Sean @y,..., @, € V*. Pruebe que {@y,..., @,} es base de V™ siy solo si
ﬂ ker(g;) = 0.
=1

Ejercicio 6. Sea p € (R?)* definida por @(xy, x2, ¥3) = 21 + 3x2 — w3 ysea E* = {3}, 85, 93} € (R¥)*
la base dual de la base candnica.



(1) Calcule las coordenadas de g en E™.
(11) Calcule las coordenadas de @ en la base B* = {9 + 92 + 93, 91 + 92, d1 }.

() SeanS = {(xy, %2, %3) € R : 2x1+3x,—x3 = 0} y B = {(0,0,1), (0,1, -1), (1, =1, 0) }. Encuentre
una ecuacién para S en la base B.

Sugerencia: recuerde que B s la base dual de B y no haga ninguna cuenta.

Ejercicio 7. Consideremos labase B = {(1, 1), (1, 1)} de R?. Encuentre las coordenadas de la base dual
de B en la base E* dual a la base candnica.

Ejercicio 8. Sean By = {(1,1,0), (1,0,1), (0,,1)} y B> = {(1, 1, -1), (1, =1, 1), (=1, 1, 1)} dos bases de
R3.Si g € (R®)* tiene coordenadas (1, —3, 2) respecto de By, calcule sus coordenadas respecto de B;.

Ejercicio 9. Para cada uno de los siguientes R-espacios vectoriales 7 junto con subespacios S < 7/, halle
una base de 5°.

(1) V=R3S=((1-12),(213),(15,0)).
() V' =R%,S5={((1,1,-11),(2-13,1)).
(1) V= R3. S5 = { (21, %0, x3) € R3:x +x3=0,2% —x) +x3 =0}.

Ejercicio1o. SeaB= (2 ) e Ry W ={4 eR*?:4-B=0}.Seaf € W°talquef (L) =0
y£(39) = 3. Calcule £(B).

Ejercicio 1. Para los siguientes R-espacios vectoriales V" y subespacios S'y 7" de V, determine una base
de (S + 7)° yunabasede (SN T)°.

i) V=R, S=((11L-L1),(2-L3 1), T={(2-480),(-1123)).
i) V= R%, S ={(xp, 2% %) ER* a1 —x3 =0, 0 +20 + x4 =0}, T = ((2,1,3,1)).

Ejercicior2. Sean € N;.Paracadas € {1,..., n—1}, consideramos un vector v; = (v;1, 2, ..., U;n) €
R”.Sea ¢: R” — R la transformacién lineal definida por

1)1’1 1)1)2 e Ulﬂ’l
@(x1, %2, ..., x,) = det
Up-1,1 Un-1,2 -.-- Un—1,n
X1 X2 . Xn

Pruebe que si {vy, ..., v,-1} es linealmente independiente, entonces vy, . .., v,-1)° = {(@).

Ejercicio 13. Sea J un k-espacio vectorial de dimensién finita y S'y 7" subespacios talesque V' =S @ T.
Pruebe que V* = S° @ T°.

Ejercicio 14. Seak un cuerpoy tr : k”*” — kel funcional lineal traza. Dada 4 € k™*”, se define
fa: K" — kcomo f4(X) = tr(4 - X).

(1) Pruebe que fy € (k”**)* paracadad € k",



(11) Pruebe quesify(X) = 0 paracada X € k”*”, entonces 4 = 0.
(1) Sedefiney: K — (K**”)* por y(A) = f4. Pruebe que y es un isomorfismo.
(1v) Seaf : R**?* — R definida por

f - an = 3ay — 2a12 + Say.
42 422
Encuentre una matriz 4 € R**? tal que y(4) = f.

Ejercicio 15. Para cadax € R definimos ¢, € (R3[X])* como @, (p) = p’(x0).Sea T = ({@y, : %0 €
R}) < (R3[X])*. Halle °T y unabase de 7.

Ejercicio 16. Seank un cuerpo,n € Ny g € (k"”)* talque (4 - B) = p(B-A) paracada 4, B € k**".
(1) Pruebe que existe « € k tal que @ = « tr.

(11) Deduzca que si @(£y;) = 1, entonces @ = tr.

(111) Deduzca quesin # Oenky ¢(7,) = n, entonces @ = tr.

Ejercicio 17. Sean a,..., @, € ktalesquea; # a;si7 # j. Paracadai € {0,..., n}, se define la
transformacion lineal ev,,, : k, [X] — k dada por ev,, (P) = P(«;).

(1) Pruebe que By = {evy;...,ev,, } es unabase de (k, [X])*.
(11) Sea B = {Py,..., P,} la base de k,, [X] tal que B* = By. Pruebe que dados Bo,..., 8, € kel

polinomio
P= Zﬂz P;
=0

es el tnico polinomio en k[X] de grado menor o igual que # tal que P(«;) = §; para todo 7. Este
polinomio se llama el polinomio interpolador de Lagrange.

(11x) Pruebe que existen nimeros reales 4, . . . , 4, tales que, para todo P € R, [X],

1 n
/0 P(x) dx = Z 4; P(a).

=0
Halle 49, a1y as enelcasoenquen = 2,09 = 1,1 = % yay = 0.

Ejercicio 18. Sean k un cuerpoy ¥, W dos k-espacios vectoriales de dimensién finita. Sea f: V' — W
una transformacién lineal. Se define la funcién transpuesta f*: W* — V* de f como

fp)=pof
(1) Pruebe que f* es una transformacién lineal.
(11) Pruebe que im(f)° = ker(f*) y que im(f”) = ker(f)°.

() Sean V' = R*, W = Ry f(x,%2) = (23 — 22, 3%, 1 — 2x2). Si B = {(L,2),(L,3)} y By =
{(1) 1, 1)) (1) 1, 0)’ (L 0, O)}3 calcule lf|BBl y I]NIBTB*-

(1v) SiBjy B, sonbasesde Iy I respectivamente, pruebe que
If 158 = (|f |3,8,)"



